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Alle  Bechte  yorbehalten. 


VORREDE  ZUR  VIERTEN  AUFLAGE. 


Der     vorliegende    erste    Band    giebt    gewissermaassen   einen 
ersten  Cursus  der  Differential-  und  Integralreclinung  d.  h.  iin- 
gefähr  soviel,  als  an  Universitäten  und  poljrtechnischen  Insti- 
tuten in  einem  Jähre  vorgetragen  zu  werden  pflegt;  sein  Inhalt 
dürfte  zum  Studium  der  gangbarsten  Werke  über  analytische 
Mechanik,  Ingenieurwissen^haften  etc.  ausreichen.    Wenn  nun 
aach  die  Wissenschaft  seit  dem  Erscheinen  der  dritten  Auflage 
(1868)  mancherlei  Fortschritte  gemacht  hat,  so  ist  doch  jenes 
Pensum  hiervon. wenig  berührt  worden,  und  man  wird  es  daher 
natürlich  finden,  dass  sich  die  vierte  Auflage  nicht  bedeutend 
von  ihrer  Vorgängerin  unterscheidet.    Die  Darstellung  ist  hier 
und  da  präciser  gefasst  oder  verallgemeinert  worden;  in  §.  49 
habe  ich  zur  Entwickelung  des  unendlichen  Productes  für  den 
Sinus  das  von  Prof.  Schröter  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik 
und  Physik  angegebene  sehr  elegante  Verfahren  benutzt;  in 
§.  57  sind  die  unbequemen  Cauchy'schen  Ausdrücke  für  die 
cyclometrischen  Functionen  complexer  Variabelen  durch  ein- 
fachere Formeln  ersetzt  worden;  neu  hinzugekommen  ist  §.  116, 
die  Integration  der  homogenen  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung   enthaltend.    Schliesslich   darf  ich  wohl  Lehrer  und 
Studirende,  welche  jeden  der  vorgetragenen  Theile  der  Differen- 
tial- und  Integralrechnung  durch  zahlreiche  Beispiele  erläutert 
zu  sehen  wünschen,  auf  mein,  gegenwärtig  in  zweiter  Auflage 
erjscheinendes  „üebungsbuch  zum  Studium  der  höheren  Analysis; 
Leipzig,  Teubner"  aufmerksam  machen. 


Dresden,  im  Juli  1874. 


O*  Sohlömiloli. 


VORREDE  ZUR  FÜNFTEN  AUFLAGE. 


üie  bereits  in  der  Vorrede  zur  vierten  Auflage  angegebenen 
Gründe  haben  mich  auch  diesmal  veranlasst,  von  grösseren 
Aenderungen  des  vorliegenden  Werkes  abzusehen.  Am  wenig- 
sten mochte  ich  die  jetzt  so  beliebten  Untersuchungen  über 
solche  Functionen  aufnehmen,  die  keinen  DiflFerentialquotienten 
besitzen,  oder  innerhalb  eines  endlichen  Intervalles  unendlich 
oft  discontinuirlich  werden  u.  dgl.  m.  So  interessant  und 
principiell  wichtig  diese  feineren  Speculationen  sind,  so  bieten 
sie  doch,  an  den  Eingang  zur  Wissenschaft  gestellt,  dem 
Studirenden  manche  Schwierigkeiten,  deren  Beseitigung  am 
zweckmässigsten  einem  späteren  Studium  vorbehalten  bleibt. 


Dresden,  im  Januar  1881. 


O.  Schlömiloh. 
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Einleitung. 


I.     Die  veränderlichen  Grössen  und  die  Functionen. 

Alub  der  elementaren  Arithmetik  ist  hinreichend  bekannt,  dass  zwi-' 
sehen  zwei  gegebenen  Zahlen  beliebig  viel  neue  Zahlen  eingeschaltet 
and  deren  Differenzen  beliebig  klein  gemacht  werden  können;  man 
darf  sich  daher  an  jeder  Stelle  der  Zahlenreihe  eine  Zahl  denken 
oder,  mit  anderen  Worten,  die  ganze  Zahlenreihe  von  —  od  bis'  -f"  ^ 
ist  als  eine  ununterbrochene  anzusehen.  Demnach  kann  auch  der 
Uebergang  von  irgend  einer  Zahl  a  zu  einer  anderen  h  ohne  Unter- 
brechung, d^  h.  so  erfolgen,  dass  alle  zwischen  a  und  h  denkbaren 
Zahlen  getroffen  worden  sind;  ein  solcher  Uebergang  heisst  ein 
stetiger  (continuirlicher)  und  lässt  sich  passend  mit  dem  Durch- 
laufen einer  geraden  Linie  ah  vergleichen,  weil  bei  dieser  Bewegung 
ebenfalls  alle  zwischen  a  und  5  liegenden  Punkte  der  Geraden  ge* 
troffen  werden.  Zufolge  dieser  Bemerkungen  ist  es  möglich,  sich 
eine  veränderUche  Zahl  x  vorzustellen,  welche  erst  den  Werth  a  be- 
sasB  und  nachher  durch  stetigen  Uebergang  den  Werth  h  erhielt; 
eine  solche  Zahl  heisst  eine  continuirliche  Yariabele  und  wird 
gewöhnlich  durch  einen  der  letzten  Buchstaben  des  Alphabetes  be- 
zeichnet. Zahlen  dagegen,  denen  man  den  Charakter  stetiger  Aende- 
rung  nicht  beilegen  will  und  welche  daher  als  relativ  unveränderlich 
gelten  sollen,  nennt  man  Gonstanten  und  bezeichnet  sie  mit  den 
ersten  Buchstaben  des  Alphabetes. 

Scblömilcb,  Aiialyiis.    L  1 


2  Einleitung. 

Sind  zwei  veränderliche  Zahlen  x  und  y  durch  eine  Oleichung 
verbunden,  welche  auf  der  einen  Seite  y  allein  enthält,  wie  z.  B* 

BO  entspricht  jedem  willkürlich  angenommenen  Werthe  des  x  ein 
aus  der  Gleichnng  selbst  folgender  Werth  des  y,  welcher  eben  dess- 
halb  nicht  willkürlich  ist;  in  diesem  FaUe  heisst  x  die  unabhän- 
gige, y  die  abhängige  Yariabele,  und  um  anzudeuten,  dass  es  x 
ist,  wovon  y  abhängt,  nennt  man  y  eine  Function  von  x.  Man  be- 
zeichnet diess  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

y  =  F(x)  oder  y  =f(x\  y  =z  (p(x)  u,  dgl., 

womit  also  nichts  weiter  gesagt  sein  soll,  als  dai^s  jedem  Werthe  des 
X  ein  bestimmter  Werth  von  y  zugehört,  gleichgültig,  wo  letzterer 
hergekommen  ist. 

Wenn  femer  drei  veränderliche  Zahlen  X,  y,  M  durch  eine  Glei- 
chung verbunden  sind,  die  auf  der  einen  Seite  jer  allein  enthält,  wie 
z.  B. 

ftx  x^  '      y^ 

^  2a       25 

so  hängen  die  verschiedenen  Werthe  des  g  gleichzeitig  von  denen  des 
X  und  des  y  ab;  dann  heisst  z  eine  Function  der  beiden  unabhängi- 
gen Yariabelen  x  und  y  und  wird  im  Allgemeinen  bezeichnet  durch 

ßf  =  F(x,  y)  oder  ßf  =/(a?,  y)  u.  s.  w. 

Auf  ganz  analoge  Weise  lassen  sich  Functionen  von  drei,  vier 
und  überhaupt  beliebig  viel  Yariabelen  bilden. 

Für  alle  Functionen  gilt  noch  die  Bemerkung,  dass  die  unab- 
hängigen Yariabelen  immer  als  stetig  veränderlich  angesehen  werden; 
ob  die  abhängige  Yariabele  dieselbe  Eigenschaft  besitzt,  entscheidet 
sich  in  jedem  besonderen  Falle  durch  die  individuelle  Natur  der 
Function,  und  bedarf  daher  einer  speciellen  Untersuchung  (s.  Ab- 
schnitt III.). 

Mit  Hülfe  der  analytischen  Geometrie  ist  es  Übrigens  sehr  leicht, 
sich  ein  Bild  von  jeder  gegebenen  Function  zu  verschaffen,  voraus- 
gesetzt, dass  letztere  eine  oder  höchstens  zwei  unabhängige  Yariabele 
enthält;  man  braucht  nur  die  vorkommenden  Yariabelen  als  dieCoor- 
dinaten  eines  veränderlichen  Punktes,  und  die  zwischen  den  Yaria- 
belen bestehende  Gleichung  als  Gleichung  einer  Gurve  oder  Fläche 
anzusehen.  So  wird  z.  B.  durch  die  Gleichung  1)  eine  Parabel  aus- 
gedrückt, und  überhaupt  kann  y  =f(x)  als  Gleichnng  irgend  einer 
ebenen  Gurve  gelten ;  der  Gleichung  2)  entspricht  femer  ein  hyper- 
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bolisches  Paraboloid,  allgemeiner  ist  jer  =  F(x,  y)  die  GrleiGhang 
irgend  einer  Fläche.  Bei  einer  Function  von  drei  oder  mehr  Varia- 
belen  wie  z.  B.  u  =  q)  (x^  y,  z)  hört  die  Möglichkeit  einer  geome- 
trischen Darstellung  auf,  weil  der  Raum  nur  drei  Dimensionen  besitzt. 

IL     Die  einfachen  Functionen. 

Nimmt  man  mit  einer  Yariabelen  x  die  vier   arithmetischen 
Grandoperationen  vor,  so  entstehen  die  vier  einfachsten  Functionen 

a  -\-  x^  a  —  0?,  oar,   — , 

X 

die  man  aber  nicht  besonders  zu  unterscheiden  pflegt,  weil  sie  in  der 
gemeinschaftlichen  Form  a  -^  hx*^  begri£fen  sind.  Femer  liefert 
die  Potenz  zwei  verschiedene  Functionen,  je  nachdem  die  Basis  oder 
der  Exponent  als  variabel  angesehen  wird;  die  erste  dieser  Functio- 
neaa^  nämlich  x^,  führt  in  der  Analysis  ausschliesslich  den  Namen 
Potenz,  während  die  zweite,  a^,Exponentialgrösse  genannt  wird. 
Denkt  man  sich  femer  die  Logarithmen  als  Functionen  der  Zahlen, 
so  hat  man  noch  die  Function  Hogx,  worin  das  oben  angesetzte  a 
die  Basis  des  logarithmischen  Systemes  bezeichnen  soll. 

Man  weiss  femer  aus  der  Geometrie,  dass  sich  jeder  Bogen 
eines  mit  dem  Halbmesser  1  beschriebenen  Kreises  in  TheUen  des 
Halbmessers,  d.  h.  durch  eine  absolute  Zahl  ausdrücken  lässt;  man 
kann  daher  auch  jede  Zahl  als  Maass  eines  solchen  Kreisbogens  an- 
sehen und  die  goniometrischen  Linien  desselben  aufsuchen.  In  die- 
sem Sinne  hat  jede  absolute  Zahl  ihren  Sinus,  Cosinus  u.  s.  w.  z.  B. 

sin  (1,570796  .  .)  =  sin  ^  =  sin  90»  =  1, 

COS  (1,047197  .  .)^=  006-^^=^008  60»  =  0,5, 

o 

tanB  =  tm  1710  53'  14"  4  =  —  0,1425467, 

and  es  entstehen  so  die  goniometrischen  Functionen  der  Zahl 
M,  nämlich  sinu,  cosUj  tanu,  cotu^  secu,  cscu. 

Umgekehrt  kann  man  auch  eine  Yariabele  x  als  Maass  einer 
trigonometrischen  Linie  betrachten  und  den  zugehörigen  Bogen  auf- 
snchen;  hierdurch  entstehen  die  sogenannten  cyclometrischen 
Functionen.  Sehen  wir  z.  B.  x  als  die  Länge  eines  Sinus  an,  so 
entspricht  demselben  ein  bestimmter,  im  ersten  Quadranten  liegen- 
der Bogen,  welcher  mit  aresin  x  bezeichnet  und  positiv  oder  negativ 

1* 
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genommen  werden  möge,  je  nachdem  x  positiv  oder  negativ  ist. 
Kach  dieser  an  keiner  Vieldeutigkeit  leidenden  Bezeichnung  ist  z.  B. 

aresin  (+  i)  =  +  J,  ^^^sin  (— •^)  ==  "f ' 

Ebenso  bedeutet  arccos  x  den  kleinsten  Bogen,  welcher  x  zum 
Cosinus  hat,  z.  B. 

Femer  ist  unter  ardan  x  derjenige  im  ersten  Quadranten  lie- 
gende Bogen  zu  verstehen,  welcher  x  zur  Tangente  hat,  und  zwar 
mit  demselben  Vorzeichen  wie  x  genommen,  z.  B. 

arctan  (  kS")  =  -^ ,  ardan  ( —  1)  =  —  -r- » 

6  4 

arctan  oo  =  -r  • 

2 

Dem  Vorigen  analog  kann  man  noch  die  Functionen  arccotx^ 
arcsecx  etc.  bilden,  doch  sind  letztere  wenig  im  Gebrauch. 

Da  in  den  Lehrbüchern  der  Trigonometrie  keine  Rücksicht  auf 
die  cyclometrischen  Functionen  genommen  zu  werden  pflegt,  so 
mögen  hier  die  betreffenden  Hauptrelationen  folgen. 

Ein  im  ersten  Quadranten  liegender  Bogen,  dessen  Sinus  ==  x 

ist,  hat  Yl — ^*  zum  Cosinus,  daher  gilt  die  Gleichung  : 

1)  arcsin  x  =  arccos  Vi  —  x^. 

Das  Complement  des  Bogens  aresin x  hat  x  zum  Cosinus,  mit- 
hin ist 

2)  aresin  x  +  arccos  x  =  \n. 

Wenn  x  den  Sinus  eines  Bogens  darstellt,  so  hat  derselbe  Bogen 

eine  Tangente  =-7==.:  diess  giebt 

VI— a?3 

3)  aresin  X  =  arctan 


Vl  —  x^' 
Einer  Tangente =xr  entspricht  umgekehrt  ein  Sinus  = 


d.h. 

4)  ardan  e  =  aresin    .  =  arccos 


! 


X 

wie  man  auch  aus  Nr.  4)  durch  Substitution  von     .  =  jcr  er- 

Vl  — a?8 
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« 

hält.     Derselbe  Bogen,  welcher  a  zur  Tangente  hat,  besitzt  eine  Co« 

1 
tangente  =  — ,  mithin  ist 

e 

5)  ardan  z  =  arccoi  — ; 

n 

das  Gomplement  dieses  Bogens  hat  z  zur  Cotangente,  folglich 

6)  ardan  z  +  arccot  £r  =  *  jr, 

Aehnliche  Formeln  für  arcsecx  und  arccscx  sind  leicht  zu  ent- 
wickeln« 

Für  zwei  im  ersten  Quadranten  liegende  Bögen  u  und  v  sei 

sin  u  =  Xf    mithin  u  =  a/rc9m  x, 
sinv  =  y»         n      V  =  arcsmy, 
man  hat  dann 

sin  (tt  -j-  »)  =  sinu  cosv  -\-  smv  cosit 

und  auf  ganz  ähnliche  Weise 

cos  («  +*f)  =  V  (1  -  x^)  (1  -y^  -  xy=-j=2^M^^ 

An  dem  Vorzeichen  des  letzten  Ausdrucks  erkennt  man ,  ob  die 
Bögen  u  und  v  zusammengenommen  einen  Bogen  des  ersten  oder 
des  zweiten  Quadranten  geben;  im  ersten  Falle  ist 

tt  +  «>  =  aresin  {xV  1  —  y^^  +  y  V^l  —  a?*) 
oder  vermöge  der  Werthe  von  u  und  v 

7)  aresin  x  +  O'fcsin  y  =  aresin  (a^V  1  —  y^  -{-  y  k  1  —  x^\ 

Liegt  dagegen  u  -\-  vim  zweiten  Quadranten,  so  folgt 

u  ^  V  :=:  %  —  wresin  {xYl  —  y^  -\-  y  Yl  —  x^) 
oder 

8)  aresin x-^ aresin y^=n  —  aresin  {xyl — y^  _|.  yY\ — a?*), 

^'  +  y'  ^  1- 

Durch  eme  ganz  ähnliche  Betrachtung  gelangt  man  zu  der 
Formel 

9)  aresinx  —  aresin y  =  ao'esin  (aJK  1  —  y*  —  y  Vi  —  x-) , 
bei    welcher   es  keiner  Unterscheidung  bedarf,   weil  die  Differenz 
zweier  Bögen  des  ersten  Quadranten  immer  zwischen  —  \%  und 
-f-  I^P  Hegt 
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Ist  femer  bei  swei  im  ersten  Quadranten  liegenden  Bögen  u 
und  V 

tanu  =  Xj    mithin  u  =  ardanx, 

tanv  =  y,        ^  '  v  =  ardany, 

so  hat  man 

,     ,     .         tanu  4-  tanv         x  -^  y 

tan  (f*  -f  17)  = .         . =  ' r^' 

1  —  tan  u  tan  v        1  —  xy 

Im  Falle  xy  <C  I  ist,  liegt  u  -\-  v  im  ersten  Quadranten,  und 

dann  folgt 

.  X  4-  y 

u  +  V  =  arctan- — —^ 

l—xy 

oder  vermöge  der  Werthe  von  u  und  v 

10)  aräanx  +  arctany  =  ardan  ,         ^  , 

1 — xy 

xy  <  1. 

Wenn  dagegen  xy^l  ist,  so  fällt  u  -{-  v  in  den  zweiten  Qua- 
dranten, und  man  hat  dann 

tt  4-  i;  =  9r  —  arctan  — ^— ^ , 

xy  —  V 

d.  L 

11)  ardanx  -|-  arcfon«^  =  ä  —  arda/n  — ^^^  , 
'  rcy —  1 ' 

xy  >  1. 

Durch  eine  ganz  ähnliche  Betrachtang  gelangt  man  zu  der 
Formel 

X  —  y 

12)  ardan  x  —  ardany  =  ardan  - — ; — 2—, 
'  -14-  xy' 

für  welche  keine  Unterscheidung  nöthig  ist. 


in.     Continuität  und  Discontinuität  der  Functionen. 

Wie  bereits  in  Nr.  I.  erw&hnt  wurde,  gelten  die  unabhängigen 
Yariabelen  jederzeit  als  stetig  veränderlich;  ob  diese  Eigenschaft  der 
Continuität  auch  den  abhängigen  Yariabelen  zukommt,  ist  dagegen 
eine  andere  Frage,  die  wir  jetzt  discutiren  wollen.  Zu  diesem 
Zwecke  betrachten  wir  die  Sache  unter  dem  geometrischen  Gesichts- 
punkte und  denken  uns  die  Gleichung 

als  Gleichung  einer  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogenen  ebenen 


Fig.  1. 
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Cnrve;  sollte  letztere  ans  mehreren  Zweigen  bestehen)  so  fassen  wir 
en  derselben  einzehi  in's  Auge. 

Sind  nun  in  Fig.  1  OÄ  =  a  und  OB  =  5  >  a  zwei  belie- 
bige Abscissen  und  ÄC  =f(a)i  BD 
=  f(h)  die  zugehörigen  Ordinaten,  so 
können  bezüglich  des  Gurvenstückes  CD 
nur  zwei  Fälle  eintreten;  die  Curve  geht 
nämlich  entweder  in  einem  ununterbro- 
chenen Zuge  von  G  nach  D,  oder  sie  er- 
leidet auf  dieser  Strecke  Unterbrechungen. 
Im  ersten  Falle  nennen  wir  f(x)  conti- 
nuirlich,  von  a;==a  bis  x=zhj  im  zwei- 
ten Falle  discontinuirlich. 

Die  genannten  Unterbrechungen  können  aus  verschiedenen  Ur- 
sachen eintreten.  Es  ist  erstens  möglich ,  dass  f(a)  und  f(b)  reell 
sind,  dass  aber/(a;)  für  gewisse,  zwischen  a  und  5  liegende  Werthe 
von  X  imaginär  wird.     Ein  Beispiel  hierzu  liefert  die  Gleichung 

welche  sowohl  £\3Lr  x  <^  1  alsfära;]!>3  reelle  y,  dagegen  für 
1  <  rp  <  3  imaginäre  y  liefert;  von  a?  =  ^  bis  a5  t=  4  verläuft 
also  die  Curve  nicht  in  einem  Zuge.  Hierher  gehören  auch  die  Cur- 
ven  mit  isolirten  Punkten,  z.  B. 

y  =  (X'-  2)  y(a;-.l)(a:-.3); 

diese  Curve  ist  gleichfalls  imaginär  zwischen  o;  =  1  und  o?  =  3,  be- 
sitzt aber  in  der  Mitte  des  genannten  Intervalles  einen  reellen  Punkt 
mit  den  Coordinaten  x  =  2  und  ^  :^  0. 

Aber  selbst  in  dem  Falle,  wo  f(x)  von  aj  =  a  bis  «  =  5  reell 
bleibt,  kann  eine  Discontinuität  eintreten,  sobald  nämlich  an  einer 
Stelle  OiEf  =  £  die  Ordinate  spnmgweis  von  einem  Werthe  MF 


Fig.  2. 


zu  einem  anderen  MQ  übergeht 
(Fig.  2).  Zu  jener  Abscisse  gehören 
hier  plötzlich  zwei  verschiedene  Or- 
dinaten, während  ausserdem  jeder 
Abscisse  nur  eine  Ordinate  entspricht; 
die  erste  Ordinate'  MP  beschliesst 
die  bisherige  Reihe  der  Ordinaten, 
die  zweite  MQ  bildet  den  Anfang 
einer  neuen  Reihe.  Berücksichtigt 
man,  dassT jedes  x<^^  durch  {  —  y, 
und  jedes  o;  ^  |  durch  |  -f*  '  dargestellt  werden  kann,  so  ist  es 
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nur  consequent,  die  Goorditiaten  von  P  mit 

Oitf=  I  —  0,    JfP  =/(S  —  0), 
und  die  Coordinaten  von  Q  mit 

0M=^  +  0.  MQ=f(i  +  0) 
zu  bezeichnen.  Demnach  kann  man  sagen,  die  Function  / (o?)  bleibt 
an  der  Stelle  x  =  ^  continuirlich,  wenn/(|  —  0)  =/(|  +  ö),  sie 
wird  dagegen  fttr  a?  =  |  discontinuirlich,  wenn  /(|  —  0)  von/(|4-  Ö) 
verschieden  ist.  Indem  wir  den  Fall  ausschliessen,  wo  f(x)  zwischen 
o;  =  a  und  x  =  h  theilweis  imaginär  wird,  haben  wir  nun  folgen- 
den Satz: 

Wenn  die  Differenz 

mit  y  und  S  gleichzeitig  verschwindet,  und  zwar  bei 
allen  von  x  =  a  bis  x  =  h  gehenden  Werthen  des  x, 
so  ist  die  Function  f(x)  innerhalb  jenes  Intervalles 
continuirlich;  giebt  es  dagegen  zwischen  a  und  h  einen 
oder  mehrere  Werthe  des  x^  bei  denen  jene  Differenz 
sich  nicht  annullirt,  so  erleidet  f(x)  für  jeden  derar- 
tigen Werth  eine  Unterbrechung  der  Gontinuität. 

So  ändert  sich  z.  B.  die  Function  f(x)  = discontinuir- 

ic—  1 

lieh  beim  Ueberschreiten  der  Stelle  a;  :^  1,  denn  es  ist 

/(l_y)  =  _i,  /(l-0)  =  -<», 

/(l   +«)=+!,  /(1   +  0)=  +  00} 


demnach  findet  hier  ein  Sprung  von  —  oo  nach  -f-  <X)  statt. 
Ein  zweites  Beispiel  liefert  die  Function 

f(x)  =  2  4-  arctan r, 

X  —  1 

wobei  der  auf  S.  4    angegebene  Sinn  des  Zeichens  arctan  streng 
festzuhalten  ist.    Man  erhält 

/(l  —  y)  =  2  +  aräan  ( )  =2  —  arctan  — , 

/(l  —  0)  =  2  —  arctan  oo  =  2  —  |  ä; 

/(l  -f  d)  =  2  -|-  arctan  -yr, 

/(l  4-  0)  =  2  4-  ardan  co  =  2  -\-  ^n; 
an  der  Stelle  x  =  l  geht  also  die  Gurve  sprungweis  von  2  —  ^n 
nach  2  -f~  1^*     Ganz  ähnlicher  Art  ist  die  allgemeinere  Function 


fiinleifauig. 
/(x)  =  — ^ 1 aräan 


2        '       %  X  ^  a 

bei  welcher  an   der  Stelle  x  =  A  «in^  diflootntmnirliche  Aendentii^ 
Ton/(a  —  0)  =  b  nach  f{a  -f-  0)  =  c  eintritt 

Du8  eine  Function  anch  mehrmalige  Unterbrechungen  der  Con- 
ünnität  erieiden  kann,  zeigt  das  Beispiel  f{x)  =  ianx\  an  den  Ste^ 
laia;  =  +  |3r,  +  |3r,  4:|9r  etc.  geht  nämlich  tan  x  von  -f-.oo  nach 
-f  00  über,  wie  ans  den  Elementen  der  Trigonometrie  bekannt  ist. 

Diese  Erörtemngen  lassen  sich  ohne  Mühe  auf  Functionen  meh- 
rer Yariabelen  übertragen.  Insbesondere  bei  Functionen  zweier  Ya- 
riabelen  ist  die  geometrische  Bemerkung  von  Nutzen,  dass  eine  stetig 
gekrümmte  Flache  mit  jeder  Yerticalebene  eine  continuirlich  verlau- 
fende Dnrchschnittslinie  bilden  muss. 


IV.     Die  Grrenzwerthe  der  Functionen. 


Wenn  in  der  Function. —  dieYariabele  x  in's  Unendliche  wächst, 

X 

80  nimmt  der  Functionswerth  beständig  ab,  und  zwar  in  der  Weise, 

dass  er  kleiner  als  jeder  noch  so  kleine  willkührlich  gewählte  Bruch 

werden  kann,  wofern  nur  x  gross  genug  genommen  wird.     Kürzer 

dr&ckt  man  diess  durch  die  Worte  aus :   „Bei  unendlich  wachsenden 

(i 
«convergirt  —  gegen  die  Null"  oder  „für  a;  =  oo  ist  der  Grenz- 

x 

werth  von  —  gleich  Null"  \   die  letztere  Form  lässt  sich  in  einer 

X 

Gleichung  darstellen,  wenn  man  die  Worte  „Grenz werth  von"  irgend- 
wie abkürzt,  entweder  deutsch  durch  Gr.  oder  lateinisch  durch  Lim. 
(von  Itmes),  und  man  schreibt  daher 

Lim  —  =  0 ,         für  jr  =  00 . 

X 

In  gleicher  Weise  convergirt  der  etwas  zusammengesetztere  Aus- 
druck j-  5  gegen  die  Grenze  5,  d.  L 


im  ( —  +  6j  =  5,         füra?=oo. 


Lim 

Dementsprechend  bedeutet  die  Gleichung 
Lim/(x)  =  X,    (a?  =  oo), 
dftBB  der  Unterschied  zwischen  der  Constanten  X  und  der  Function 
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f{x)  kleiner  als  jede  angebbare  Zahl  gemacht  werden  kann,  wenn  x 
in's  Unendliche  wächst  Geometrisch  heisst  dies,  die  Curve,  deren 
Gleichung  y  =/(a;)  ist,  hat  eine  in  der  Entfernung  X  parallel  zur 
flß- Achse  liegende  Asymptote. 

Der  Kürze  wegen  bezeichnen  wir  im  Folgenden  eine  unendlich 
wachsende  Zahl  mit  (d,  eine  gegen  die  Null  convergirende  Zahl  da- 
gegen mit  8  oder  ^.  Wir  wollen  nun  einige  Grenzwerthe  unter- 
suchen, die  später  sich  als  wichtig  zeigen  werden. 

A.    In  der  identischen  Gleichung 

^m+l — 5m +1 

a  —  h 

möge  a  ^  5  sein;  die  rechte  Seite  erhält  dann  einen  zu  grossen 
Werth,  wenn  man  überall  a  statt  t  setzt,  mithin  ist 

a»»  +  1  —  5*»  -4- 1 

j^Tft <(«  +  l)a'^ 

oder  durch  Weg8cha£fung  des  Bruches  und  Yereinigung  aller  der 
Grössen,  welche  a^  enthalten, 

1)  [a  ^{m  +  1)  (a  —  b)]  a"»  <  &«  + 1. 

Die  Substitutionen   a  =  lH ,6  =  1-4-    — - — -  erfüllen 

m  ^     m  -\-  l 

die  Bedingung  a  >>  b  und  geben 

folglich,  wenn  der  Reihe  nach  m  =  1,  2,  3  etc.  gesetzt  wird, 

('  +  f)"<('  +  })'<0  +  ^)"<- 

Man  ersieht  hieraus,  dass  der  Ausdruck  (  1  -{-  — )  fortwäh- 
rend wächst,  wenn  o  das  Gebiet  der  natürlichen  Zahlen  durchläuft 

Die  Formel  1)  giebt  femer  f ür  a  =  1  +  t~»  6  =  It  m  =  n 
und  durch  Erhebung  auf's  Quadrat 


X\m 
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Nach  Nr.  2)  ist  nun  um  so  mehr 

es  mag  also  m  gerade  oder  ungerade  sein,  jedenfalls  beträgt  ( 1  -| 

weniger  als  4.  Der  Ausdruck  ( 1  -|~  — )  ^^"^  demnach,  trotz  sei- 
nes fortwährenden  Wachsthums,  nicht  unendlich  groQ/B,  und  muss 
desshalb  gegen  eine  bestimmte  endliche  Grenze  convergiren,  die  ]>>  2 
aber  ^  4  ist.  Bezeichnen  wir  dieselbe  mit  e,  wo  nun  e  eine  zwar 
nicht  genau  bekannte,  aber  sicher  exiätirende  absolute  Zahl  ist,  so 
haben  wir  fär  unendlich  wachsende  ganze  positive  (O  die  Gleichung 

3)  IAm[{l  +  Ly]=e. 

Ist  CD  keine  ganze,  aber  wenigstens  eine  positive  Zahl,  so  giebt 
es  immer  zwei  auf  einander  folgende  ganze  positive  Zahlen  Ö  und  r 
=  (T  4"  li  zwischen  denen  o  liegt;  man  hat  dann 


i  +  7>i  +  l>i  +  7' 


mithin  auch 


0  +  7)">6  +  hT>(^  +  ^; 


Zugleich  lässt  sich  (o  unter  der  doppelten  Form  (o  =  Ö  -{-  a 
und  o  =  r  —  ß  darstellen,  wo  a  und  ß  ächte  Brüche  bezeichnen, 
die  sich  zur  Einheit  ergänzen;  die  vorige  Ungleichung  wird  dann 
zur  folgenden 

(•+^r>('+^)">('+Ty" 

wofür  man  sehreiben  kann 

[('+^)r^^>('+^)">[(' +>)']'"• 

Bei  unendlich  wachsenden  o  nehmen  auch  die  ganzen  Zahlen  Ö 

imd  T  in's  Unendliche  zu;  die  Ausdrücke  (l  +  —)  und  (l  +  — ) 

convergiron  nach  Nr.  3)  gegen  die  gemeinschaftliche  Grenze  e,  und 

a        .     ß 

—  sowie  -^  haben  die  Null  zur  gemeinschaftlichen  Grenze.    Hieraus 

susammen  folgt  die  Gleichung 
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4)  I*.  [(l  +  i)"]  =  Ä 


('+i)"=('-^r""'=(>+^)'o+^) 


welche  nunmehr  auch  für  nicht  ganze  positive  unendlich  wachsende 
o  besteht. 

Ist  o  eine  negative  unendlich  werdende  Zahl,  so  kann  man 
OJ  =  —  (p  +  1)  setzen,  wo  Q  eine  positive  unendlich  wachsende 
(ganze  oder  nicht  ganze)  Zahl  bedeutet;  man  hat  dann 

Q+lJ  ~~V  '    q/    V  '    9 

Der  Grenzwerth  des  ersten  Factors  rechter  Hand  ist  e,  der  des 
zweiten  die  Einheit,  mithin  ergiebt  sich  wieder 

5)  Lim  [(l  +  1)"]  =  e, 

und  damit  ist  bewiesen,  dass  die  vorstehende  Gleichung  för  jedes 
irgendwie  unendlich  werdende  cd  gilt. 

Der  numerische  Betrag  von  e  kann  nach  Nr.  5)  näherungsweis 
berechnet  werden,  wenn  man  für  o  eine  grosse  Zahl  setzt  und  die 
angedeutete  Potenzirung  ausfuhrt;  doch  erreicht  man  damit  keine 
bedeutende  Genauigkeit.  Nach  einem  anderen  Verfahren,  welches  in 
§.  7  zur  Sprache  kommen  wird,  findet  man  sehr  leicht 

e  =  2,718281828459  .  . 

Nicht  selten  stellt  man  die  Gleichung  5)  in  einer  anderen  Form 

1 
dar,  welche  dadurch  entsteht,  dass  man  —  =  0  setzt,  wo  nun  8  eine 

CD 

gegen  die  Null  convergirende  Zahl  bezeichnet;  es  ist  dann 

6)  Lim[(l  +S)^]=:e. 

B.  Indem  man  £i^  identische  Gleichung 

^££iL+A)  =  lo,  [(1  +  s)h 

beachtet,  gelangt  man  mit  Hülfe  von  Nr.  6)  zu  folgender  Formel 

7)  Lim        \^ =  log  e.  • 

C.  Wenn  ö*  irgend  eine  gegen  die  Null   convergirende  Zahl 

bedeutet,  so  hat  a^  die  Einheit  und  a  —  1  die  Null  zur  Grenze;  man 
kann  daher 

a^—  1  =  *,  mithin  -ö*  =  «%  (1  +  S) 

setzen.    Hieraus  folgt 
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a*—  1 


^      ~  ""log  (1  +  Ä)  ~  «%  (1  +  ö) 

d 
md  dnrch  üebergang  zur  Grenze  für  gleichzeitig  unendlich  abneh- 
mende ^  und  d 

8)  Lim  — - —  =  -; —  • 

D.    Die  Formeln  7)  und  8)  können  noch  zur  Bestimmung  des 

^1  -1-  Ä^/*—  1 
Grenzwerthes  von  ^^ j benutzt  werden,  worin  d  eine  irgend- 


wie gegen  die  Null  convergirende  Zahl  bedeutet.     Es  ist  nämlich 

identiBch 

(1  +  Ä)^_— 1_        flJ^fogg  +  ^-l      log  (1  +  S) 


wobei  zur  Abkürzung  log,  statt  '^log,  geschrieben  wurde;  setzt  man 
weiter  fi%(l  +  d)  =  d,  so  hat  man  auch 

S =  '*~8^ 5 

nnd  hierin  bedeutet  ^  eine  Grösse,  welche  gleichzeitig  mit  8  ver- 
schwindet. Durch  Üebergang  zur  Grenze  erhält  man  unter  Anwen- 
dung der  Formeln  7)  und  8) 

E.     Wir  wollen    endlich  noch  die  Grenze  aufsuchen,  welcher 

rieh  das  Yerhältniss      .      in  dem  Falle  nähert,  wo  -O"  gegen  die  Null 

convergirt  Denken  wir  uns  unter  %'  vorläufig  einen  beliebigen  Bo- 
gen des  ersten  Quadranten,  so  haben  wir  die  Ungleichung 

sin  ö"  <;  ^  <;  tan  -ö* 
nnd  umgekehrt 

sin  -ö"        %        sin  -Ö*  * 

mithin  durch  Multiplication  mit  sin  d" 

^  ^  8in&  ^        ^ 
1  >  "^>  ^^s^' 

Da  bei  verschwindenden  d'  die  einschliessenden  Grössen  1  und 
cosd'  den  gemeinschaftlichen  Werth  1  haben,  so  folgt 

10)  Lim  *4i  =  1. 
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Die  Formeln  7),  8),  9)  und  10)  genügen  für  die  späteren  Un- 
tersuchungen. 


y.     Die  Aenderungsgeschwindigkeit  einer  Function. 

Schon  die  oberflächliche  Ansicht  verschiedener  Curven  zeigt 
mannichfaltige  Arten  der  Ordinatenveränderung;  während  z.  B.  die 
Ordinaten  der  Parabel  fortwährend  zunehmen,  die  Curve  also  steigt, 
hat  die  Sinuslinie  (y  =  sin  x)  unendlich  viel  Punkte,  in  denen  ein 
Uebergang  von  Wachsthum  zu  Abnahme  der  Ordinaten  stattfindet. 
Ja  selbst  bei  Curven  von  gleicher  Gattung  können  die  Ordinaten- 
änderungen  auf  sehr  verschiedene  Weise  vor  sich  gehen.     So  z  B. 

steigen  die  Parabeln  y  =  yx  und  y  =t=  aj^  gleichzeitig,  man  wird 
aber  von  der  zweiten  sagen,  dass  sie  rascher  als  die  erste  steigt, 
auch  findet  noch  insofern  ein  wesentlicher  Unterschied  statt,  als 
die  erste  Parabel  ihre  hohle  Seite,  die  zweite  dagegen  ihre  erhabene 
Seite  gegen  die  Abscissenachse  kehrt.  Um  nun  jenen  noch  unbe- 
stimmten Begriff  der  Geschwindigkeit  des  Wachsthums  festzustellen, 
betrachten  wir  vorerst  die  Gerade,  deren  Gleichung  y  z=z  ax  4"  ^ 
sein  möge.  Hier  ist  unmittelbar  einleuchtend,  dass  die  Steigung 
immer  dieselbe  bleibt;  ihr  Maass  kann  man  einfach  dadurch  aus- 
drücken, dass  man  angiebt,  um  wieviel  die  Ordinate  wächst,  wenn 
die  Abscisse  um  die  Einheit  zunimmt.  (Steigungen  von  Strassen 
werden  bekanntlich  auf  dieselbe  Art  ausgedrückt.)  Nehmen  wir  in 
Fig.  3  OM  =  X,  MF  =  y,  MN  =  PiJ  =  1,  so  ist  QRäie  ent- 


Fig.  8. 


sprechende  Ordinatenzunahme ,    also    die 
Steigung,  und  zwar  findet  man  leicht 

QR  =  tan  QPB  =  a; 
in  der  That  hängt  dieser  Ausdruck  nicht 
von  X  ab  und  bleibt  daher  constant  für 
alle  Punkte  der  Geraden. 

Denken  wir  uns  femer  eine  Curve 
durch  stetige  Fortbewegung  eines  Punktes 
entstanden,  während  gleichzeitig  die  Rich- 
tung der  Bewegung  sich  continnirlich 
ändert,  so  wird  die  momentane  Bewegungs- 
richtung jederzeit  durch  die  zugehörige  Tangente  an  der  Curve  dar- 
gestellt Es  sei  nun  P  T  (Fig.  4)  die  Tangente  der  Curve  im  Punkte 
P  und  die  vorige  Construction  auf  diese  Tangente  angewandt,  so  ist 
QR  diejenige  Zunahme  der  Ordinate  MP,  welche  der  Abscissenzu- 
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nähme  Jf2r=  1  entsprechen  würde,  wenn  die  Curve  von  P  aus 
in  ihre  Tangente  verliefe,  also  in  die  gleichmässig  steigende  Gerade 


Fig.  4. 


P  T  überginge.  Nennen  wir 
wiederom  Q  JS  die  Steigung 
der  Curve  im  Punkte  P,  so 
kommt  es  darauf  an,   den 
Winkel  zu  finden,  welchen 
die  Tangente  PT  mit  der 
Abscissenachse  einschliesst; 
die    trigonometrische  Tan« 
gente  dieses  Winkels,  mul- 
'  tiplicirt  mit  der  Längenein- 
heit,   wäre  dann  das  gesuchte  Maass  für  die  Geschwindigkeit  der 
Steigung  oder  überhaupt  der  Aendenmg. 

Zur  Kenntniss  des  genannten  Winkels  fährt  die  Bemerkung, 
dass  eine  Gerade,  die  zwei  Punkte  einer  Curve  verbindet,  also  eine 
Secanie,  zur  Tangente  wird,  sobald  die  Endpunkte  der  abgeschnitte- 
nen Sehne  zusammenfallen.  Demgemäss  verbinden  wir  den  gegebe- 
nen Cnrvenpunkt  P  mit  einem  zweiten,  willkührlich  auf  der  Curve 
gewählten  Punkte  Pi  und  bestimmen  zunächst  den  Winkel  Pi  P  ü=  0, 
welchen  die  Secante  PP|  mit  der  Abscissenachse  bildet;  unter  Ein- 
führung der  Bezeichnungen  OM  =  x,  MP  =  y  =zf(x)  und  MMi 
=  d  erhalten  wir 

n  w-      -Pi^     .afi  p,  -  .af p  _  fix  +  3)  -  f(x) 

1)  tan  O  =  -=r-=r  = --■,- = X  ' 

^  Pü  MMi  d 

Lassen  wir  jetzt  Ö  in  Null  übergehen,  so  dreht  sich  die  Secante 
nm  den  festbleibenden  Punkt  P  und  wird  für  5  =  0  zur  Tangente; 
gleichzeitig  verwandelt  sich  Ö  in  den  Winkel  zwischen  Tangente  und 
Abscissenachso ,  welcher  r  heissen  möge.  Wollte  man  in  Nr.  1)  ge- 
radezu d  =  0  setzen,  so  würde  man  rechter  Hand  das  unbestimmte 

and  nichtssagende  Besultat  -r-  erhalten;  man  thut  daher  besser  nur 

anzudeuten,  dass  schliesslich  8  =  0  werden  soll,  also  zu  schreiben 

_  [fix  +  g)  -  f(x) 


2) 


tan  z 


J(cr=o) 


Li  jedem  speciellen  Falle  bedarf  es  der  wirklichen  Ausführung 
der  angedeuteten  Operationen,  wie  die  folgenden  Beispiele  zeigen 
werden.     Für  f{x)  =  x^  hat  man  zunächst 


16  Einleitung. 

mithin  für  5  =  0 

tan  t  =z  2x, 

Ferner  ist,  wenn/(a;)  =  Y a^  —  x^  genommen  wird, 
mithin  für  d  =  0 

X 

tont  =  —  , . 

Die  Formel  2)  setzt  stillschweigend  voraus,  dass  8  den  Werth 
Null  erreichen  könne;  diess  ist  zwar  bei  einer  ganz  willkürlichen 
Grösse  möglich,  würde  jedoch  in  dem  Falle  unthunlich  werden,  vro 
8  abhängig  ist,  wie  z.  B.  wenn  es  einen  aliquoten  Theil  einer  ande- 
ren Grösse  ausmacht.  Dann  bildet  aber  die  NuU  wenigstens  die 
Grenze,  welcher  8  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  und  in  dem- 
selben Sinne  ist  r  die  Grenze  von  6,  mithin  wird  man  statt  der  Glei- 
chung 2)  schreiben 

Hierunter  ist  auch  die  Gleichung  2)  mitbegriffen,  wenn  man 
sich  in  den  Fällen,  wo  8  =  0  werden  kann,  vorstellt,  dass  8  seinen 
Grenzwerth  wirklich  erreicht  habe. 


DIFFERENTIALRECHNUNG. 


Bchlö milch,  AiialysiB.    L 


Cap.  L 

Einfache    Differentiation. 

§.1 

Differenzen  und  Differentiale. 

Znfolge  unserer  einleitenden  Betrachtungen  ist  es  der  Quotient 

f(p  +  g)  -  f(x) 
8 

dessen  Grenz werth  eine  wichtige  Rolle  bei  den  Fragen  nach  den 
Aendemngen  einer  Function  spielt,  und  der  zugleich  eine  geome- 
trische Bedeutung  gewinnt,  wenn  die  Gleichung  y  z=f(x)  als  Glei- 
chung einer  ebenen  Curve  betrachtet  wird.  Das  häufige  Vorkom- 
men jenes  Grenzwerthes  macht  nun  zunächst  eine  kurze  Bezeichnung 
desselben  nöthig,  und  man  ist  daher  übereingekommen,  ihn  mit  f^  (x) 
SU  bezeichnen,  so  dass  also  die  Gleichung 

1)         f  (^) = Lim  m±Jij:im. 

die  Definition  von  f  (x)  enthält.  So  ist  z.  B.  nach  Abschu.  Y  der 
Einleitung 

wenn/(aj)  =  arc  -|-  &,  /'(^)  =  ö»f 

,    f(x)  =  x^  f(x)  =  2x, 

y  «2  —  a;« 

überhaupt  nennt  meai  f  (x)  die  abgeleitete  oder  derivirte  Func- 
tion im  Gegensatze  zu  der  ursprünglichen  Function /(x)*). 

Eine  andere  Symbolik  ist  aus  der  Bemerkung  entsprungen,  dass 
die  Grösse  5,  welche  einen  Zuwachs  des  x  bedeutet,  auch  als  Unter- 


♦)  In  dem  Obigen  liegt  nur  die  Definition  von  /'(«),  nicht  aber  ein 
Beweis,  dass  jedem  f(x)  eine  derivirte  Function  f'(x)  entsprechen 
mässe.  Unter  den  am  Ende  von  S.  14  gemachten  Voraussetzungen  ist 
allerdings  die  Existenz  von  f'(x)  sicher,  dagegen  kann  es  auch  Fälle 
geben,  in  denen  /'  (x)  keinen  bestimmten  Werth  hat 

2* 
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schied  zweier  verschiedenen  Werthe  des  x  betrachtet  werden  kann, 
nämlich  als  die  Differenz  zwischen  dem  neuen  Werthe  x  -}-  ö  und 
dem  früheren  Werthe  x.  Bezeichnet  man  überhaupt  die  Differenz 
zweier  gleichartigen  Grössen  durch  zf ,  so  ist  die  Differenz  zweier 
verschiedenen  Werthe  des  x  mit  -^^  zu  bezeichnen ,  wobei  zf  den 
numerischen  Betrag  der  Differenz  darstellt  und  die  angehangene 
Marke  x  anzeigt,  dass  es  Verschiedene  x  sind,  welche  um  ^  differi- 
ren.  Consequenter  Weise  bezeichnet  hiemach  zfp  die  Differenz  zweier 
verschiedenen  y,  von  denen  das  eine  dem  x,  das  andere  dem  x  +  ^x 
entspricht;  vermöge  der  Gleichung  y  =zf(x)  ist  dieses  /dp=f(x  -|-  /^x) 
—  f(x)  mithin 

^x  ^x 

Der  grösseren  Bequemlichkeit  wegen  pflegt  man  ^  x  und  /i  y 
statt  /dgg  und  z/,  zu  schreiben,  wobei  man  sich  niur  zu  hüten  hat, 
/i  X  und  A  y  für  Producte  anzusehen.  Die  Grössen  /i  x  und  ^  y 
heissen  die  Differenzen  von  x  und  y\  der  auf  der  linken  Seite  der 
Gleichung 

^dx  /J  X 

vorkommende  Quotient  wird  folglich  der  Differenzenquotient 
genannt. 

Wenn  nun  S  =  ^x  gegen  die  Null  convergirt,  so  nähert  gich 
auch  ^y  der  Grenze  Null,  und  daher  wird 

um  jedoch  die  beständige  Wiederholung  der  Sylbe  Lim,  zu  ersparen, 

dy  /dy 

schreibt  man  -r—  statt  Lim  —7—,  also 

dx  ^Jx 

Hier  bedeuten  d  x  und  d  y  Differenzen ,  an  welchen  die  Bedingung 
unendlicher  Abnahme  haftet;  derartige  Differenzen  heissen  Diffe- 
rentiale. Jedes  Differential  ist  demnach  nichts  weiter,  als  eine 
gegen  die  Null  convergirende  Differenz. 

Die  Gleichung  2)  sagt,  dass  der  Dif^erentialquotient  und 
die  derivirte  Function  einander  gleich  sind,  dass  also  die  Verschie- 
denheit allein  in  der  Schreibweise  liegt.     Durch  die  Benutzung  des 

dy 
Zeichens  T^  werden  die  auszuführenden  Rechnungsoperationen  nur 
dx 
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angedeutet,  während /' (o:)  das  fertige  Eesultat  angiebt,  z.  B. 

dx    ~^^' 

der  Sinn  der  Gleichung  2)  ist  demnach  ein  ganz  ähnlicher,  wie  z.K 

bei  3»  =  9,  V25"=  5  und  dergl. 

Dem  Vorigen  zufolge  sind  der  Differenzenquotient  und  sein 
Grenzwerth,  der  Differentialquotient,  so  lange  von  einander  verschie- 
den als  ^x  und  /ly  endliche  Werthe  haben,  jedoch  beträgt  dieser 
Unterschied  um  so  weniger,  je  kleiner  ^x  und  ^/y  genommen  wer- 
den.    Setzt  man  daher 

80  ist  Q  eine  Grösse,  deren  Grenze  die  Null  wird,  sobald  freund  ^y 
gegen  die  Null  convergiren.     Aus  Nr.  3)  folgt  weiter 

oder  wegen  Nr.  2) 

^y^=^f'{x)  /ix  +  Q^x\ 
lassen  wir  ^x  und  /ly  wieder  gegen  die  Null  convergiren,  d.  h.  zu 
Differentialen  werden,  so  verschwindet  p  und  es  bleibt 

4)  dy=f{x)dx 

d.  h.  je  kleiner  die  Aenderung  dx  ist,  um  so  genauer  wird 
die  Aenderung  dy  gleich  dem  Producte/'(a;)  dx.  Die  geo- 
metrische Interpretation  dieses  Satzes  lautet  (Fig.  4):  Je  näher  der 
Punkt  Pi  dem  Punkte  P  liegt,  um  so  eher  darf  man  ihn  als  einen 
Punkt  der  Tangente  P  T  ansehen.  Aus  der  Differentialgleichung  4), 
verglichen  mit  Nr.  2),  geht  noch  hervor,  dass  man  mit  den  verän- 
derlichen, gegen  die  Null  convergirenden  Grössen  dx  und  dy  ebenso 
multiplicirt  und  dividirt,  als  wären  sie  bestimmte  Zahlen ;  hierin  be- 
steht ein  nicht  geringer  Vortheil  der  obigen  Bezeichnung. 

Nach  diesen  Erörterungen  kommt  es  nun  darauf  an ,  die  ver- 
schiedenen einfachen  und  zusammengesetzteren  Functionen  wirklich 
zu  differenziren,  d.  h.  ihre  Differentialquotienten  aufzusuchen.  Bevor 
wir  dazu  schreiten,  wollen  wir  noch  einen  Blick  auf  die  geometri- 
sche Bedeutung  der  derivirten  Function  werfen;  namentlich  mögen 
die  Fälle  untersucht  werden ,  wo  die  ursprüngliche  Function  eine 
ebene  Fläche  oder  ein  Volumen  bedeutet. 

In  Fig.  5  (a.  f.  S.)  sei  OM  =  o?,  JfP  =f{x),  und  die  über 
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der  Abßcisse  stehende  Fläche  B  0  MF  =  F  {x) ;  ändert  sich  die  Ab- 
scisse  um  I£I£\  =  ^  x^  so  ist 

Fix  +  Jx)  —  F{x)  =  Fläche  MMx  Fi  F. 
Diese  Fläche  kommt  einem  Rechtecke  gleich,  welches  dx  zur 


Fig.  5. 


NM, 


Grundlinie  und  eine  zwischen  MF  und 
Ml  Fl  liegende,  wenn  auch  sonst  nicht 
näher  bekannte  Ordinate  N  Q  zur  Höhe 
hat;  demnach  iBtMMiFiF=NQ.^x 
und 

/J  X 

Bei  verschwindenden  /dx  fallen  die 
drei  Ordinaten  MiFi,  NQ  und  MF 
in    die    einzige  MF  =  f(x)     zusam- 


men und  es  bleibt 

rix)  =  fix).    . 

Die  derivirte  Function  bedeutet  also  im  vorliegenden  Falle  die 
zur  Abscisse  x  gehörende  Ordinate. 

pj^  ß  In  Fig.  6  sei  wieder 

OM  =  rc,  die  Quer- 
schnittsfläche MF  Q 
=  9  (x)  und  das  Vo- 
lumen, welches  zwi- 
schen den  Querschnit- 
ten OJB  C  und  3fP§ 
enthalten  ist,  =  tj;  (x) ; 
der  Aenderung  MM^ 
z=izfx  entspricht  dann 
die  Yolumenzunahme 
^(a?  -f  Jx)  —  ^(aj)  =  Vol.  MFQQi  Fi  Mi. 

Das  letztere  Volumen  lässt  sich  einem  Cylinder  vergleichen, 
welcher  ^  x  zur  Höhe  (oder  Dicke)  und  einen  zwischen  MF  Q  und 
Ml  Fl  Qi  eingeschalteten  Querschnitt  zur  Basis  hat;  nennen  wir  8  die 
Fläche  dieses  mittleren  Querschnittes,  so  ist  das  Volumen  MF  Q  QiFiMi 
=  S.^x,  mithin, 

ifix  +  ^x)  —  if(x)         „ 

-z : =   Ä 

^X 

Bei    verschwindenden  ^  x    fallen    die  Querschnitte    Ifi  Fi  Q^ 
z=  q>(x  -{-  ^x),  8  und  MF Q  =  (p(x)  zusammen,  mithin  bleibt 

^'(a?)  =  <p(x). 
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Betrachtet  man  die  unabhängige  Variabele  x  immer  als  Ab- 
Bcisse,  BO  hat  man  jetzt  folgende  Sätze: 

Der  Differentialquotient  eines  Volumens  ißt  des- 
Ben  Normalquerachnitt  am  Ende  des  X\  der  Diffe- 
rentialquotient einer  ebene^n  Curvenfläche  ist  die  zur 
Abscisse  x  gehörende  Ordinate;  der  Differential- 
quotient einer  Curvenordinate  ist  die  trigonome- 
trische Tangente  des  dem  Punkte  xy  entsprechenden 
Berührungs  winkeis. 

§.2. 
Differentiation  der  einfachen  algebraischen  Functionen. 

I.  Differentiation  einer  Constanten.  Wenn  /(o?)  für 
jedes  x  denselbwi  Werth  a  behält,  also  constant  bleibt,  so  ist  auch 
f(x  +  ^x)  =  a,  mithin  f(x  +  ^ x)  —  f{x)  =  0.  Hier  findet 
bei  abnehmenden  ^  x  weiter  keine  Aenderung  statt,  mithin  ist 

1)  _—  =  0  und  d  a  =i=  0. 

dx 

n.  Differentiation  der  Potenz.  Als  Differenzenquotien- 
ten von  xf*  erhält  man  augenblicklich 

/         zlx\f^ 
^{x^^  ^(xArJxY-'Xi'  ^V^IT)    ""^^ii^l 
Jx  /ix  ^x 

X 
/t  X 

oder,  wenn  zur  Abkürzung =  i  gesetzt  wird, 

d  X  ä 

Wenn  nun  /fx  gegen  die  Null  convergirt,  so  hat  auch  S  die 
Null  zur  Grenze,  und  der  rechter  Hand  stehende  Brutjh  nähert  sich 
der  Grenze  fi  (s.  Einl.  IV,  Nr.  9);  daher  ist 

2)  i^  —  axf"-^  xindd(xf*)  =  iixf*-^dx. 

dx 

in.  Differentiation  der  Exponentialgrösse.  Als  Diffe- 
renzenquotienten  von  a^  erhält  man 

//x  /^x  ^x     ' 
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und  daraus  folgt  nach  Formel  8)  in  Abschn.  lY  der  Einleitung 

3)  -^  =  a^ 


dx  ^loge. 

Gewöhnlich  stellt  man  diese  Gleichung  unter  etwas  anderer  Ge- 
stalt dar.  Man  denkt  sich  nämlich  die  Zahl  e  als  Basis  eines  Systems 
von  Logarithmen  und  bezeichnet  letztere  mit  einem  blossen  I,  so 
dass  immer  e'^  =  ir  ist;  man  hat  dann  auch 

e'*  =  a 

und  wenn  man  beiderseits  die  Logarithmen  der  Basis  a  nimmt 

la  .  ^loge  =  Hoga  =  1, 
woraus  folgt 

'  ^  la'      ""löge 

Hiemach  lautet  die  Gleichung  3) 

5)  -^ — -  =  a^la  und  d  (a*)  =  a*la  dx. 

a  X 

Für  a  =  ß  wird  diese  Formel  am  einfachsten,  nämlich 

6)  i^  =  e'  und  d(e')  =  e'dx', 

dx  \    /  1 

man  nennt  dess wegen  e*  die  natürliche  Exponentialgrösse. 

lY.  Differentiation  des  Logarithmus.  Der  Differenzen- 
quotient von  logx  ist 

/         ^x\ 

log    {  1  J Z.  ) 

^logx       log(x-\-Jx)  —  logx  ^  \  x  /      1 

zfx  ^X  ^X  X 

X 
^j  X 

oder,  wenn  zur  Abkürzung mit  S  bezeichnet  wird 

X 

zJlogx       log(l  +  d)      1 

^X  Ö  X 

Wenn  nun  ^x  gegen  die  Null  convergirt,  so  ist  diess  auch  mit 
d  der  Fall,  und  zufolge  dessen  hat  der  erste  Bruch  rechter  Hand 
zur  Grenze  den  Werth  log  e  (EinL  lY,  Formel  7) ;  diess  giebt 

dlogx  _  löge 
^  dx  X 

Bezeichnen  wir  mit  a  die  Basis  des  hier  vorkommenden  loga- 
rithmischen Systems,  so  können  wir  nach  Nr.  4)  löge  durch 

8)  ^  =  lf. 
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ersetzen;  die  Grösse  Ma  lieisst  dann  der  Modulus  des  logarithmi- 
schen  Systems  der  Basis  a  \  statt  Nr.  7)  haben  wir  jetzt 

9)  ^.^^  =  ^  und  dClog^)  =  ^  da>. 

ax  X  X 

Am  einfachsten  werden  diese  Formeln  für  a  =  e  nämlich 

10)  — —  =  —  und  dZa?  =  —  eJa;; 
dx         X  X 

die  Logarithmen,  deren  Basis  e  ist,  nennt  man   desswegen  natür- 
liche Logarithmen. 


§.3. 
Differentiation  der  goniometrischen  Functionen. 

Unter  Anwendung  der  bekannten  goniometrischen  Formel 

sina  —  sinß  =  2cos i(a  -f  ß)  sm  l(a  —  ß) 

erhält  man  für  den  DifPerenzenquotienten  von  sinu  folgenden  Aus- 
druck 

^ sin u 8in(u-^  ^u)  —  sin u       2 co8(u  -\-  \^u) sin \du 

jdu  du  du 

oder,  wenn  \du  kurz  mit  %  bezeichnet  wird, 

=  cos  {u  +  ^) 


du         "  ^    '    ^    a- 

Die  Grössen  du  und  %•  convergiren  gleichzeitig  gegen  die  Null, 

sfn  '0' 

— jr—  hat  die  £inheit  zur  Grenze  (Einl.  IV,  Nr.  10),  mithin  ist 

_.  dsinu  ,   _  .  , 

1)  — - —  ■=:  cosu  und  dsinu  =  cosu  du. 

du 

Eine  ganz  gleiche  Behandlung  gestattet  der  Cosinus.   .  Unter 
Benutzung  der  Formel 

cosa  —  cosß  =  —  2sm|(a  +  ß)  sinl(a  —  ß) 
erh&lt  man  nämlich  für  ijdu  =  ^ 

dcosu cos(u  ~\-  du)  —  cosu 2 sin  (u  +  ldu)  sin \du 

du  du  du 

=  —  stn  (t*  +  'ö')  —^ 

and  durch  Uebergang  zur  Grenze 

^.  dcosu  .         j      j  •       j 

2)  — ; —  =  —  smu  oder  dcosu  =  —  stnu  du, 

du 
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Fftr  die  Secante  hat  man  zunächst 

^secu sec (u  +  jdu)  —  secu cos u  —  cos(U'\-jd u) 

^u  jdu  cos{u-\-  jdu)C08U./Ju 

2 sin {u-\-\/^u)sin\jdu  sm(tt-f-^)  sin^ 

COSiXi-^-  du)cOSU./^U         C08{U'\-2%)C0SU  -0" 

mithin 

.  dsecu        sinu     .      ,  ,       •       j 

o)  — ; —  =  — -—  oder  dsecu  =  sec^u  stnu  au. 

du  cos^u 

Als  Differenzenquotient  der  Cosecante  ergiebt  sich 

d  cscu C8C  {u  +  du)  —  cscu  ___   sin  u  —  sin  (u  -f  du) 

du  du  sin(y,-\-du)sinu.du 

2 cos (^  +  g du) sin \ du  cos (u -f-  ^)  sind^ 

sin  (u-^-  du)  sin u ,  du  sin  (u-\-2d')  sin  u       d" 

und  daraus  folgt 

..  dcscu  cosu     ,      -  9  j 

4)  — ; —  = — ;—  oder  dcscu  =  —  csc^ucosu  du, 

du  sm^  u 

Um  den  Differenzenquotienten  von  tan  u  in  eine  passende  Form 
zu  bringen,  machen  wir  Gebrauch  von  der  Relation 

.  .      ^        sin  (a  —  ß) 

tan  OL  —  tanß  = ^ ^ 

cosa  cosß 

und  erhalten        * 

dtanu       taniu-^-du)  —  tanu  1  sindu 

du  du  cos{U'\-  du)cosu       du 

sin  d  u 
Wenn  du  gegen  die  Null  convergirt,  wird  Lim  — j =  1 

folglich 

d  tan  u  1 

5)  — = —  =  — r—  oder  dtanu  =  sec'^u  du, 
'  du  cos^  u 

Mit  Hülfe  der  bekannten  Formel 

cota  —  cotß  =  - 

erhält  man  auf  ähnliche  Weise 

dcotu       cot(U'\-  du)  —  cotu 1  sindu 

du  du  sin(u-^  du)sinu       du 

und  durch  üebergang  zur  Grenze 

dcotu  1       j      j    ^  o     j 

6)  — j —  = r-T-  oder  dcatu-^  —  csc*u  du. 

'  du  stn^u 


sin  (a  —  ß) 
sina  sinß 
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§^*. 
DifftoentiaAion  der  cyelometriMlien  Funetioiieii« 

Zufolge  der  Definitioii  Ton  arcsin  x  sieht  die  Gleichung 

u  =  aresin  X 
die  umgekehrte  Gleichmig  nach  sich : 

sinu  =  x\ 
aus  der  geänderten  Gleichung 

fi  +  ^^  =  aresin  (x  +  ^x) 
erh&It  man  analog 

sin(u  +  -^w)  =  »  +  -^^i 
und  nach  diesen  Bemerkungen  kann  man  den  DiiFerensenquotienten 
von  aresin  X  in  folgender  Form  darstellen 

^  aresin  x aresin  (x  -|-  jdx)  —  aresin  x 

^x  ^  X 

z/w  1 

sin  (t*  +  zf  w)  —  stnt*        stn  (u  -|-  z/u)  —  ^\n%ji, 

/du 
Der  Nenner  des  letzten  Braches  ist  der  Differenzenquotient  von 
%\nu  und  geht  in  den  Bifferentialquotienten  eosu  über,  wenn  J  x 
and  ^ti  gegen  die  Null  convergiren;  man  hat  daher 

darcsinx 1 1 

dx  cosu        yi  ^sin'^u 

oder,  weil  sinu  =  «  ist, 

..        darcsinx  1  ,        .  1         _ 

i)         = =  , .  ,      a  a/tcstn  x  s^  ^  /    n     i  ■  d  x* 

dx  Vi— a?3  VT— ÄJ« 


Da  unter  aresin  x  ein  Bogen  zwischen  —  ^n  und  4*  i^  ^^^' 
standen  wird  und  jeder  Bogen  dieser  Art  einen  positiven  Cosinus 
hat,-  80  ist  das  vorkommende  Wui'zelzeichen  immer  positiv  zu  nehmen. 
Ein  ähnliches  Verfahren  wäre  zur  Differentiation  von  arcc08X 
anwendbar,  man  gelanget  aber  kürzer  zum  Ziele,  wenn  man  von  der 
Relation 

arecosx  =  Jjr  —  arcsinx 
Gebrauch  macht;  es  ergiebt  rieh 

d arecosx arccos  (x  +  ^x)  —  arecosx 

^x  /ix 

aresin  (x  -|-  ^x)  —  aresin  x  ^  arrsin  x 

^x  ^       Jx 
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mithin  auch  beim  Uebargange  zur  Grenze 

d  arccos  x d  aresin  x 

dx  dx 

d.  i. 

^v          d  arccos  X  1  ,  1         - 

2) = —  , .  ,     darccosx  =  —  ■ ,  dx. 

dx  Vl—x^  Vl^x^ 

Um  ferner  die  Function  u  =  arctafix  zu  differenziren ,  gehen 
wir  von  folgenden  vier  Gleichungen  aus 

u  =  arctanx  ,  tanu  =  x 

u  -|-  ^u  ==  arctan  {x-\-  dx)  ,    tan  (w  -f  z/  w)  =  a?  +  ^d x^ 

und  stellen  mit  Hülfe  derselben  den  Differenzenquotienten  von  arctan  x 
in  nachstehende  Form 

/l  arctan  x arctan  {x-\-  jd  x)  —  arctan  x 

/Ix  /ix 

^ 1 

tan  (tt  +  ^^)  —  tanu        tan  (w  +  /lu)  —  tanu 

du 

Der  letzte  Nenner  ist  der  Differenzenquotient  von  tanu  und 
geht  in  den  Differentialquotienten  sec^u  über,  wenn  dx  und  dti 
gegen  die  Null  convergiren;  diess  giebt 

d  arctan  x 1      1 

dx  sec^u        1  +  tan'^u 

oder,  weil  tanu  =  x  ist, 

^.  d  arctanx  1  ,      .  1       _ 

a)  — -z =  T— i — r,     d aräan X  :=^ -r—. — -don. 

dx  l-^-x^  \  -\-  x^ 

Die  Differentiation  von  arccotx  lässt  sich  mittelst  der  Formel 

arccot  X  =  l7t  —  arctan  x 

auf  die  Differentiation  von  arctanx  zurückführen;  man  findet 

,v  darccotx  1  ■.         ^  1       , 

4)         _^_-=-^-p-5,     darccotx  =  -.^-^^dx. 

Setzt  man  u  =  arcsccx  mithin  secu=^x,  so  gelangt  man  leicht 
zu  der  Gleichung 

darcsecx arcsec  (x-^-  dx)  —  arcsecx 

dx  dx 

du 1 

sec  (U'\-  du)  —  secu       dsecu 

du 
woraus  durch  Uebergang  zur  Grenze  folgt 
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darcstex  11  1 


dx  dseeu        simu        secu\  see^u—l 

du  eos^u 

<L  i.  wegen  seeu  =  x 

_.  darcseex  1  ,  1  . 

5; =    ,/  »     darcseex  =    ,y  a*. 

dx  ,Vx?— 1  «Vx«— 1 

Mit  Hälfe  der  Relation 

arccscx  =  1«  —  arcseex 

gelangt  man  endlich  noch  za  der  Formel 

^.       darccscx                    1                ,  1  , 

6)      — = — 7=— t    darccscx  = .  dx. 

Nachdem  hiermit  die  Differentiation  der  einfachen  Functionen 
erlediget  ist,  haben  wir  uns  nun  mit  der  Differentiation  zusammen* 
gesetzter  Functionen  zu  beschäftigen. 


§.5. 
Differentiation  der  Aggregate,  Froducte  und  Quotienten. 

I.  Sind  Ä  und  B  Constanten,  u  und  v  Functionen  der  unab- 
hängigen Yariabelen  Xj  so  bildet  das  Aggregat  Au  -\-  Bv  eine  zu- 
sammengesetzte Function  von  x^  welche  u.  A.  die  Summe  u  -f-  t>, 
die  Differenz  u  —  v  und  das  Product  Au  als  specielle  Fälle  in  sich 
enthält.  Die  Aenderung  des  x  hat  gleichzeitige  Aenderungen  von  u 
and  V  zur  Folge  und  es  ist  demnach  der  Differenzenquotient 

d{Au  +  Bv)  _A(u-\-  Ju)  -\-  B  {v  +  dv)  —  {Au  +  Bv) 
^x  ^x 

=  A^  +  B=^' 

/JX  dx 

Je  kleiner  dx  ist,  desto  weniger  unterscheiden  sich  die  Diffe- 

renzenquotienten  --r—  und  --r-  von  den  entsprechenden  Differential- 

quotienten,  und  man  kann  daher 

du        du  dv  dv 

setzen,  wo  ^i  und  Q^  nicht  näher  bekannt  sind,  aber  gleichzeitig  mit 
^z  gegen  die  Null  convergiren.     Die  vorige  Gleichung  wird  jetzt 
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itnd  liieraus  folgt,  indem  man  znr  Grenze  für  verschwindende  d  x^ 
Q\  und  ^2  Übergeht 

-V  d{Au  -\-Bv)  du        T.  dv 

1)  j =  A  "5 —  4-  JS  -z — 

dx  dx    ^         dx 

oder  aach 

2)  d{AU'\-Bv)  =  Adu  +  Bdv. 

FürJ5  =  +  1,  JB=—  1  undJB  =  0  liefert  die  Formel  drei 
specielle  Gleichungen,  die  man  leicht  in  Worte  fassen  und  als  Regeln 
aussprechen  kann. 

Mittelst  derselben  Schlussweise,  die  zur  Formel  1)  führte,  ge- 
langt man  auch  zu  dem  allgemeineren  Resultate 

„V        d(Au-^:Bv-]-  Cw-\-'") A^i^^    I    c  ^j 

dx  dx  dx  dx 

worin  das  Aggregat  Au  -\-  Bv  -{-  etc.  aus  einer  beliebigen  end- 
lichen Menge  von  Summanden  zusammengesetzt  sein  darf;  für  eine 
unendliche  Menge  derselben  gilt  aber  die  Formel  nicht  ohne  Weite- 
res, weil  es  in  diesem  Falle  fraglich  bleibt,  oh  AQi  -\'  Bq^  -f"  ^Qs 
-|-  •  •  •  in  inf.  die  Null  zur  Grenze  habe,  wenn  Qi,  Q^i  Q3  •  •  •  gegon 
die  Null  convergiren. 

Mittelst  der  Formel  3)  kann  die  Differentiation  jeder  zusammen- 
gesetzten Function  ausgeführt  werden,  die  sich  in  ein  Aggregat  ein- 
facher Functionen  auflösen  lässt.     So  hat  man  z.  B. 

a  [(a  4-  hxy]  _  dl  [g»  4-  Sa^x  +  Sah^x^  +  h^x^] 
dx  dx 

dx      *  dx     *  dx      *  dx 

=  Ban  4-3a6«.2a:    +  6» .  3a?2 

=  36  (a«  4-  2ahx  +  h^x^)  =  Sh  (a  +  hxy. 
Ein  zweites  Beispiel  ist 


"(i^") 


'        d  (1  4-  a?  -f  «2  4-  a?»  4-  ...  4-  aj«  -  0 
dx  dx 

^d(l)  d(x)  d(x^)  djxn-^) 

dx  dx  dx  dx 

=  ,     1     4-    2a?    4-  •••  4-  (n  —  l)  »"-«. 

n.     Sind  wieder  u  und  v  Functionen  der  Yariabelen  a;,  so  hat 
man  als  Differenzenquotienten  des  Productes  uv 


z/(»t)_  KW  ^  ^m    r  ^  ^f^  —  T 
-^x     ~  ^x 

=r  ■  — r-T—  i 

^x  ^x 


Die  GrcBKvertfe  ¥«b  — -—  ,  —z—  oad  ^x  sind  d«r  Ri^W  naiclt 

^x     ^x 

du       dv         :m  ^  n  -  '-         -   3 

-—  ,  -?—  und  3vll;  mtum  vira 

dx     dx 

i\                              ^(«0^     ilr  litt 

dx              dr  dx 
und 

5)                                ^(*0  =  ti  d r  -^  rdti;. 

Als  Beispi^  diene  dar  FaU  u  =  x*,  r  =  x^;  m«i  erliftll 
1^^  =  *•/!«/»-»  +  «»»  «,«-»  =  (a  +  Ä  *«+<»-» 

wie  rieh  auch  direct  ei^ebii  warn  x*x^  in  x*  >  ^lusammengetogen 

wird. 

IIL     Behufs  der  Differentiation  des  Quotienten  —   bilden    wir 

zunächst  den  Differenzenqnotienten 

.  /v\        V  +  ^v         V  '  dv ^tt 

\ti/  u  4-  ^^        t* ^^         ^^ 

^x  /Ix  (•*  +  ^^)  ^ 

and  erhalten  durch  Uebergang  zur  Grenze 

•  ,/_v\  dv^  du 

\u/  dx  dx 


oder 

7) 

Hiemach  ist  z.  B. 

dx 


dir                   M* 

j^»'^       «d»  —  vdu 

\u)  ~            tt» 

(1  _a,)(-,na;--0-(l  - 

«•)  (- 1) 

(1  -  X)» 

1  —  nx*  ~  *  +  (n  —  1)  «" 

(1  -  a;)» 

Derselbe  Ausdruck  wurde  schon  in  Nr.  I.  auf  anderem  Wege 
differenzirt;  vergleicht  man  beide  Bifferentialquotienten  mit  einander, 
10  hat  man  die  neue  Summenformol 


32  Cap.  I.   §.  6.    Differentiation  der  Functionen 

1  +  2  a;  4-  3aj«  +  4iP»  H +  (»  —  l)a?"  "  * 

1  —  na?" ""  1  -f-  (w  —  1)^" 

-  (1  -  xy 

Ueberhaupt  läset  sich  aas  jeder  analytischen  Gleichung,  die  eine 
willkührliche  Yariabele  enthält,  immer  eine  neue  derartige  Gleichung 
durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  jene  Yariabele  ableiten. 

§.6. 
Differentiation  der  Functionen  von  Functionen. 

Wenn  e  eine  Function  von  y,  und  y  wieder  eine  Function  von 
X  ist,  so  hat  man  zwei  Gleichungen 

welche  sich  auch  in  die  eine 

2)  e'=f[q,(xy] 

zusammenziehen  lassen.  Ebenso  kann  umgekehrt  eine  Gleichung  der 
letzten  Art  in  zwei  Gleichungen  von  der  obigen  Form  zerlegt  wer- 
den, z.  B.  £r  =  log  sin  X  in  jer  =  logy  und  y  =  sinx.  Einer  Aende- 
rung  des  x  entsprechen  nun  Aenderungen  von  y  und  e^  mithin  ist 
nach  Nro.  1) 

^X  jdx  ' 

dafür  kann  man  schreiben. 

^^'   /[y  +  ^y^—fb]    ^y 

jdx  dy  ^  x^ 

und  hier  ist  der  Differenzenquotient  von/[^]  ebenso  gebildet,  als 
wenn  y  eine  unabhängige  Yariabele ,  mithin  ^  y  eine  willkührliche 
Zunahme  des  y  wäre.  Gehen  wir  nun  in  der  vorigen  Gleichung  oder 
in  der  folgenden  mit  ihr  identischen 

^e         jdB     /ly 

/Ix        /iy     jdx 
zur  Grenze  über,  so  gelangen  wir  zu  der  Formel 

.  de^ dz     dy 

dx        dy     dx* 
oder 

3)  de  := T^  '  dx. 

dy     dx 
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Demnach  erhält  man  den  Differentialqaotienten  3—,  wenn  man 

dx 

erst  den  Differentialqnotienten  -j—  so  bildet,  als  wäre  y  eine  nnab- 

^^g^ge  Yariabele,  nnd  ihn  nachber  mit  -7^  mnltiplicirt;  die  Werthe 

dx 

dß  dy 

▼on  —  und  —  leitet  man  nnmittelbar  ans  den  ßleichnngen  1)  ab. 

In  der  Anwendung  anf  das  Beispiel 

*ir  =  (a  +  5ä«)p 
gestaltet  sich  die  Sacbe  folgendermaassen.     Statt  der  vorstehenden 
Gleichung  schreibt  man  die  beiden  Gleichungen 

gz=yP,     y=2a  +  Ix* 
and  erhält  daraus 

dy  dx 

mithin  dnrch  Mnltiplication  dieser  Differentialquotienten 

-—  =  hnpyf^^x^"^ 
dx 

oder  endlich,  wenn  man  für  y  und  ß  ihre  Werthe  setzt, 

-^ — L LJ.  =  ])np  (a  +  d«*)'     ^x*  -  \ 

dx 

Bei  mehrfacher  Uebung  in  diesem  Verfediren  wird  man  finden, 
dsss  es  nicht  nothwendig  ist,  die  Yariabelen  y  und  ß  in  Rechnung 
sa  bringen,  weil  sie  später  doch  wieder  daraus  verschwinden;  viel« 
mehr  kann  man  diese  Substitutionen  im  Gedächtnisse  behalten  und 
dadurch  eine  wesentliche  Abkürzung  herbeifuhren.  Auch  ist  es  be- 
quemer, nicht  gleich  auf  die  Entwickelung  des  Differentialquotienten 
aaszugehen,  sondern  vorläufig  erst  das  Differential  der  gegebenen 
Function  zu  suchen.  So  würde  man  bei  dem  vorigen  Beispiele  sa- 
gen: analog  d (yf)  z=z  pyP-'^dy  ist 

d [(a  +  hx'^y]  =p  {a  +  62?*)^»  -  ^  d (a  -f  5aj*) 

=  !>(«  +  hx'')P'-i  hdix"") 
=  1>  (a  +  hx*^)P''^  hnx*"  ^d», 
was  mit  dem  früheren  Resultate  übereinstimmt. 

Als  zweites  Beispiel  diene  die  Differentiation  von  x*.  In  der 
Form  einer  Exponentialgrösse  dargestellt,  ist  dieser  Ausdruck 

iehlOmileb,  Analysls.  L  3 
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nach  der  Regel  d(ev)  =  evdp  erhält  man  daraus 

=  e''^'^{xdlx  4-  Ix  dx) 

=  e'^^'fx  'ydx  +  lxdx\ 

=  05^(1  -f  lx)dx. 
Auf  demselben  Wege  gelangt  man   zu  der  folgenden    kleinen 
Formelsammlung,  welche  später  von  Nutzen  sein  wird: 

dx 


d 


{a  +  hxy' 
ßx"]  _        dx  ' 

~  a^  +  ß^x^' 
dx 

xdx 


d 


^  L      h(a  +  hx)\ 

d  I  — 3  arctan  — 
laß  a  J 

l2aß    \a  —  ßxj\ 

ä\^l{a-\-hx^)\  _ 

l2h    ^   ^       ^\  a  -\-  bx^' 

r2YV+Tx\  _        dx 

l  h         ^  Ya  +  hx' 

d    -3-  arcsin  i— -  =     . 

^ß  «J  y  «a  -.  ^2a;3  • 

L        &         J  ■"  Va  +  da?«' 

r  g  1  _  da? 

d  \ 7=L—\  =         ^^^ 

L     dVa  +  baJ^J  V(a  +  5aj2)3* 

d  [a?  ?»  —  aj]  =  ?a?  e?a;, 

d  [—  ?  cosw]  =  tanu  du, 

d  [l  sinu]  =  cotu  du. 


du 


d    — ^  aräan(- — —)  = , 

^(^ß             \     a     /J  a^  cos^  u  +  ß^  sin^  u' 

^rjL_y/«  +  ßtanuV]         _  du 

12 aß   \a  ^  ß  tanuj]  a^cos^u—   ß^sin^u 
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§.  7. 
Anwendungen  der  Torigen  Formeln. 

I.  Wenn  m  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  liefert  die 
wirkliche  Ausführung  der  durch  (1  ^-  a?)**  angezeigten  m  Multipllca- 
tionen  ein  Resultat  von  der  Form 

1)    (l  +  x)^=l  +  Cx  +  C^x^  4-  Ca«»  +  .  .  .  +  C«  a?«» , 
worin  Ci ,  C^ ,  Q ,  .  .  .  Cm  gewisse,  vorläufig  noch  unbekannte  Zah- 
lencoefficienten  bedeuten.  Um  sie  zu  bestimmen,  differenziren  wir  bei- 
derseits, und  erhalten 

«(1  +  aj)"'-i  =  iCi  +  2Ckx+SCBX^-\ [-  m  CmX^-^' 

Diese  Gleichung  multiplidren  wir  mit  1  -{-  ^  die  Gleichung  1) 
dagegen  mit  m,  dann  sind  die  linken  Seiten  der  beiden  neuen  Glei- 
chungen dieselben,  mithin  müssen  auch  die  rechten  Seiten  gleich 
sein,  d*  h. 

l  Gl  +  (2  d  +  l  Ci)x  +  (3  G3  ■\- 2  Ci)x*  4-  (4  C4  +  3  Ci)x>  -\ 

=  »4-  mCiX  ■\-  m  CiX'^  ■\-mCiX'  ■\-  -  •  • 

Die  vorstehende  Gleichung  kann  aber  für  jedes  beliebige  x  nur 
dann  bestehen,  wenn  die  Goef&cienten  gleicher  Potenzen  von  x  gleich 
sind;  es  ist  daher  der  Reihe  nach 

(i_  — .Q  =  Ci— J---J 2—' 

^         ^  m  —  2         m     m  —  Im  —  2 
C,  =  C!|  —3—  =  1 2 3~" 

u.  s.  w. 

Durch  Substitution  dieser  Coefficientenwerthe  erhält  man  aus 
Nro.  1)  die  Gleichung 

n\ /,   I     %-       ,    I    »w       ,    iw(m--l)   _  ,   «1(1»— l)(w  — 2)  ,, 
2)(l+a?)"  =  l+  — «  +      i72         ■'""1T2TI ■^+- 

welche  den  Namen  des  binomischen  Satzes  für  ganze  positive 
Exponenten  föhrt.  Die  darin  vorkommenden  Coefficienten  heissen 
Binomialcoefficienten  und  werden  am  zweckmässigsten  auf  fol- 
gende Weise  bezeichnet: 

{P^h  =  1»  Wi  =  — »  W2  = j^ — - —  , 

,  .  m{m  —  l)(m  —  2)  .  .  •  (m  —  [A;  —  1]) 

8* 
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Setzt  man  x  =  —  und  multiplicirt  beiderseits  mit  a*",  so  ge- 
langt man  zu  der  Formel 
3)    (a  +  ö)»»  =  (w)oa«  +  (m)i  a"»  -  ^  6  +  (m\  a«  -  «d«  +  •  •  • 

mittelst  deren  jede  zweitheilige  Grösse  auf  eine  beliebige  ganze  po- 
sitive Potenz  erhoben  werden  kann. 

Die  Gleichung  2)  dient  auch  zur  Berechnung  der  Zahl  e^   wenn 

X  =  —  genommen  und  m  als  Auendlich  wachsende  Zahl  betrachtet 
tu 

wird.     Man  erhält  zunächst 

V^+W  ='+T  +  -r-F  + rm +•- 

1       2  •  3  •  •  •  991 

wobei  die  rechte  Seite  m  -^  1  Summanden  zählt.  Verstehen  wir 
unter  h  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  <^  m,  so  können  wir  die 
rechte  Seite  in  zwei  Theile  zerlegen,  deren  erster  die  Ä  +  1  ersten 
Summanden  enthält,  während  der  zweite,  welcher  R  heissen  möge, 
den  noch  übrigen  Best  von  m  —  k  Summanden  umfasst;  dies  giebt 

-*  +T  +  -m-  + 1-2 +', 

V  m/V  m/*\  m    J 


•    •    . 


J>.««d.««w 


(i--L)(i_i_)..Yi_±)l     i_*±I 

1  .2...(Ä  +  1)  I    +    *  +  2     ■•" 

(l_i±i)...(l_^) 

"  *  "  "^  (Ä;  +  2)  .  .  .  m  ) 

In  der  zuletzt  eingeklammerten  Summe  sind  die  Zähler  aller 
Summanden  positive  ächte  Brüche;  setzen  wir  statt  derselben  dmx^h- 
weg  die  Einheit  und  nehmen  statt  der  Nenner 
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1+2,       Ob  +  2)(k  +  3),..  (fe  +  2)(k+  3)...iii 

ie  kleineren  Nenner 

*+i.     (*+i)» (*+i)"-»-S 

10  erhalten  wir  zu  viel,  mitliin  ist  die  erwälmte  Somme  kleiner  als 

\h  4-  1/ 


—  »  — 1 


1    —  :r-T-^  1    — 


*  +   1  *   +   1- 

Andererseits  beträgt  jene  Snmme  mehr  als  Noll,  sie  liegt  also 

zwischen 

Onnd ^     =   -f- 

1  — 


*  +  1 


ifc  +  1 
nnd  kann  folglich  =  s  — -- —  gesetzt  werden,  wo  s  einen  nicht  na- 

her  bestimmten  positiven  ächten  Brach  bezeichnet;  es  ist  dann 


6)      B  = 


X*^s      Ö     •     •     m     K 


Gehen  wir  nnn  in  den  Gleichungen  4)  und  5)  zur  Grenze  für 
unendlich  wachsende  m  über,  ohne  die  Zahl  1t  zu  ändern,  nnd  be- 
röeksichtigen  die  Gleichungen 

Idm  —  =  Lim  —  =  -  •  •  •  =r  Lim  —  =  0, 
Hl  tu  Hl 

>o  gelangen  wir  zu  folgender  Formel 

^^    1    ^1     2^  ^1.2.3...*^^ 


B  = 


s 


X»^»Ö»mmK  K 


worin  h  eine  beliebige  endliche  positive  ganze  Zahl  ist.  Indem  man 
för  6  einmal  die  Null,  das  andere  Mal  die  Einheit  setzt,  erhält  man  zwei 
verschiedene  Summen,  zwischen  denen  e  liegt;  weil  aber  B  beliebig 
klein  gemacht  werden  kann,  wenn  man  k  gross  genug  wählt,  so  las- 
Kn  sich  jene  Summen  einander  beliebig  nahe  bringen  und  liefern  den 
Werih  von  e  so  genau,  als  man  es  verlangt.    So  ist  z.  B.  fär  ib  :^  10 
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^  +  T  +  r^  +  •  •  •  +1     2!..  10  =  2.7182818011 

^=1.2'..10-^  =  Q'^°^^^^^-^' 
mithin  für  «  =  0  und  6  =  1 

2,7182818011  <  e  <  2,7182818287, 
womit  e  auf  sieben  Decimalstellen  genau  bestimmt  ist. 

II.    Setzt  man  zur  Abkürzung 

cosnu  sinnu 

"  ~"  cos» u  '  ^"  ""  cos^^w' 

so  findet  man  sehr  leicht  folgende  zwei  Relationen 

Pn  +  1  =  -P«  —  ö«  '«wtt,         $„  +  1  =  ^^  4-  P„  ton«; 
von  den  Werthen  Po  =  1  und  Qq  =  0  ausgehend,  kann  man  diese 
Formeln   der  Reihe  nach  für  n  =  0,  1,2,3,..*  anwenden  und 
erhält 

Pi  =  1 ,  öl  =  tanuy 

Pj  =  1  —  tan^u^  Q.2  =  2  tanu, 

Pg  =  l  —  3  tan'^Uy  ^8  =  3  tanu  —  tan^u, 

P4  =  1  —  6  tcm'^u  +  tan^u^     (J^  =  4  tanu  —  4  tan^u^ 


Die  vorstehenden  Gleichungen  berechtigen  zu  dem  allgemeinen 
Schlüsse,  dass  für  jedes  ganze  positive  m  sein  werde 

*^J  ^m  =  •- — z — 

C08^  U 

=  1  —  Q  ian^tt  -f-  Gl  ton^w  —  C«  ton^w  +  ••••» 

=  Ci  tont*  —  Cs  tcm^u  +  C^  ton*w  — 

worin  Ci ,  C9 ,  Cs  etc.  gewisse  vorläufig  unbekannte  Zahlencoefficien- 
ten  bedeuten.  Um  diese  zu  bestimmen,  differenziren  wir  jede  der 
vorigen  Gleichungen  und  bemerken  dabei,  dass 


du 


=  —  inQm+  mP„  tanu, 


-j^  =  +  niP„^  +  fnQn,  tanu, 

d(tan^u)       ,  ^     *     , 
— ^-- — i  =  A;  ton*  ~  ^  u  $ec^  u 
du 
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ist,  wie  sicli  bei  wirkfidier  AnsliÜinni^  der  Difforentutioii  leicht  fia» 
det;  wir  eriialten 

8)                               —  »P.la»«  +  »4U 
=  (2C^toiiif  —  4C|laii3«  +  6 Cefa»»» )  see^M, 

=  (lCi  —  SC^tam^n  +  6C^tm*u  —  TdÄwi««  -? )  sec««. 

Mnliipficireii  wir  die  erste  Gleicbmig  mit  iamm  und  &dien 
das  Prodnct  von  der  zweiten  Gleidiiing  mb,  so  bleibt  linker  Band 
mP»  (1  -|-  fo»*«)  =r  mP.  stc^m  nbrig,  wobei  sieb  der  Factor  see^n 
hebt;  gleichzeitig  setzen  wir  statt  P«  den  in  Nro.  6)  Terzeidmeten 
Amdmck  and  gelangai  so  zu  der  Gleichnng 

10)  m  -^  m  C^  ian^u  +  m  C^ian^u  —  «  C,  to»««  +  •  •  • 
=  IQ  —  (2Ci  +  3Ci)tan^u  +  (4  C»  +  bQ)tan*u 

—  (6Q  +  7C^)tan^u  +  ••• 

Das  Seitenstnck  bierzn  ergiebt  sich,  wenn  wir  ans  den  Gleichon- 
gen  8)  und  9)  die  Grösse  P«  eliminiren  nnd  statt  des  übrig  bleiben- 
den Qm  den  in  Nra  7)  verzeichneten  Ansdmck  setzen ;  es  wird 

11)  mCitanu  —  mCitan*u  +  mCsto»*»  —  •  •  • 
=  (1  Q  +  2  Ci)ümu  —  (3  ft  +  4  C^tan^u 

+  (6  (i  +  6  Ci)  to»*«  — 

Vergleichen  wir  nun  wechselweise  in  10)  und  11)  die  Goefficien- 
ten  gleicher  Potenzen  von  tan  u,  so  erhalten  wir 

^    IM        _  /t    ***  ~~   ^  Hl        fW  1 

^        ^       3  1  2  3 

woraus  augenblicklich  hervorgeht,  dass  (7i ,  C3,  C^  etc.  mit  dem  Bi- 
nomialcoefficienten  (111)1,  (fn)^,  (m)s  etc.  identisch  sind.  Demnach  ha- 
ben wir  nach  Nro.  6)  und  7)  folgende  Formeln 

12)  — - —  =  (m)o  —  (m\tari^u  4-  (m^tan^u 

cos**  U  V    /»  IX/-« 


—  (m)stan^u  + 


1^)  — = —  =  Wi  tont«  —  (w)3  tan^u  +  (m)5  ton*u  —  ••• 

oder  auch  durch  beiderseitige  Multiplication  mit  cos^  u 
U)  cosmu  =  (f»)o  €08^  u  —  (w)a  cos"*  "~  ^wm^M 

+  (w)4Cos"*'~*f*«tn*tt  — 


•  •  t  • 


40   Cap/ 1.    §.  8.   Zusammenliang  zwischen  einer  Function 

15)  sinmu  =  (m)i  eos^  ""  ^usinu  —  (m)^  cas^  ""  ^usin^u 

-|-  (m)iC08^  ""  ^usin^u  —  •  •  • 
Diese  Formeln  lassen  noch  einige  Ümgestaltangen  zu,   die  wir 
kurz  andeuten  wollen.    Die  Gleichung  14)  enthält  nur  gerade  Poten- 
zen von  sinUj  d.  h.  ganze  Potenzen  von  sin^u  =  1  —  cos^Uj  man 
kann  daher  den  binomischen  Satz  anwenden,  indem  man 

sin^^u  =  (1  —  cos^uy 
=  1  —  (k)iC03^u  +  (h)2C0$^u  —  (k)sCOS^u  +  .  •  . 
und  Ä;  =  1,  2,  3  etc.  setzt;  nach  Zusammenfassung  aller  Glieder, 
welche  gleiche  Potenzen  von  co8u  zu  Factoren  haben,  gelangt  man 
zu  einem  Resultate  von  der  Form 

16)  cosmu  =  Äq  cos^  u  -^  A^  cos"*  ~~  *w  + , 

worin  ii^ ,  A^,  A4  etc.  gewisse  constante  Goef&cienten  bedeuten,  deren 
Werthe  sich  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Operationen  von 
selbst  ergeben.    Schreibt  man  ferner  statt  Nro.  15) 

sinmu  =  sinu  [(m)i  cos^  "^u  —  {m)s  cos^  "  ^usinl^u  +  •••]» 
so  ist  innerhalb  der  Parenthese  wieder  die  vorige  Transformation  an- 
wendbar und  fährt  zu  einem  Besultate  von  folgender  Form 

17)  sinmu  =  sinu  [Bicos^  ""^t*  +  i5sC0S"»~~'u  -)-•••']• 
WUl  man  die  Cosinuspotenzen  in  Sinuspotenzen  umsetzen,  so 

^braucht  man  nur  ti  =  |^  —  v  zu  substituiren,  doch  hat  man  dann 
linker  Hand  gerade  und  ungerade  m  zu  unterscheiden. 

§.8. 

Zusammenhang  Ewischen  einer  Function  und  ihrem  DüTe- 

rentialquotienten, 

I.  Wie  in  §.  1,  Formel  3)  bezeichnen  wir  mit  q  den  Unter- 
schied zwischen  dem  Differenzenquotienten  und  dem  Differentialquo- 
tienten einer  Function /(^),  wir  setzen  also 

WO  Q  zwar  nicht  näher  bekannt  ist,  aber  gleichzeitig  mit  ^tx  gegen 
die  Null  convergirt.  Eben  desswegen  lässt  sich  auch,  wenn  jdx  hin- 
reichend klein  genommen  wird,  Q  so  weit  verringern,  dass  sein  abso- 
luter Werth  weniger  als  der  absolute  Werth  von  f'(x)  beträgt;  für 
noch  kleinere  4dx  findet  diese  Ungleichung  um  so  mehr  statt  wegen 
der  weiteren  Abnahme  des  Q.    Die  rechte  Seite   der  obigen  Glei- 
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chnng  hat  jetzt  dasselhe  Vorzeichen  wie/'(ic),  mithin  kommt  das 
iümliche  Vorzeichen  auch  der  linken  Seite  zu.  Ist  nun/'(a?)  und 
daher/' (o?)  -|-  q  p<jsitiv,  so  folgt,  jdx  immer  als  positiv  vorausge- 
Betxtf  da88f(x  -j-  ^x)^f(x)  sein  muss;  in  diesem  Falle  entspricht 
der  grösseren  Variahele  ein  grösserer  Functionswerth.  Wenn  da- 
g^en  /'  (x)j  mithin  auch  /'  (x)  -j-  Q  negativ  ist,  so  ergieht  sich 
f{x  -|-  z/  aj)  <;  f(x) ,  und  hier  gehört  zur  grösseren  Variabele  ein 
kleinerer  FunctionswertL  Man  hat  daher  folgenden  Satz:  Je  nach- 
dem der  Differentialquotient  einer  Function  das  positive 
oder  negative  Vorzeichen  besitzt,  ist  die  Function  selber 
im  Wachsen  oder  im  Abnehmen  begriffen,  und  umgekehrt 
Hieraus  erklärt  sich  z.  B.,  warum  der  Differentialquotient  des 
Sinus  positiv,  der  des  Cosinus  negativ  ist,  wenn  der  Bogen  im  ersten 
Quadranten  liegt. 

n.  Wir  betrachten  ferner  die  Function  q)  (x)  als  endlich  und 
continuirlich  von  x  =  a  h\a  o;  =  &,  und  setzen  voraus,  dass  ihre 
Derivirte  (p'(x)  die  nämliche  Eigenschaft  besitze;  durchläuft  nun  x 
das  genannte  Intervall,  so  wird  q)'  (x)  das  eine  Mal  einen  grössten 
Werth  M\  ein  anderes  Mal  einen  kleinsten  Werth  N*  annehmen,  mit- 
hin ist  innef'halb  jenes  Intervalles 

q)'  (x)  —  M'  negativ,         q)'  (x)  —  JV'  positiv. 

Andererseits  lässt  sich  q)'  (x)  —  M'  als  Differentialquotient  von 

u  =  fp(x)  —  q)(ä)  —  (x  —  a)M' 

betrachten,  ebenso  q)'  (x)  —  N'  als  Differentialquotient  von 

t?  =  9  (a?)  —  9  (a)  —  (o;  —  a)N\ 

nnd  nun  folgt  aus  dem  in  Abschn.  I.  bewiesenen  Satze,  dass  u  eine 
abnehmende,  dagegen  v  eine  zunehmende  Function  ist.  Für  x  =  a 
Tenchwinden  diese  Functionen ;  demnach  fangt  u  seine  Abnahme  mit 
dem  Werthe  t«  =  0  an  und  muss  folglich  immer  negativ  sein;  v  be- 
ginnt sein  Wachsthum  mit  t;  =  0  und  ist  daher  positiv.  Dies  gilt 
yon  X  =  a  hiß  X  =  J),  mithin  ist  auch 

j.  i    q>Q>)  ^  9(«)  —  0  —  ci)M'  negativ, 

\    9^(P}  —  9  W  —  (P  —  ß)  -^  positiv. 
Lassen  wir  nun  in  dem  Ausdrucke 

«;  =  qp  (5)  —  q)(a)  —  (6  —  a)  q>'(x) 

die  Variabele  x  das  Intervall  x  =  a  hiß  x  =  })  durchlaufen,  so  er- 
reicht q>'  (x)  einmal  den  Werth  Ji/t^  ein  anderes  Mal  den  Werth  N' ; 
im  ersten  Falle  wird  to  negativ,  im  zweiten  positiv.  Dieser  Ueber- 
gang  vom  Negativen  zum  Positiven  ist  bei  einer  continuirlichen  Funo- 
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tion  nur  mittelst  Durchganges  durch  den  Werth  i(7  =  0  möglich; 
zwischen  a  und  h  muss  es  daher  wenigstens  einen  speciellen  Werth 
a?  =  ^  gehen,  für  welchen  w  =  0  oder 

9(5)-  fJP(a)  =  (&-«) 9' (I) 
wird.     Dass  a  <<  I  <C  ^  ist,  kann  man  durch  die  Gleichung  {  = 
a  -j-  ^  (6  —  a)  ausdrücken,  wenn  man  unter  ^  einen  nicht  näher  he- 
kannten  positiven  ächten  Bruch  versteht;  die  vorige  Gleichung  lautet 
dann: 

2)  9(6)  —  qp(a)  =  (&  —  a)9'(a  +  ^[6  —  a]),  0  < -Ö«  <  1, 
oder  auch,  wenn  h  =  a  -}-  h  gesetzt  wird, 

3)  (p(a  +  h)  =  (p(a)  +  h(p'(a  +  d'h),  0  <  d'<  l 
wohei  jede  der  Functionen  q>(x)  und  ff' (x)  endlich  und  stetig  blei- 
ben  muss  von  x  =  a  hia  x  =  h. 

Die  Wichtigkeit  der  Formel  2)  wird  es  rechtfertigen,  wenn  wir 
einen  zweiten  Beweis  derselben  mittheilen,  welcher  noch  einfacher  ist 
und  die  Eenntniss  des  in  Abschn.  I.  entwickelten  Theoremes  nicbt 
voraussetzt.  Denken  wir  uns  die  Differenz  h  —  a  in  n  gleiche  Theile 
getheilt  und  bezeichnen  wir  einen  solchen  Theil  mit  d,  so  ist 


n 
und  identisch  ' 

y(6)  —  y(a)  _      y(b)  —  y(a) 
J)  —  a  nd 

_    1  ry(«  4-  ^)  —  ^(a)    ,    y(g  +  2d)  --  (p(a  +  d) 

~   n[  ö  "^  d  "^'" 

<p(g  +  nJ)  —  y(a  4"  ^  —  ^^) 
^  .  Ä  J 

In  Worten  heisst  dies:  der  Quotient  — ^ iLL2  igt  dasarith- 

h  —  a 

metische  Mittel  aus  den  n  Werthen,  welche  der  Differenzenquotient 

(Pix  +  5)  —  (fix) 


annimmt,  wenn  der  Reihe  nach 

X  =  Gj  a  +  d,  a  -j-  2d,  .  . ,  .  a  -(-  (^  —  1) 
gesetzt  wird,  oder,  wenn  x  das  Intervall  a  bis  5  —  0  in  Absätzen 
von  8  zu  d  dip:chläufL  Das  arithmetische  Mittel  aus  mehreren  Zah- 
len liegt  immer  zwischen  der  kleinsten  und  grössten  derselben;  be- 
zeichnen wir  daher  mit  M  den  grössten   und  mit  N  den  kleiDsten 
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Ferth,  welchen  der  genannte  Differenzenquotient  erreicht,  wenn  x 
sich  auf  die  vorgeschriehene  Weise  ändert,  so  ist 


M> 


>N> 


h  -^  a 

Bei  unendlich  wachsenden  n  convergirt  d  gegen  die  Null,  und 
dann  durchläuft  x  stetig  das  Intervall  a  bis  b;  der  Differenzenquo- 
tient wird  zum  Differentialquotienten,  M  geht  über  in  Jlf ',  ^  in  N*, 
and  die  vorige  Ungleichung  lautet  jetzt 

0  —  a 

Dies  ist  einerlei  mit  Dem,  was  unter  Nro.  1)  gefunden  wurde; 
(tie  übrige  Schlussweise  bleibt  dieselbe. 

Der  gewonnene  Satz  kann  auf  verschiedene  Weise  geometrisch 
interpretirt  werden,  je  nachdem  man  9>  (x)  als  die  zur  Abscisse  x  ge- 


hörende Ordinate  einer  ebenen  Curve,  oder  als  die  über  der  Abscisse 
X  stehende  Fläche  einer  anderen  Curve,  oder  als  Volumen  betrachtet 
Wir  wollen  die  erste  Voraussetzung  genauer  untersuchen. 


Fig.  7. 


In  Fig.  7  sei  die  ebene  Curve 
CPDdurch  die  Gleichung  y  =9  («) 
bestimmt,  OÄ  =  a,  Oj9  =  &, 
AB  =  6  —  a  =  Ä,  AC  =  q)(a), 
BD  =  q>(b)  =  q>(a  +  Ä),  end- 
lich CE  parallel  und  gleich  ÄB\ 
man  hat  dann  einerseits  DE  =  BD 
—  ÄC  =  q)(b)  —  (f  (a),  ande- 
rerseits DE  =i  CE  'tan  D  CE, 
mithin 

fp{a  +  *)  —  9(«)  =  Ä  tanDGE. 
Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Curve  von  C  bis  D  ununter- 
brochen verläuft  und  dass  die  Tangente  an  derselben  ihre  Richtung 
stetig  ändert,  wenn  der  Berührungspunkt  den  Bogen  CD  durchläuft, 
giebt  es  jedenfalls  eine  zur  Sehne  CD  parallele  Tangente,  deren  Be- 
rohrungspunkt  P  zwischen  C  und  D  liegt ;  es  ist  dann  ^  D  CE 
=  z:PTJf=r  und 

9  (a  +  Ä)  —  q)(a)  =  h  ianx. 

Für  0M=  i  ist  weiter  tcmt  =  ^'(D  =  (p'(a  +  AM),  und 
^  AM  einen  Bruphtheil  von  AB  ausmacht,  so  kann  AM  =  %•]% 
gesetzt  werden.  Nach  diesen  Substitutionen  geht  die  vorige  Glei- 
chung in  Nro.  3)  über  und  bedeutet  geometrisch,  dass  es  im  Allge- 
meinen zu  jeder  Sehne  einer  Curve  eine  parallele  Tangente  giebt. 
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Nicht  überflüssig  ist  es,  sich  von  den  Ausnahmen  zu  überzeugen, 
Yi„  3^  welche  dieser  Satz  erleidet,  wenn  entweder 

q)(x)  oder  (p'(x)  oder  beide  Functionen 
discontinuirlich  werden.  So  erkennt  man 
augenblicklich  aus  Fig.  8|  dass  der  Satz 
nicht  mehr  richtig  zu  sein  braucht,  wenn 
die  Curve  von  C  bis  D  durch  imaginäre 
Ordinaten  unterbrochen  ist.  Setzen  wir 
femer  voraus,  dass  (p(x)  zwar  reell,  aber 
discontinuirlich  zwischen  x  =  a  und  a?  =  6,  dagegen  (p'  (x)  conti- 
nuirlich  sei,  so  besteht  die  Curve  aus  zwei  nicht  zusammenhängenden 
Bögen  CH  und  KD,  wobei  die  Tangenten  in  H  und  K  parallel  lau- 
fen (Fig.  9);  auch  hier  giebt  es  keine  zu  CD  parallele  Tangente,  de- 
ren Berührungspunkt  zwischen  C  und  D  fällt.  Im  dritten  Falle,  wenn 
nämlich  9  (:c)  continuirlich,  aber  (jp^(x)  discontinuirlich  ist,  erleidet  zwar 
die  Curve  keine  Unterbrechung,  dagegen  ändert  die  Tangente  ihre 
Lage  sprungweise  zwischen  CundD  (Fig.  10),  d.h.  sie  geht  in  einem 
Fig.  9.  Fig.  10. 


Punkte  (r  plötzlich  von  GH  nach  GK  über,  wodurch  die  Curve  eine 
Spitze  erhält.  Wiederum  gilt  hier  der  Satz  nicht,  da  eine  Parallele 
zu  CD  zwischen  GH  und  GK,  etwa  nach  GJ,  fallen  kann  und  dann 
keine  Lage  der  Tangente  darstellt.  Sind  endlich  9(0;)  und  9?'(x) 
gleichzeitig  discontinuirlich,  so  erhält  man  eine  ähnliche  Figur  wie 
Nro.  9),  nur  sind  in  diesem  Falle  die  Tangenten  in  H  und  K  nicht 
parallel;  die  Folgerung  bleibt  aber  dieselbe. 

Behufs  einer  zweiten  geometrischen  Deutung  denken  wir  uns 
dp  (x)  als  die  über  der  Abscisse  jx  stehende  Fläche  einer  Curve ;  die 
Gleichung  der  letzteren  ist  dann  y  =  q)'  (x),  und  die  Formel  2)  ent- 
hält nun  den  unmittelbar  klaren  Satz,  dass  die  über  der  Strecke  AB 
stehende  Fläche  als  ein  Rechteck  angesehen  werden  kann,  welches 
AB  zur  Basis  und  eine  mittlere  Ordinate  zur  Höhe  hat.  Aehnlich 
gestaltet  sich  die  Sach$  in  dem  Falle,  wo  <pix)  als  ein  Volumen  be- 
trachtet wird. 
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Troll  ikver  F;-e>*^w:t  kt  &  Tarmd  2)  dodi  «ine  sAr  vidi- 
ügß,  die  Tide  Ammmmämngen  gestattet  ffier  nur  dae  dendben.  FOr 

f  (x)  =  Iflyx  viid  f'Cx)  =  ^,  miÜmi 

%(a  +  »)  —  Icga  =  A  j-r^5 

Betit  man  an  die  Stdie  des  aditen  Bnidies  ^  das  dne  Mal  die  Ein* 
hat,  das  andere  Md  die  Noll,  so  gdangt  man  zu  don  bddenüngk»> 

dtimgen 


hloge 


4)  1ogia  +  h)>loga  + 

5)  lo9ia  +  h)<:loga+       ^ 

6d  grossen  a  imd  kleinen  h  können  diese  Formeln  anr  Beredi- 
mmg  von  1og(a  -f-  ^)  dienmi,  wenn  Joga  bekannt  ist.  Wollte  man 
z.  B.  one  bis  znr  Zahl  100000  gehende  Tafd  der  Brigg^sdien  Loga- 
rithmen erwdtem  nnd  etwa  log  100003  berechnen,  so  h&tte  man  nadi 
dem  Obigen 


log  100003  >  5  + 


3  .  0,43429448 
100003        ' 
3  .  0,43429448 


100000 


hg  100003  <  5  + 

oder 

to^  100003  >  5,000013028,         %  100003  <  5,000013029; 
beide  Zahlwerthe  stimmen  in  8  Decimsden  überein,   daher  ist,  mit 
KfLcksicht  auf  die  nennte  Stelle 

log  100003  =  5,00001303 
SU  setzen,  wie  man  auch  in  grösseren  Tafeln  angegeben  findet. 

XXL  Durch  Verallgemeinerung  der  Schlüsse,  welche  zu  Formel  2) 

führten,  kann  man  noch  weiter  gehende  Resultate  erreichen.     Sind 

iB.  q)(x),  fp'(x),  ilf(x)  und  if'(x)  Functionen,  die  von  a?  =  a  bis 

z  =  5  endlich  xmd  stetig  bleiben,  und   deren  letzte  innerhalb  des 

genannten  Intervalles  nur  positive,  von  Null  verschiedene  Werthe  be- 

w' (x)         ,     ,    , 
sitzt,  so  ändert  sich  der  Quotient    ,,)  i  continuirlich  von  a!;  =  a bis 

^'  (x) 

X  =  b;  sein  grösster  Werth  innerhalb  dieses  Intervalles  sei  M'^  sein 
kleinster  JV",  so  ist 

zw  _  j^,  negativ,         777-^  —  N'  positiv, 
Y  (x)  o      f         1^  (x)  . 
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ferner  wegen  des  positiven  tif'  (x) 

q>'(x)  —  M'^'(x)  negativ,         ^' (x)  —  N*  ^'  {x)  positiv. 

Der  erste  Ausdruck  kann  als  Differentialquotient  von 
w  =  9  (a?)  —  9>  (a)  —  Jf '  [^  {x)  —  i\)  (a)] 
angesehen  werden,  der  zweite  als  Differentialquotient  von 
v  =  9  (a?)  —  9  (a)  —  N'  [*  (a?)  —  ^  (a)], 
und  wie  in  Absch.  I.  überzeugt  man  sich  leicht,   dass  u  eine  abneh- 
mende und  negativ  bleibende  Function  ist,  dagegen  v  eine  wachsende 
und  positive;  daraus  folgt 

9>(&)  -—  9(a)  —  Jlf  [^(6)  —  !^(a)]  negativ, 
g)  (b)  —  qp  (a)  —  N'  [^  (6)  —  ^  (a)]  positiv. 

Da  femer  ^'(a?)  als  positiv  vorausgesetzt  wurde,  so  ist  ^(a?) 
eine  wachsende  Function,  ^  (&)  —  ^(a)  positiv  und  nach  dem  Vo- 
rigen 

^       <p^)-y(a)  , 

rj;  (b)  —  tlf  (a) 

Lässt  man  in  dem  Ausdrucke 

q)(b)  —  y(a)    _    y'(a?) 

2;  das  Intervall  a  bis  d  durchlaufen,  so  ändert  sich  der  Quotient  rech- 
ter Hand  stetig,  erreicht  einmal  den  Werth  M\  ein  ander  Mal  den 
Werth  N'  und  wird  demnach  einmal  grösser  und  einmal  kleiner 
als  der  links  stehende  Quotient;  es  giebt  daher  zwischen  a  und  h  we- 
nigstens einen  Werth  x  =  ^  oder  x  =  a  -\-  ^(b  —  a),  für  welchen 
die  Gleichheit  beider  Quotienten  eintritt,  nämlich 

(p(b)  —  y(a)  _  tp'ja  +  ^ß  -  a])       ^  ^  o.  ^  , 

oder  für  6  —  a  =  Ä, 

y(a  4-  ^)  —  y  W  _  y^(a  +  -»^)       0  ^  A  ^  1 
'^        ^(a  +  Ä)  —  *(a)~^'(a  + -Ö-Ä)'     "  ^ -«^  ^  ^• 

Zu  derselben  Formel  gelangt  man  auch  durch  folgende  Betrach- 
tung.    Wenn  wie  früher 

d  = ,  mithin  h  =  a  4-  nö 

n 

gesetzt  wird,  und  wenn  femer  q>  (x)  und  ^  (x)  von  x  =  a  bis  o?  =  & 
endlich  und  durchaus  eindeutig,  d.  h.  continuirlich  bleiben,  so  hat 
man  zunächst  die  identische  Gleichung 
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y(b)—  q>(a)  _ 

y  (fl  -j-cf)  —  g>(fl)-}-y(g-^-2(y)  —  ip(a-\-d)  -^ 1-  ^a+ n<f)  —  y(a  +  n^-lcf) 

wobei  sowohl  im  Zähler  als  im  Nemier  n  Snmmanden  stehen ,  wenn 
jede  Differenz  als  ein  Summand  gerechnet  wird.  Hier  lässt  sich  der 
bekannte  Satz  anwenden,  dass  der  Werth  des  Quotienten 

Fl  +  F,  4-  n  +  •  -  •  +  y. 

TT,  +  TT,  +  TT,  +     .  •  +  TT. 
zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  der  einzelnen  Quotienten 

Vi        F,         v^         y, 

liegt,  falls  TFi,  TTs,  . .  .  >F,  sammthch  positiv  sind*).  IMe  letzte 
Bedingung  ist  hier  ^erfüllt ,  wenn  if(x)  eine  wachsende  Function  von 
I  bedeutet,  und  unter  dieser  Yoraussetzung  liegt  nun  Q  zwischen  dem 
grössten  und  kleinsten  der  Quotienten 

y(a  +  ^  —  y(g)  y(a  +  28)  —  y(a  +  3) 

^(a_|_  d)-fr(a)'        ♦(a  +  2 d) -*(«  +  «)•  "^  "- "^^ 

i  h.  Q  hildet   eine  Mittelgrösse  zwischen  den  n  Werthen ,   welche 

der  Quotient 

q>(x  4-3)'—  q>(x) 

fp(x  -\-  S)  —  qf(x)    .8 

♦  (x  +  Ä)  — ♦(a:)    ""   »(x-f  d)— ^Tr^j 

unimmt,    sobald   jt  die  ti  Werthe  a,    a  -|-  4,   a  +  28, 

fl  -f~  (*  —  1)8  erhalt.     Bei  unendlich  wachs«iden  n  wird 

g,(x  +  8)  —  y(ar) 

^(a:  + d)  — #f(x)  ♦'(zj 


^    Der  grösste  der  genannten  QnotieDten  sei  M,  der  läeintte  N; 
IU&  hat  dann 

Y  Y  V 

ond  dnrch  Mnltipficalion  mit  den  podtiwen  Fzeimen  IT,,  fT^,..,   IT« 
MWi  >  F,  >  JriTi,       Jf  IF,  >  F,  >  3riF,  u,  r  w. 
Indem  man  diese  üngleidtinigeB  addirt  und  nMchher  mit  fTg  4^  FF| 
'f  '  •  •  -f*  ^m   diridiii^  erbali  man 
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und  es  ist  nun  Q  eine  Mittelgrösse  zwischen  den  unendlich  vielen 

ffi'  (x) 
Werthen,  welche   ,,)  i  annimmt,  sobald  x  das  Intervall  a  bis 5  ste- 

tig  durchläuft.     Daraus  folgt  unmittelbar,  dass  einer  dieser  Werthe, 
etwa  der  fara5  =  |  =  a-}-'9'(5  —  a)  eintretende,  dem  Quotien- 

ten  Q  gleichkommen  muss,  wofern  sich   .,)  i  continuirlich  ändert  von 

W(x) 

a;==a  bis  a;= 5.  Uebrigens  kann  hierbei  V''(a)oder  if'(b)  verschwin- 

den,  denn  es  wird  dadurch  die  Continuität  von   .i\  i    innerhalb  des 

Intervalles  a  bis  h  nicht  gestört. 

Den  für  ^  (x)  und  ^'  (x)  angegebenen  Bedingungen  genügt  z.  B. 
die  Function 

^(a?)  =  6P  —  (6  —  x)P,         il)'(x)  =  1? (ft  —  ir)P  -  \ 

bei  welcher  in  der  That 

^'(rr)       p(b^x)P-^ 
continuirlich  bleibt,  so  lange  x  die  Stelle  x  =  h  nicht  überschreitet, 
und  (p^x)  continuirlich  ist;  man  erhalt  in  diesem  Falle  aus  Nro.  6) 

8)        <p(b)  -  y(«)  =  j,(i-~»°p-i  Via  +  *P>  -  a]). 

Für  den  speciellen  Werth  p  =  1  geht  diese  Gleichung  in  die 
firüher  unter  Nro.  2)  entwickelte  Formel  über. 


§.9. 
Differentiation  der  Functionen  mehrerer  Variabelen« 

I.    Wenn  ß  als  Function  der  beiden  unabhängigen  Yariabelen 
X  xmd  y  betrachtet  und 
1)    •  z=f{x,y) 

gesetzt  wird,  so  sind  drei  verschiedene  Aenderungen  zu  unterschei- 
den; es  kann  nämlich  entweder  x  allein  geändert  werden,  während  y 
constant  bleibt,  oder  man  lässt  y  bei  constanten  x  sich  ändern,  oder 
endlich,  man  setzt  voraus,  das  x  und  y  gleichzeitige  Aenderungen  er- 
leiden. Begreiflicherweise  ändert  sich  z  in  jedem  Falle,  da  aber  diese 
Aenderungen  verschieden  sein  können,  so  bedarf  es  einer  Unterschei- 
dung derselben,  und  zwar  nennt  man  die  erste  die  partielle  Aende- 
rung  von  z  nach  d;,  die  zweite  die  partielle  Aenderung  nach  y%  und 
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lettte  die  totale  Aendenmg  des  ß  (nach  x  imd  y).    Diese  drei 

Aendenrngen  kann  man 
'^"  ^'"  sich  leicht  Teranschanfr 

chen,  wenn  man  die  Olei- 
dinng  1)  als  Gleidrang 
einer  aof  rechtwinklige 
Goordinaten  belogenen 
Flache  betrachtet,  etwa 
wie  in  Fig.  11,  wo  OM 
=  x,MN=y,NF=e 
iflt.  Läset  man  hier  x 
allein  um  ^x  =  MMi 
wachsen,  so  rückt  N  nach 
^1,  P  bewegt  sich  auf 
dem  Durchschnitte  der 
Fläche  mit  der  Ebene 
FNNi  und  erhält  die  neue 
Lage  Fl ;  der  Aendenmg 
^x  entspricht  daher  die 
partielle  Aendenmg 

^i9(x)  =  FiQi=f(x  +  ^x,y)  —f{x,y). 
Wenn  zweitens  y  allein  um  ^y  =  NN^  zunimmt,  so  rückt  F 
parallel  zur  Ebene  ye  auf  der  Fläche  fort,  etwa  bis  Pf,  und  es  ist 
die  zugehörige  partielle  Aenderung 

z/5(y)  =  P,ft  =/(a;,y  +  ^y)  —f(x,yy 
Im  Fall  endlich  x  um  ^x,  und  gleichzeitig  y  um  ^y  zunimmt, 
gelangt  N  nach  Ns^  F  nach  P3  und  es  entsteht  die  totale  Aenderung 

^^(*,  f)  = -Pa  «3  =f(x  -\-  ^x,y  +  ^y)—f(x,y). 
Was  nun  die  partiellen  Aendenrngen  betrifft,  so  sind  dieselben 
Nhr  leicht  zu  behandeln.     Der  DifferenzenquotieDt 

^g(»)  _  /(g  +  ^x,y)  ^f(x,y) 
^x  dx 

utn&mlich  ganz  so  gebildet,  als  wäre  y  eine  Gonstante,  und  es  be- 
darf daher  beim  üebergange  zur  Grenze  für  .verschwindende  ^x  nur 
eines  Zeichens,  dass  x  hier  als  alleinige  Yariabele  angesehen  wurde. 
Für  den  Grenzwerth  linker  Hand,  d.  h.  für  den  partiell  nach  x  ge- 
nommenen Differentialquotienten,  benutzt  man  eins  der  Zeichen, 

de^x)  /df\  dz 

dx    ••  \dx)'  dx' 

Ton  denen  das  letzte  am  bequemsten  ist;    den  Grenzwerth  rechter 

aehlomilcli,  AnAlyfii.   I.  4  , 
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Hand,  d.  h.  die  partiell  nach  x  derivirte  Function,  bezeichnet  man  mit 
/»(^f  y)i  nnd  hat  nun 

oder 

2)  d:,z=fi(x,y).dx. 

Dem  entsprechend  ist  für  das  zweite  partielle  Differential 

So  erhält  man  z.  B.  aus 

0  =  arctan  -^- 

X 

nach  den  gewöhnlichen  Regeln  die  beiden  partiellen  Differentiale 

Was  endlich  die  totale  Aenderung  betrifft,  die  man  schlechthin 
mit  jda  za  bezeichnen  pflegt,  so  kann  man  dieselbe  in  folgender 
Form  darstellen 

^  Zlx 

.  /(a?>y  +  ^y)  —f(^i  y)_j 

^y  ' 

und  es  ist  nun  zu  untersuchen,  welchen  Grenzen  sich  die  vorkommen- 
den Quotienten  bei  gleichzeitig  verschwindenden  jdx  und  Jy  na- 
hem. Beachtet  man,  dass  der  Zähler  des  ersten  Quotienten  ebenso 
gebildet  ist,  als  wenn  y  4-  ^y  constant  und  nur  x  um  ^x  geändert 
wäre,  so^  erhellt  augenblicklich  die  Anwendbarkeit  der  Formel  2) 
des  vorigen  Paragraphen  und  dann  hat  man  fära=  x^h  =  ^x 
f(x  +Jx,y  +  dy)  ==f(x,y+^y)  +  ^xfi(x+»^x,y  +  Jy\ 
mithin  statt  der  Gleichung  4)  die  folgende 

5)  ^z  =fi(x  +  %'^x^  y  +  ^y)  •  ^^ 

f(x,  y  ^  ^y)  —  f(x,y)  ^ 

.  ^y 

Bei  verschwindenden  ^x  und  dy  wird  nun 

Idmfi(x  +  d'Jx,  y  +  ^y)  =fUx,  y), 

j.^f{x.y  +  ^y)-f{x.y)  ^^,^^^  ^^ 

^y 

mithin  aus  der  vorigen  Gleichung 

6)  äe=fi(x,y)  .dx  +fi(x,y).äy  '"    - 
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oder 


-  de  ,       ,9* 


dy. 


Statt  der  GleicHimg  6)  kann,  den  Formeln  2)  nnd  3)  zufolge, 
iach  geschrieben  werden 

8)  dz  =  dx»  +  d^B, 

ood  es  liegt  hierin  der  Satz,  dass  das  totale  Differential  einer  Fonc- 
tion  gleich  ist  der  Summe  ihrer  partiellen  Differentiale. 

Der  geometrische  Sinn  dieses  Resultates  erhellt  aus  folgender 


Fig.  12. 


8f 


Betrachtung.  Denkt  man  sich 
in  der  Gleichung  e  =  f(x,y) 
Torerst  y  als  constant,  so  hat 
man  die  Gleichung  der  Curve 
PPi,  in  welcher  die  Fläche 
von   der  Ebene  FNNi  \\  xb 

geschnitten  wird,  daher  ist  •^— 

öx 

die  Tangente  des  Winkels 
ftP2\  (Fig.  12),  welchen  eine 
durch  P  an  die  Curve  PPi  ge- 
legte berührende  Gerade  mit 
der  a;-Achse  einschliesst-.  Aus 
ganz  ähnlichen  Schlüssen  folgt, 


diiB  —  die  trigonometrische   Tangente  des  Winkels   Q^  F  T^  dar- 

steQt,  welchen  die  Tangente  am  Schnitte  FF%  mit  der  ^-Achse  bil- 
det   Es  gelten  daher  die  Gleichungen 


«'^^  =  |^^«>' 


««2i  =  |f^Ö«- 


Durch  die  Tangenten  PTi  und  PT^  kann  man  eine  Ebene  le- 
gen, welche  von  P3  Q3  in  einem  Punkte  T3  geschnitten  wird;  das 
Viereck  P  T\  T3  Tq  ist  dann  ein  Parallelogramm,  und  wenn  man  noch 
^!l7||PQi  zieht,  so  erhält  man  die  congruenten  Dreiecke  T2  ü  Ts 
nnd  Pft  Tu  mithin  T3  ü  =  Ti  Qi.     Dies  giebt 

«3  T3  =  T3  rr  +  UQ^  =  Q,Ti  +  Qi  T,. 

Je  kleiner  nun  P  Qi  und  P  Q^  genommen  werden,  um  so  näher 
fückt  Pi  an  Ti ,  P3  an  T2 ,  P3  an  T3 ,  um  so  genauer  gelten  daher 
ancb  die  Beziehungen 

4* 
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diese  sind  identiscli  mit  den  Gleichungen  2),  3)  und  8),  weil  ein 
gen  die  Null  convergirendes  FQi  mit  dx^  ebenso  F  Q^  mit  dy 
zeichnet  werden  muss  und  ^i  Pj ,  Ö2  -P«  i  Q%  -Pa  die  entsprechenden 
Zunahmen  8^<8f,  dyS^dz  darstellen.  Mit  einem  Worte:  je  näher  die 
Punkte  Pj,  P2,  Pg  dem  Punkte  P  liegen,  um  so  eher  ist  es  erlaubt, 
.  Pi  und  P3  als  Punkte  der  Tangenten  PTi ,  PT^ ,  und  Ps  als  einen 
Punkt  der  anschliessenden  Ebene  Ti  P  T2  zu  betrachten.  In  der  That 
wird  sich  in  Gap.  III.  zeigen,  dass  diese  Ebene  die  Fläche  berührt. 

IL     Bei  Functionen  mehrerer  Variabelen  gestalte;  sich  die  Sache 
sehr  ähnlich.     Aus 

u  =  F{x,y,z) 

erhält  man  für  die  totale  Differenz 

Ju  =  F(x  +  ^x,  y  +  jdy,  e  +  ^ z)  —  F{x,  y,  z), 
wofür  geschrieben  werden  kann 

^^t  —  ^(^  +  ^g,  y  +  ^y,z  +  dz)  —  Fix,  y  +  ^y,z  +  Jz)^^ 

jdx 

,    F(x,y  +  dy,z  +  dz)  —  F(x,y,z  +  ^^)jf^ 

j_  F(x,  y,z  -\-  dz)  ~  F(x,  y,z)  ^  ^ 

•f- ^z. 

dz 

Unter  Anwendung  der  Formel  2)  in  §.  8  wird  hieraus,  wenn  % 
and  9}  positive  ächte  Brüche  bezeichnen, 

du  =  Fi(x  +  d'dx,  y  +  dy,  z  +  dz)  .  dx 
+  Flix,  y  +  'ndy,  z  +  dz)  .  dy 
,    J^  (x,  y,z  +  dz)  —  F(x,  y,  z)^^ 

dz 
und  durch  Uebergang  zur  Grenze 

9)  du  —  Fi(x,y,z)  .  dx  +  Fi(x,y,z)  .  dy  +  Fi(x,y,z)  .  dz 

oder 

du  dtf  8ti 

10)  au  =  ^dx  +  ^d9   +  -^dg 

Diese  Betrachtungen  sind  leicht  auf  beliebig  viele  Yarlabele  aus- 
zudehnen und  führen  zu  dem  allgemeinen  Theoreme:  Das  totale 
Differential  einer  Function  beliebig  vieler  Variabelen  ist 
die  Summe  der  partiellen  Differentiale  jener  Function. 
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§.10. 
Differentiation  unentwickelter  Functionen. 

L  Besteht  zwischen  zwei  Yariabelen  x  und  y  eine  Gleichung, 
die  man  immer  auf  die  Normalform 

1)  f(x,y)  =  0 

bringen  kann,  so  sind  nicht  beide  Yariabele  willkührlich ;  denn  durch 
iaflÖBimg  der  Gleichxmg  nach  y  würde  man  ein  Resultat  von  der 
Fonn 

y=(p(x) 
erblten,  wo  nun  y  von  x  abhängig  ist.     Lässt  sich  diese  Reduo> 
tiofl  ausfuhren,  so  kann  auch 

oAch  den  früheren  Regeln  abgeleitet  werden;  dies  geht  jedoch  nicht 
melir,  wenn  die  Gleichung  1)  unauflösbar,  mithin  y  eine  unent- 
wickelte (implicite)  Function  von  x  ist.  Man  hilft  sich  dann  auf 
folgende  Weise. 

Ans  der  Gleichung  1)  erhält  man  zunächst,  weil  sie  fär  alle  x 
and  die  zugehörigen  y  bestehen  soll, 

2)  f(x  +  ^x,y  +  Jy)  =  0; 

Die  Differenz  der  Gleichungen  2)  und  1),  dividirt  durch  ^Xj 
liefert  weiter 

f(x  +  ^x,  y  -^r  ^y)  —  f{x,  y)  _  ^ 

jdx 

Auf  der  linken  Seite  kann  man  dieselbe  Transformation  vorneh- 
men, die  im  vorigen  Paragraphen  benutzt  wurde,  nämlich 

/(x+^a?,y  +  z^y)— /(a?,y  +  ziy)  . /(a;,y  +  ^y)~/(a?,y)  ^y  _  ^ 

dx  dy  ^x 

und  hier  gelten  fast  wörtlich  dieselben  Schlüsse  wie  dort;  man  erhält 
^  Grenzübergange. 

3)  /i(a;,y)+/;(a:,»)||  =  0. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  unmittelbar,  sobald  man  in 
Formel  6)  des  vorigen  Paragraphen  x;  =  0  setzt  xmd  die  entstehende 
Gleichung  durch  Ax  dividirt;  in  der  That  ist  es  auch  ftir  die  Unter- 
tQchnngen  des  §.  9  vollkommen  gleichgültig,  ob  man  x^y^  z  etc.  als 
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willkührlich  oder  als  von  einander  abhängig  betrachtet    Aus  Nro.  3) 
folgt  nun 

4)  ^  =  _-  /i(^»  y) 

äx  fi(x,  y) 

oder,  wie  man  häufig  kürzer  schreibt, 

8/ 

K\  ^y  —  _   8^ 


8» 


(2v 
Die  hiermit  für -^  =  w\x)  gewonnene  Formel  enthält   zwar 

dx 

noch  y,  welches  man  im  Allgemeinen  nicht  angeben,  dessen  Werth 
aber  gefunden  werden  kann,  sobald  x  einen  speciellen  Zahlwerth  be- 
kommt ;  dann  wird  nämlich  die  Gkichung  f{x ,  y)  ==  0  zu  einer  nu- 
merischen Gleichung  mit  der  einen  Unbekannten  y,  und  jede  solche 
Gleichung  kann  mindestens  durch  Probiren  aufgelöst  werden. 

Wäre  z.  B.  die  gegebene  Bedingungsgleichung: 

f{x,  y)  =  y^x^  — .  2y^x^  +  3y  —  6a?  =  0, 

die  in  Beziehung  auf  y  nicht  algebraisch  lösbar  ist,  so  folgt: 

8/(a;,  y) 


dx 

dy 
und  mithin  ist 


=  Sy^x^  —  4y*a?  —  6 


^  _  f^f(^\ Sy^^gg  —  4y^g—  6  ^ 

dx  —  ^W—        5y4a.8  _  8y8a?3-f  3  ' 

Für  o;  =  1  z.  B.  geht  die  obige  Bedingungsgleichung  in  die 
numerische  Gleichung  über: 

yö—  2y*  +  3y  —  6  =  0, 

deren  einzige  reelle  Wurzel  y  =  2  ist;   dem  Werthe  x  =  l  ent- 
spricht also  9  (1)  =  2  und 

,       _  _  3  .  2»  —  4  .  2*  —  6  _  _    26 
^  ^^  ■"        5  .  2*  —  8  .  28  +  3  "~  19   * 

Ebenso  würde  man  für  jeden  anderen  numerischen  Werth  von 
X  die  zugehörigen  Zahlwerthe  von  q)(x)  und  q>'(x)  aufsuchen  können. 
Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  die  Gleichung: 

4^8  —  3y  +  sin»  =  0. 
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mithm 

df   cosx 

dx    ~3(1— 4f»)* 
Der  TiMrliegaide  Fall  gestattet  eine  Probe.    Eine  Wiinel  der 
obigen  Gleidumg  ist  nämlich  y  =  sm  |  x^  wie   man  mittelst   der 
gonioiiietrisdiai  Fonnel: 

4»fiM  —  SsinA  +  sinSA  =  0 
leicht  finden  wird.    Es  müsste  also 

cosx d(stii|g) 

3(1  —  4sm«|a?)  ~       dx 
sein,  ond  dies  bestätigt  sich,  wenn  man  die  bekannte  Formel 

cos3A  =  cosA(l  —  4sfn*-4) 

tüT  A  =  lx  anwendet  nnd  anderorseits  sin  i»  auf  gewöhnHche 
Weise  differenzirt 

IL  Bei  Functionen  von  drei  und  mehrVariabelen  gestaltet  sich  die 
Sache  ganz  ihnlich.  Besteht  z.  B.  zwischen  den  drei  Yariabelen  x^ 
y,  f  die  Bedingnngsgleichung 

6)  F(x ,  y ,  £f)  =  0     oder  kürzer  F  =  0, 

80  wurde  durch  Reduction  auf  js  ein  Resultat  von  der  Form 

loffl  Yorschein  kommen,  und  dann  hätte  es  keine  Schwierigkeit,  die 

partiellen  Differentialquotienten  j--  und  -^   direct    zu    entwickeln. 

Ohne  jene  Beductien  vorzunehmen,  kann  man  aber  auch  folgender- 
maassen  verfahren.  Nach  Nro.  9)  des  vorigen  Paragraphen  ist  für 
u  =  0 

0=?Fi.dx  +  Fi.dy+  Fi  .  dß 

oder 

^        dF.      .    8F ,      .    8F , 

weil  femer  e  von  x  und  y  abhängt,  so  hat  man  auch  nach  Nro.  7) 
in  §.9 

,  dz    -      ,     8^j 

ais  =  -T —  dx  A-  -T — dVm 
dx        ^  8y    ^ 

mithin,  wenn  dieser  Werth  in  die  vorige  Gleichung  substituirt  und 
mit  d  a;  dividirt  wird, 
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'dF  .    dF    dz\    ,    /dF  .    dF    dzVdy 


""  \dx  +  8^  '  dx)  "^  \8y  "•"  8^  '  dy) 


dx 


Da  o;  und  y  von  einander  unabhängig  sind,  so  hängt  .auch  dy 

nicht  von  e^o;  ab,  folglich  ist  -^  ein  Quotient,    dessen   Zähler  und 

dx 

Nenner  ganz  beliebige  (nur  gegen  die  Null  convergirende)  Grössen 

sind,  und  der  ebendesshalb  jeden  beliebigen  Werth  haben  kann;  in 

der  That  würde  es  frei  stehen,  dy  =z  qdx  zu  setzen,  wo  g  irgend 

eine    willkürliche   Grösse  bezeichnet.     Unter  diesen  Umstanden  ist 

die  vorige  Gleichung  so  lange  unmöglich,  als  nicht  der  Inhalt  jeder 

Parenthese  für  sich  =  0  ist;  dies  giebt 

.  dF  dF 

V  d£  ^     8a?  8£  _    dy 

^^  dx  ~         dF  '  dy  ~         ^' 

dz  dz 

Zu  dem  nämlichen  Resultate  gelangt  man  viel  kürzer  durch  fol- 

dz 
gende  Ueberlegung.     Wenn  -^  gesucht  wird,  so  gilt  y  als  Constante 

und  daher  kann  für  diesen  Zweck  die  Gleichung  f^  =  0  so  ange- 
sehen werden,  als  enthielte  sie  nur  die  unabhängige  Yariabele  x  und 
die  abhängige  Yariabele  z\  es  ist  folglich 

dF  dF 

und  hieraus  erhält  man  die  erste  der  Formehi  in  Nro.  8).  Die  zweite 

Formel  findet^sich  durch  die  analoge  Bemerkung,  dass  bei  der  Ent- 

de 
Wickelung  von  -^  keine  Bücksicht  auf  x  zu  nehmen  ist 
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Mehrfache  Differentiationeq. 

§.11. 
Grundbegriffe  tmcl  Bezeichnungen* 

Da  im  Allgemeinen  der  Differentialquotient  einer  Function 

y=/(«) 

viederom  eine  Function  von  o;  ist,  so  kann  die  Operation  des  Diffe- 
renzirens  aucH  auf  diese  neue  Function  angewendet  werden  und  dann 
entsteht  der  Differentialquotient  des  Differentialquotienten,  der  sogen, 
zweite  Differentialquotient.  Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens 
gelangt  man  zum  dritten,  vierten  u.  s.  w.  Differentialquotienten.     So 

erhält  man  z.  B.  von  |  x  Vx  als  ersten  Differentialquotienten : 

iSß  =  J  =  V^ 

aX 
ils  zweiten: 

aU  dritten : 

d  (Ix'-'h  _        1    -3  _  1 

ax  4,xV  X 

Wie  man  sieht,  hat  eine  solche  successive  Entwickelung  der 
Differentialquotienten  höherer  Ordnungen  nicht  die  mindeste  Schwie- 
rigkeit, imd  es  bedarf  daher  nur  noch  einiger  Worte  über  die  rich- 
tige Bezeichnung  derselben. 

Da  schon  früher  der  Differentialquotient  oder  die  derivirte  Func- 
tion von /(x)  mit/'(a;)  bezeichnet  wurde,  so  liegt  es  nahe,  für  die 
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weiteren  Differentialquotienten  oder  derivirten  Functionen  von/O») 
die  Symbole /" (ic),  f'*'{x)  etc.  zu  benutzen;  hiemach  ist 

1)  ^=/'(.).^=r(.).^=r'(.)u.B.W. 

dx  ^  ^        dx  ''    ^  ^        dx  ''     ^  ^ 

überhaupt  allgemein,  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet, 

wobei  f^^^  (x)  für  f(x)  zu  rechnen  ist. 

Eine  ganz  ähnliche  Bezeichnung  wird  auch  in  Beziehung  auf  if 
gebraucht;  man  setzt  dann 

itdÜun  ist 

das  symbolisch  ausgedrückte  Eesultat  einer  n  maligen  Differentiation 
der  Gleichung  1). 

Nicht  selten  bezeichnet  man  einen  Differentialquotienten  durch 
ein  vorgesetztes  D  z.  B. 

D(x^  =  3ic^  Dsinx  =  C08X\ 

die  successiven  Differentialquotienten  von  y  müssen  dann  folgender- 
maassen  .geschrieben  werden: 

Dy  ,  DLy  ,  LDDy  u.  s.  w. 

Da  jedoch  ein  vielmaliges  Hinsetzen  von  D  weder  bequem  noch 
übersichtlich  ist,  so  hat  man  sogen.  Wiederholüngsindices  eingeführt 
und  schreibt 

Dy,    D^y,    D^y  u.  s.  w., 
also  allgemein 

J)ny  —  n^'fix). 

Es  bedarf  wohl  kaum  der  Erinnerung,  dass  hier  n  keinen  Po- 
tenzexponenten von  D,  sondern  nur  die  n  malige  Anwendung  der 
Operation  D  (der  Differentiation)  bedeuten  soll. 

Die  zwar  umständlichste  aber  consequenteste  Bezeichnung  er- 
giebt  sich,  wenn  man  in  Nr.  3)  jede  Gleichung  in  die  nächstfolgende 
substituirt.     So  ist  zuvörderst 


y" 


<Ä) 


dx 

doch  lässt  sich  dies  noch  abkürzen.    Unter  der  Voraussetzung  näm- 
lich, dass  X  die  unabhängige  Yariabele  ist,  bedeutet  dx  einen  gegen 
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die  Null  ooziTergireiideii ,  im  Uebrigen  aber  willkahrlicben  Zuwachs 
des  Xf  den  man  z.  B.  dadurch   bilden  kann,   dass  man  ^x  =  — 

setzt  und  m  das  Gebiet  der  natürlichen  Zahlen  durchlaufen  lässt. 

Ebendesswegen  ist  dx  nicht  von  x  abhängig,  sondern  constant  in 

Beziehung  auf  x,  wie  es  sich  sonst  auch  ändern  möge.     Dagegen  ist 

dy  kein  willkührlicher  Zuwachs    des  y,    sondern    von  x  abhängig 

ä  a 
[dy  =f'(x)  .  dx],   mithin  besitzt  der  Bruch  -5—  einen  yariabelen 

dx 

Zähler,  aber  einen  im  obigen  Sinne  constanten  Nenner  und  folglich 

ist  mm 

« 

„  ddy 

y    = — ' 

dx  .  dx 
Im  Zähler  benutzt  man  zur  Abkürzung  den  Wiederholungsindex, 
im  Nenner  \st  dx  ,  dx  das  Quadrat  von  dx^  wofür  man  {dx)i^  oder 
kurzer  dx'^  zu  schreiben  pflegt;  demnach  hat  man 

^  dx^ 

Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich 

d(^ 
w  _     \<^a?V  _     dd^y     ^  dfsy 

dx  dx  .  dx^        dx^ 

Für  den  nten  Differentialquotienten  von  y  =f(x)  gelten  also 

folgende  Bezeichnungen 

d^'y 


dx* 


=  D^y        =y(») 


=  i^  =  D«/(«)=/W(a;), 

wovon  man  in  jedem  einzelnen  Falle  die  gerade  bequemste  wählt. 

In  dem  Vorigen  gilt  der  nte  Diffeientialquotient  immer  als  das 
Besoltat  von  n  nach  einander  ausgeföhrten  Differentiationen,  und  dem 
entspre^end  haben  wir  bis  jetzt  keine  andere  Definition  desselben 

D«y=D(2)*-^y)oder/W(a;)=2;tm  '^^'^ "  '^ ^^  +  ^^)  "^'^^^  ""  '^ (^)  > 

man  kann  aber  fragen,  nach  welchem  Gesetze  f^*^{x)  mit  der 
ursprünglichen  Function  /(:&)  zusammenhängt,  oder  welche  Opera- 
tionen mit  f{p)  vorgenommen  werden  müssen,  wenn  man  daraus 
sofort /(**^(a?)  herleiten  will,  ohne  die  zwischenliegenden  Functionen 
/'(^)  ./"(«)  »  •  •  ./^""^^(a^)  zu   berechnen.      Da/'(a?)  der  Grenz- 
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weiih  des  ersten  I)ifferenzenquotienten  ist,  so  lässt  sich  yermuthen, 
dass  f^^^(x)  der  Grenzwerth  des  nten  Differenzenquotienten  sein 
werde;  dies  wollen  wir  genauer  untersuchen. 

Bezeichnen  wir  ^x  kurz  mit  h,  so  ist  der  erste  Differenzen- 
quotient von  f(x) 

daraus  erhalten  wir  den  zweiten  Differenzenquotienten,  wenn  wir 
rechter  Hand  x  um  h  wachsen  lassen,  von  dem  so  gebildeten  Aus- 
drucke den  ungeänderten  Bruch  abziehen  und  den  Rest  durch  ^x 
=  h  dividiren ;  es  ist  also 

j  ^m        fix  +  2h)  -^fix  +  h)         fix  +  h)-f{x) 
^x  h  h 


^x  h 

oder  kürzer 

^^f(x)  _  fix  +  2h)  -  2f{x  +  h)  -^fjx) 
^'  Jx^     ~  Ä2 

Durch  die  nämlichen  Operationen  gelangt  man  zu  dem  dritten 
Differenzenquotienten 

^V(a!)_/(a;  +  3ft)-3/(a;  +  2ft)  +  3/(a;4-ft)-/(ig) 

und  indem  man  auf  diese  Weise  fortgeht,  bemerkt  man  leicht,  dass 
der  nte  Differenzenquotient  unter  folgender  Form  enthalten  ist 


7) 


Z/X* 


f((c-\-nh)---Cif(x  +  n-^lh)-\-G^f(x-^n—2h) ±f(x) 

worin  Ci ,  C3 ,  Cs  etc.  gewisse  Zahlencoefffcienten  bedeuten.  Diese 
hängen  zwar  von  n,  nicht  aber  von  der  speciellen  Natur  der  Func- 
tion/(o;)  ab,  sie  lassen  sich  daher  bestimmen,  wenn  man  f(x)  so 
wählt,  dass  der  nte  Differenaenquotient  von/(a?)  unmittelbar,  d.  h. 
ohne  Anwendung  der  Formel  7)  entwickelt  werden  kann.  Die  pas- 
sendste Wahl  dieser  Art  ist/(a;)  =  a';  man  hat  dann 
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Aa*  a* —  1 

,  ^  »  o*  —  1  o»  —  1 

-4«»  h 


^  =  «-(^) 


X»  ~  ^    \     Ä      / 


mithin  aus  Formel  7)  nachdem  man  ^o;**  gegen  h^,  und  beiderseits 
a'  gestrichen  hat, 
(a*  —  !)•  =  a»*  —  Ci  a^«  -  i>»  +  Q,  a<-  -  «>* ±1. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Coefficienten  Ci,  (72,  Ca  etc. 
mit  den  Binomialcoefficienten  (n)i ,  (n)2 ,  (n)3  etc.  identisch  sind;  die 
allgemeine  Formel  7)  lautet  daher 


8) 


z/iT" 


_  /(x  +  nft)  ~  (n)i  f(x  +n  —  lfe)  +  (n)a  /(a?  +  w  —  2  i^) 

Um  nun  zu  entscheiden,  welchen  Grenzen  sich  die  in  5),  6)  und 
8)  verzeichneten  Ausdrücke  nähern,  falls  ^Jx  :=  h  gegen  die  Null 
convergirt,  setzen  wir  für  den  Augenblick 

— — —j^ =^-^^  =  9  (?^) 

und  erhalten 

-J^  -  k «^  W  +  9. 

wo  Q  gleichzeitig  mit  h  die  Null  zur  Grenze  hat.     Aus  der  vorher- 
gehenden Gleichung  ergiebt  sich 

mithin  ist  nun 

^^/(x)  _  f'ix  +  h)-f'(x)        ^_^/'(x)    ,    „ 

and  durch  Uebergang  zur  Grenze 

nx^  dx  *^    V  / 

Setzen  wir  femer 

f(!C  +  2h)-2fix  +  h)+f(x)   _ 
^i —  VW, 
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so  haben  wir 

_  f\x  +  2ft)  -  2  /(g  +  ft)  +  f\x)     ,    „ 

dnrch  üebergang  znr  Grenze  wird  hieraus,  wenn  man  von  der  Glei- 
chung 9)  in  der  Weise  Gebrauch  macht,  doss  man  /'  för  /  schreibt, 

nx^  dx        , 

Der  weitere  Fortgang  dieser  Schlüsse  ist  leicht  zu  übersehen 
und  führt  zu  der  allgemeinen  Formel 

11)  ü«J^^=:/W(4 

womit  die  aufgestellte  Yermuthnng  ihre  Bestätigung  findet. 

Auch  in  diesen  successiven  Differentiationen  kann,  wenigstens 
bis  zu  gewisser  Ordnung,  ein  geometrischer  Sinn  liegen.  Denken 
wir  uns  z.  B.  f(x)  als  die  über  der  Abscisse  x  stehende  Fläche  einer 
ebenen  Gurve,  so  ist  f'(x)  die  zur  Abscisse  x-  gehörende  Ordinate, 
und  f''(x)  die  trigonometrische  Tangente  des  entsprechenden  Be- 
rührungswinkels. Hiemach  lässt  sich  das  anfangs  erwähnte  Beispiel 
leicht  interpretiren,  und  zwar  gelten  die  erwähnten  Beziehungen  for 
eine  Parabel,  deren  Parameter  =  1  ist. 


§.  12. 
Höhere  Differentialquotienten  der  einfachsten  Functionen. 

I.    Durch  fortgesetzte  Anwendung  der  für  die  Potenz  gelten- 
den  Differentiationsregel  findet  man  sehr  leicht 

D  (xf)  =  fi  xf'-\ 

L^(xf^  =  ^  (^  —  1)  (^  —  2)  a;i"-^ 
und  überhaupt,  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet, 

1)        2)«(a?^)  =  /t(fi  — 1)  öi  — 2)  ...  öi  — [n  — l])«^-*- 


Cap.  n.    §.  12.    Höhere  Differentialquotienten  etc.       63 

Auf  gleiche  Weise  kann  die  Differentiation    der  allgemeineren 
Potenz  (a  -j-  hx)f^  ausgeführt  werden;  das  Resultat  lautet 
2)       D»(a  +  6a;)^=ft0i~l)(ft— 2)...(fA— [»— l])6-(a+fta?)/"~". 

Ist  (i  eine  ganze  positive  Zahl,  so  wird  der  ftte  Differentialquo- 
tient constant,  mithin  hahen  alle  folgenden  Differentialquotienten  den 
gemeinschaftlichen  Werth  Null. 

Für  f*  =  —  1  und  für  ft  =  —  |  ergeben  sich  aus  Nr.  2)  die 
haafig  vorkommenden  specieljeren  Formeln 

Z)  n-        ^        _(-l)^  1.2.  3...  n.h\ 

^  a  +  hx~  (a-f  5a;)- +  1 

4)  j)n  1  ^  (-l)M.3.5.,.(2n--l)5'' 

Va  -f-  hx  2*  (a-f-fta;)"  V^a-f-6a? 

IL  Bezeichnet  M  den  Modulus  des  Systems,  worin  logx  ge- 
nommen wird,  so  hat  man 

B  logx  =  — , 

X 

mithin  durch  beiderseitige  (n —  1)  malige  Differentiation 

D*  logx  =  JlfD«-!  — . 

X 

Der  Werth  des  rechts  stehenden  Differentialquotienten  lässt  sich 
aas  Nr.  3)  ableiten,  wenn  man  a  =  0  ,  5  =  1  und  n  —  1  für  n 
letzt;  man  erhält 

_,.(-l)"-^l>2>»»(n-  1) 

X' 


6)  D''logx  =  M  ^^ 


Auf  gleiche  Weise  gelangt  man  zu  der  allgemeineren  Formel 

6)  DUog  (a  +  bx)  =  M^ (a  +  hxY 

ni.     Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  successive  Differentiation 
der  Exponentialgrösse;  es  ist  nämlich 

Da*  z=za*la  ,  B^a*  =  a'  QaY  ,  D^  a'  =  a*  (Za)»,... 

daher  allgemein 

7)  D«  a*  =  a*  Qa)\ 

Für  a  =  6^,  woraus  la  =  ß  folgt,  hat  man 

8)  D«  e^*  =  /5"  e'^* 

IV.     In  Beziehung  auf  den  Sinus  gelten  folgende   unmittelbar 
rentändliche  Gleichungen 
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D  sinx  =  -f"  cös»  =  sin  (l  ^  +  a?), 
D^sinx  =  —  sinx  =  sin  (|  »  -f-  a?), 
B^sinx  =  —  cosx  =  stn  (|  »  +  x\ 
B^sinx  =  4-  ma;  =  sin  {\n  ■\-  a?), 

U.  8.  W. 

die  allgemeine  Formel  lautet  demgemäss 

9)  D"  sinx  =  sin  ( -r-  »  +  «  j  • 

Y.  Für  clen  Cosinus  gilt  eine  sehr  ähnliche  Rechnung,  aus  der 
man  findet 

10)  2}»  cosx  =  cos  f-ö-  ^  +  «  )• 

Weit  verwickelter  gestalten  sich  die  höheren  Differentialquotien- 
ten von  secx,  tanx^  cscx,  cptx,  aresin x  und  arctanx;  hevor  wir 
etwas  Genaueres  darüber  angeben  können,  müssen  wir  erst  die  Diffe- 
rentialquotienten zusammengesetzter  Functionen  untersuchen. 


§.  13. 

Die  höheren  Differentialquotienten  zusammengesetzter 

Functionen. 

L     Sind  u  und  v  Functionen  der  unabhängigen  Yariabelen  x^ 
femer  a  und  5  constante  Grössen,  so  hat  man  nach  §.  6,  Nr.  3) 

B(au  -\-  hv)  =  a  Bu  -}-  h  Bv, 

hieraus  folgt,  wenn  beiderseits  weiter  differenzirt  wird, 

B^{au  +  hv)  =  a  B^u  -f-  h  B^v, 

B^(au  +  Iv)  =z  a  B^u  +  hB^v, 
und  allgemein 
1)  2)»(att -f- 5  t;)  =  a  D»«  +  5  D*«;. 

Nach  dieser  Regel  ist  z.  B.  der  Ausdruck  ; sehr    leicht 

1  —  x^ 

2U  differenziren,  wenn  man  die  identische  Gleichung 

1  —  flj2       Ml  —  a?  ^  1  -f-  a?! 
beachtet;  mit  Hülfe  von  Formel  3)  des  vorigen  Paragraphen  erhält 
man  nämlich 

1—0?«  ((1  —  a?)"  +  ^        (1  +  a;)"  +  * 
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II.  Die  Regel  für  die  Differentiation  eines  Productes  aus  zwei 
veränderlichen  Factoren  liefert,  melirmals  nach  einander  angewendet, 
folgende  Gleichungen 

D  (uv)  =z  u  ,  Dv   4-  J5^  •  ^ 

D^(uv)  =  u  .  1)2«;  +  2Du  .  Dv  +  JD^i  .  v 

B^{uv)  =  u  .  D^v  +  3Du  .  1)%  +  3D%  .  J)v  +  DHc  .  v. 

Hieraus  ersieht  man,  dass  der  nte  Differentialquotient  folgende 
Gestalt  besitzen  muss 

+  Än-lD^'-^U  .  Dv   +  ÄnD"U  .  V, 

worin  Aq^  Äi ,  Ä2,  .  -  *  An  gewisse  noch  unbekannte  Zahlencoeffi- 
cienten  bedeuten,  die  nicht  von  der  Natur  der  Functionen  u  und  v^ 
sondern  nur  von  der  Anzahl  der  ausgeführten  Differentiationen,  d.  li. 
von  n  abhängen.  Wählt  man  demnach  u  und  v  im  speci eilen  Falle 
80,  dass  die  beiderseits  in  Nro.  2)  angedeuteten  Differentiationen  auf 
gewöhnlichem  Wege  ausführbar  sind,  so  erhält  man  eine  Bedingungs- 
gleichung für  jene  Coefficienten.  Diese  Bemerkung  dient  zur  Be- 
stimmung von  Aq,  Ai  t  ,  .  .  An-     Wir  setzen  nämlich 

w  =  e^^    v=  e^,  mithin  uv  =  e^^  +^^^ 

woraus  für  ganze  positive  p,  q  und  «  folgt 

DPt«  =  /3Pe^*,     D^v  =  e'',      2)"(i*t;)  =  (1  +  /3)"e(^ +  ^)^; 
indem  wir  diese  Werthe  für  die  Gleichung  2)  benutzen  und  am  Ende 

den  beiderseits  gemeinschaftlichen  Factor  eP^e"  =  e^^^^^^  weg- 
lassen, gelangen  wir  zu  der  Gleichung 

(1  +  ßy 

=  Ao  +  A,ß  +  A,ß^  + +  ^„_i/3«-i  4-  Anß\ 

Hieraus  erkennt  man  sofort,  dasß  die  Coefficienten  Aq,  Ai,  A^ 
etc.  die  sogenannten  Binomialcoefficienten  des  Exponenten  n  sind; 
demzufolge  gilt  für  die  w- malige  Differentiation  eines  aus  zwei  va- 
riabelen  Factoren  bestehenden  Productes  die  Formel 

3)  D'^iuv)  =  (n)oU  .  D'^v  +  (n\  Du  .  D'^-^v 

+  (n)i  2)2«*  .  D^-^t;  + 

Man  kann  dafür  auch  schreiben 

4)  D"(Mt;)  =  (7i)j  w«»)i;(«)  4-  (n)i  u' v^"  "  ^^  +  i:a).i  w"i;C«-2)  _j_ ^ 

wobei  u^^^  für  u  zu  rechnen  ist.  Die  rechte  Seite  hat  die  Form  des 
binomischen  Satzes  und  man  könnte  daher  symbolisch  schreiben, 

D'^iuv)  =  (w  +  t;)(«>, 
nur  muss  man  sich  in  diesem  Falle  erinnern,    dass  nach  geschehener 

SehlOmileh,  Analysls.    L  5 


66  Cap.  II.   §.  14. ,  Anwendungen  der  vorigen 

binomisclier  Entwickelung  auf  der  rechten  Seite  jeder  Potenzexponent 
durch  einen  gleichhohen  Wiederholungsexponenten  zu  ersetzen  ist. 

Beispielweis  sei  w  =  Za;,  t;  =  — ;  die  Formel  3)  giebt  dann 

nach  gehöriger  Reduction 

^•(^)='- ";'"•- ["-(t+t+--+^)} 

§.  14. 
Anwendungen  der  vorigen  allgemeinen  Formeln. 

I.     Bezeichnet  man  secx  kurz  mit  e;,  so  ist  identisch 

1)  cosx  .  t;  =  1, 

mithin   durch   n- malige  Differentiation,  wobei    die  Formel  4)  ftkr 
u  =  cosx  in  Anspruch  genommen  wird, 

(n)ocosx  .  t;^'*>  —  (n)2C0SX  .  »(*~*>  +  {n\cosx  .  t;^*--'*> 

—  (n)isinx.v<'*~  *>-|- (n)3Siwa;.f;^"~*^—  (n)^sinx  .  t;(»-5)  ^  ... 

=  0; 
hieraus  folgt,  indem  man  v^^^  als  Unbekannte  ansieht, 

2)  f;<«>  =  [(n)i t?(« -  1)  —  (w)3 «;<"-«>  -f  (n)6t;(»-5>  —  ...]  tanx 

+   (w)2t;^*-2>  —  (w)4t;C*-*>  -f-  (w)6t;(»-^«>  —  •••• 

Da  man  v^^^  =  secx  und  v'  =  secx  .  tanx  kennt,  so  dient  diese 
Gleichung,  wenn  der  Reihe  nach  n  =  2,  3,  4  etc.  genommen  wird, 
zur  successiven  Berechnung  von  t;",  v'"  etc.  Doch  würde  es  nicht 
leicht  sein,  auf  diesem  Wege  das  allgemeine  Bildungsgesetz  von  v^^^ 
zu  entdecken. 

IL  Dasselbe  Verfahren  passt  auf  die  Tangente.  Aus  v  =  tanx 
folgt  nämlich 

3)  cosx  .  V  =  sinx 
und  nach  der  obigen  Methode 

4)  ^(n)  ^  sinilnn;  +  x)  ^  ^^^^^  v^n-i)^  (n)^^(n-z)  4. j^no; 

cos  X 

+  (n)2t;(»-2)  — (n)4t;C«-*)  + 

Die  Cosecante  und  die  Cotangente  liefern  ähnliche  Formeln,  de- 
ren Entwickelung  dem  Leser  überlassen  bleiben  möge. 

IIL     Setzt  man 
Ö)  U  =  aresin  Xf 
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80  wird 

Vi  —x^'  y(i  -.aj2)8* 

statt  der  letzten  Gleichung  kann  man  schreiben 

(1  -.a?2)[7"-a;-=i =  =  0, 

y  1  —  aj2 

oder 

(1  —  «2)  j7"  _  a;  rr  =  0. 

Dorch  n- malige  Differentiation  dieser  Gleichung  ergiebt  sich 
(n)o(l  —  fl?2)  m^  +  2)  _  (w)i  2a;  CT^«  +  D  —  (n)2  2  .  1  ü-c«) ;  _ 

—  (n)oa;  U<^  +  i>  —  (n)i  .  1  ü(^>      \  ~  ^* 
oder,  wenn  CTC*  +  ^^  als  unbekannte  angesehen  wird, 

^  1  —  a?^ 

Von  ü'  und  ü"  ausgehend,  erhält  man  jetzt  ü'",  ü^^  etc., 
indem  man  der  Reihe  nach  n  =  1 ,  2 ,  3  etc.  setzt. 

Uebrigens  kann  man  irgend  einen  höhereu  Differentialquotienten 
von  U  =  aresin  x  auch  direct  vollständig  entwickeln ,  nur  ist  dann 
die  Formel  weniger  einfach.     Man  hat  nämlich 

j.         .  1  11 

D  arcstnx  =  , .  =  -7==  •  ,^  ; 

Vi  —  «2        V  1  +  rr     y  1  —  o; 

Hier  lässt  sich,  wenn  beiderseits  n-mal  differenzirt  wird,  rechter 
Hand  zuerst  die  Formel  4)  in  §.  13  anwenden  und  nachher  jeder 
Differentialquotient  von  uoder  v  nach  Formel  4)  in  §.  12  entwickeln. 
Nach  einigen,  von  selbst  sich  darbietenden  Reductionen  gelangt  man 
zu  folgender  Formel 

7)  D*  +  1  arcsinx 
_1.8.5...(2n— 1)(         r(n)i  l~fl?  1.3(n)2        /^^— ^V 

2«(i— a:)"Vl— Ä^  1        2n— 1 1+a;  "^  (2w— l)(2w— 3)\l+a;/ 

1.3.5(n)8  /l-a?Y  ) 

(2w— l)(2n  — 3)(2n— 5)\1 +aj/  "^       ( 

lY.    Setzen  wir 

8)  F=  arctanXf 
80  ist 

F'  =  ^--^  oder  (1  +  x^yr  =  1; 

durch  n -malige  Differentiation  der  letzten  Gleichung  erhalten  wir 
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(n)ü (1  +  a?2)  F(«"+  1)  -f-  (w)i  2x  7(«>  +  (n)^  2  .  1  7^«  -  i>  =  0, 
oder 

9)  Vin  +  1)  =  _  2na;7(>o+n(n-l)F("-i> 
^  1  4-  »2 

Für  n  =  1 ,  2 ,  3  etc.  ergeben  sich  hieraus  die  successiven  Dif- 
ferentialquotienten 7",  7'"  u.  s-  w. 

Auch  hier  kann  7^"^  ==  D"  ardan  a;  noch  auf  andere  Weise 
direct  entwickelt  werden.     Da  nämlich  aus  Nro.  8) 

X  =  tan  7,       - — ; — '  =  co$^  V 

1  -\-  x^ 

folgt,  80  lässt  sich  der  erste  Di£ferentialquotient  in  der  Form 

10)  DV=cos^V 
darstellen;  der  Differentialquotient  hiervon  ist 

2)27=  2cos7.  DcosV=  —2cosVsinV .  DV 
oder,  wenn  statt  DV  wieder  sein  voriger  Werth  gesetzt  wird, 
D^  7  =  —  2  cos^  VsinV  =  —  cos^  Vsin  2  7. 
Eine  fernere  Differentiation  giebt 

D^V=  —  2(cos^Vcos2V—  cosV  sinV  sin2V)  DV 
=  —  2cos^V{cosVcos2V  —  sinVsin2V) 
=  —  2  cos^  V  cos  3  7; 
differenzirt  man  von  Neuem,  so  folgt 

D^V=  +  2  .  3(cos37sm3  7  +  cos^VsinV  cosSV)  DV 
=  4-2.3  cos*  7  (cos  VsinS  V  +  sin  Vcos  3  7) 
=  +  2  .  Scos^V  sin4V, 

D'*V=  -1-2.3.  4(cös47cos47—  cos^  VsinV  sin  ^V)DV 
=  -|-  2  .  3  .  4cos^V(cosVcos4V  —  sinVsinAV) 
=  -}-  2  .  3  .  4cos6  Vcos 6  7. 

Den  weiteren  Gang  dieser  sehr  einförmigen  Rechnung  übersieht 
man  leicht;  es  ist  daher 

11)  D^'^V=  (—1)*  1.2.3...(2Ä;—  1)  cos^*  7sm2Ä 7, 

12)  1)2*  +  ^  7=  (—1)*  1.2.3 (2Ä)c()s2*+i7«ös(2Ä+l)7. 

Beide  Formeln  lassen  sich  in  eine  einzige  zusammenziehen,  und 

man  vermeidet  damit  die  Unbequemlichkeit,  bei  der  Angabe  von 
D**  7  die  Fälle  eines  geraden  und  eines  ungeraden  n  unterscheiden 
zu  müssen.     Setzt  man  nämlich 

W=  arctan  - — , 

X 
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so  ist  F  =  J  Ä  —  TT,  mithin 

sin2hV=8in(k7t  —  2hW)  =  <—  iy^^sin2kW, 

c«?s  (2  Ä  + 1)  F  ===  cös  (^^^ii;r— (2Ä+1)  1f)=(— l)*stn(2Ä^ 

und  die  Formeln  11)  mid  12)  werden  jetzt 

-D2*F=—  1.2...  (2Ä;— l)sm2*TFsm2ÄTF, 

2>2*  +  i7_  +1.2 (2Ä;)sm2*  +  iTFsm(2Ä+l)TF, 

d.  L  überhaupt 

D''rz=(^  l)»-il  .  2  .  3  .  .  .  (n  —  l)sm»TF«mnTF 
Setzt  man  endlich  die  Werthe  von  F  und  W  wieder  ein,  indem 
man  berücksichtigt,  dass 

sinW=  C08V=  ^r 

ist,  so  gelangt  man  zu  folgender  Formel 

1  Q^  T^„      ,  (—  1)»  -  1 1  .  2  .  .  •  (n  —  1)    .   /       ^       1  \ 

V (1  -f  x^Y  \  «/ 

Allgemeinere  Untersuchungen  über  die  höheren  Differentialquo- 
tienten zusammengesetzter  Functionen  und  einige  damit  verwandte 
Probleme  werden  wir  im  zweiten  Bande  mittheilen. 


§.  15. 

Successiye  Differentiation  der  Functionen  mehrerer 

Variabelen. 

Die  wiederholte  Differentaation  einer  Fonction  mehrerer  unabhän- 
giger Variabelen  kann  entweder  partiell  in  Beziehung  auf  die  eine 
oder  andere^  Yariabele  geschehen,  oder  total  in  Beziehung  auf  alle 
Yariabelen  zugleich;  die  Untersuchung  trennt  sich  daher  wie  früher 
(§.  9)  in  zwei  Theile. 

L    Wird  eine  Function 

1)  '  =/(*. ») 

Euerst  partiell  in  Beziehung  auf  x ,  und  der  entstandene  Differential- 
quotient partiell  nach  y  differenzirt,  so  entsteht  der  zweite  Diffsren- 
tialquotient 

Zx   Zz 

TT  ~~       dg 
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welchen  man  kürzer  mit 

8y8a;      .    'dy'dx 
oder  auch  mit 

bezeichnet;  durch  die  Stellnng  von  dy  und  dx  oder  von  Dy  und  Dg 
giebt  man  gleichzeitig  die  Reihenfolge  der  Differentationen  zu  er- 
kennen, wobei  immer  von  rechts  nach  links  zu  lesen  ist.  Dem  ent- 
sprechend bedeutet 

^ = w  "^  "■"•—  ^•"'^^"- 

dass  die  Gleichung  1)  zuerst  partiell  in  Beziehung  auf  y^  und  das 
erhaltene  Resultat  partiell  nach  x  differenzirt  worden  ist. 

Bei  der  Ausrechnung  beliebig  gewählter  Specialfalle  bemerkt 
man,  dass  DyDxZ  =  D«2)y  x^  ist;  es  entsteht  daher  die  Frage,  ob 
diese  Gleichung  allgemein  und  unter  welchen  Bedingungen  sie  gilt. 
Hierüber  lässt  sich  auf  folgende  Weise  entscheiden,  wobei  zur  Ab- 
kürzung sein  möge 


2) 


dydx         ^  V    ^^  dxdy 

Wir  betrachten  zuerst  den  Ausdruck 

f(x  +  ^1x,y)  —  f{x,y) 

als  Function  von  y  allein  und  bilden  die  Differenz  desselben,  indem 
wir  y  4"  ^y  B.n  die  Stelle  von  y  treten  lassen  und  den  geänderten 
Ausdruck  um  den  ungeänderten  Ausdruck  vermindern.  Auf  die  so 
entstehende  Differenz 

f(x  +  ^x,y  +  Jy)  ^f(x,y  +  ^y)  -  lf(x-{-^x,y)  -  f(x,y)] 

ist  nun  die  Formel  2)  in  §.  8  anwendbar,  welcher  wir  für  diesen 
Zweck  die  folgende  Gestalt  geben 

F(y  +  ^y)  —  F(ff)  =  ^y  .  F\y  +  x^y),  0<JC<1; 
wir  erhalten  hier,  wo  F(y)  =  f(x  -j-  ^x^y)  —  f(x,y)  mithin 

zu  setzen  ist, 

/(x  +  ^x,y  +  jdy)  —/{x^y  +  ^y)  — /(«  +  ^x,y)  +  f(x,y) 
=  ^y[t(o^  +  ^x,y  +  TiJy)  —  i>{x,y  +  iidy)]. 
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Der  auf  der  rechten  Seite  in  KLunmem  stehende  Ansdrack  ist  gans 
ebenso  gebildet  wie  die  Differenz  #'(«  +  ^x^V)  —  if(x,h)  wenn 
man  sich  h  als  constant  und  zwar  =  ff  -|-  9t  ^y  denkt.  Durch  An- 
wendung des  schon  vorhin  benutzten  Satzes  oder 

*(a?  +-  ^x,l))  —  if(x,V)  =  ^x.t'(x  +  X^x,h\  0<*<1, 

folgt  nun  aus  dem  unmittelbar  Vorhergehenden 

gv    fix  +  ^x,y  +  Jy)  —  f{x,y  +  dy)  —  f{x  +  zlx,y)  +f{x,^ 

/1x/1y 

Betrachtet  man  zweitens  den  Ausdruck 

f{x,y  +  dy)  —f(x,y) 

als  Function  von  x  und  bildet  die  Differenz  desselben  in  Beziehung 
auf  Xj  so  entsteht 

f{x  +  z/a?,y  +  ^y)  —/(x  +  Jx^y)  —  [/(x,y  +  dy)  — /(«.y)]; 

hier  lässt  sich  der  Satz 

Fix  +  dx)  —  Fix)  =  dx.Fix  +-  f*^ir),  0<f*<l, 
anwenden  wenn  man  Fix)  z=  fix^y  -{-  ^y)  — fix^y)  mithin 

setzt;  dies  giebt 

fix  +  /lx,y  +  ^y)  — /(ä  +  ^x,y)  —  /(a?,y  +  z/y)  +-/(ar,y) 

Der  eingeklammerte  Ausdruck  ist  ebenso  gebildet  wie  die  Differenz 
9^(^>y  +  ^y)  —  ^^iP"iy)  wenn  man  sich  a  constant  •=■  X  -f-  yi>^x 
gesetzt  denkt;  wegen 

9(a,y  +  Jy)  —  9(0,^)  =  ^y.q>'ia,y  +  v^y),  0<v<l, 

folgt  nun 

4)    /(a?  +  ^x,yJy)  —  /(a?  +  dx,y)  —  /(a;,y  +  ^y)  +  fix.y) 

^x^y 
=  tp'ix  +  li^x,y  +  v^y). 

Die  linken  Seiten  der  Gleichungen  3)  und  4)  sind  identisch,  mithin 
ist  auch 

^'(aj  +  Az/a;,y  +  xz/y)  =  tp'ix  +  ^^ir,y  +  vJy). 

Lässt  man  die  bisher  willkührlichen  Zunahmen  ^x  und  ^y  gegen 
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die  Null  convergiren,  so  erhält  man 

d.  h.  vermöge  der  Bedeutungen  von  if'ix^y)  und  9'  (^c^v) 


5) 


dxdy  •         dydx 


Damit  ist  der  fragliche  Satz  bewiesen  jedoch  nur  unter  bestimmten 
Voraussetzungen.     Die  mehrfach  benutzte  Formel 

F(u  +  Ä)  —  F(u)  =  hr(u  +  d'h\  0<'9'<1 

gilt  nämlich  nur  dann,  wenn  F(u)  überhaupt  einen  Differential- 
quotienten F'(t*)  besitzt  und  wenn  F{u)  und  F'(u)  endlich  und 
stetig  bleiben,  während  u  bis  auf  u  -{-  h  anwächst.  Im  vorliegenden 
Falle  folgt  hieraus,  dass  x  und  y  keine  solchen  Werthe  erhalten 
dürfen,  für  welche  die  eine  oder  andere  der  Functionen 


f(^,yl 


m^.y)    0/(^,2/)    dm^,y) 


dx 


dy    '     dxdy  ' 


die  Existenz  der  drei  letzten  vorausgesetzt,  unendlich  oder  disconti- 
nuirlich  wird. 


Fig.  13. 


Man  kann  diesem  Theoreme 
eine  sehr  anschauliche  Seite  ab- 
gewinnen, wenn  man  sich  js  als 
das  Volumen  denkt,  welches 
unterhalb  von  einem  beliebi- 
gen Rechtecke  aus  den  Seiten 
OL  =  x  und  0M=  y  (Fig.  1 3), 
seitwärts  von  den  vier  auf  Oi, 
LK,  NM,  MO  errichteten 
Verticalebenen,  und  oberhalb 
durch  irgend  eine  Fläche  be- 
grenzt wird;  es  ist  dann  in 
der  That  ;9  eine  Function  von 
X  und  y,  und  man  hat  nach 


de 

:r-  =  Fläche  LNWÜ 

dx 

Jll_^HLNWU)^^ 
dydx  dy  ' 


andererseits 
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1^    =  F\&che  MNWV 


d^z   ^^(^Nwv)^^^y^ 


dx dy  dx 

was  mit  dem  Vorigen  übereinstimmt 

Sind  irgend  wieviel  DÜferentialionen  in  Beziehung  auf  Irgend 
wieviele  Variabele  auszufahren,  so  lassen  sich  nach  dem  Vorigen 
immer  je  zwei  Differentiationen  vertauschen;  auf  diese  Weise  kann 
man  jede  beliebige  Anordnung  der  Differentiationen  herbeifuhren, 
ohne  dass  das  Resultat  eine  Aenderiing  erleidet. 

IL  Mittelst  des  Vorigen  lassen  sich  die  höheren  totalen  Dif- 
ferentiale einer  Function  leicht  entwickeln;  man  hat  nämlich  zunächst 
bei  zwei  Variabelen 

6)  dz  =^-^-  dx  -{■  •^--  dy 

dx  dy 

and  unter  Anwendung  desselben  Satzes 

\dx      J   .      ,        \gx       /   - 

d^z  = ^ dx  H 5 dy 

dx  dy 

-\ f dx  H f- dy, 

dx  dy 

dies  ist  soviol  als 


d^z  =  ^  dx^  +-  ^^^f     dy  dx 
8a?2         ^  dydx  ^ 

d^z  d^z 

oder  mit  Backsicht  auf  die  *  Gleichung  5) 

d^z  d^z  d^z 

Durch  Wiederholung  desselben  Verfahrens  findet  sich 

8)  d^jg  =  ^  dx^  +  3  ^    ,'1     dx'^  dy 

dx^  ^      dx^  dy  ^ 

d^z  d^z 

oad  wenn  man  beachtet,  dass  die  hier  vorkommenden  Zahlencoeffi- 
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cienten  durch  dieselbe  successive  Addition  wie  in  §.13,  II.  entstehen, 
80  erkennt  man  als  allgemeines  Gesetz: 

Kürzer  schreibt  man  dafov  in  symbolischer  Form 

10)  d«jer  =  (^  dx  +  -^  dy)   8«^. 

\dx  dy      J 

Bei  drei  Yariabelen,  wenn  z.  B.  u  eine  Function  von  rr,  y  und  z 
bedeutet,  erhält  man  auf  gleiche  Weise: 

")  '^"«  =  fe  '^^  +  ^  '^^  +  ^  rf^)*8-«. 

und  man  übersieht  auf  der  Stelle ,  wie  sich  die  Sache  bei  mehreren 
Yariabelen  gestaltet. 

§.  16. 
Höhere  Differentiälquotienten  unentwickelter  Functionen. 

Aus  den  Betrachtungen  des  §.10    wissen  wir,  dass  eine  Glei- 
chung von  der  Form 

1)  /(«,  y)  =  0  oder/=  0 

durch  Differentiation  die  folgende  giebt: 

^>  "ä^  +  8^  *  d^  -  "• 

wobei  X  die  unabhängige  Yariabele  bedeutet  und  y  als  unentwickelte 
Function  von  x  angesehen  wird.  Um  nun  die  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  zu  erhalten,  bezeichnen  wir  die  linke  Seite  der 
Gleichung  2)  für  den  Augenblick  mit/i(a;,  y)  oder  noch  kürzer  mit 
/i;  es  ist  dann  unter  Anwendung  derselben  Regel 

andererseits  hat  man  aber  vermöge  der  Bedeutung  von  fx 

dx        8««  "^  dy  '  dx^  '^  dxdy'  dx 

8/i  _    8'/      I    8/         \dxJ       8»/     rfy^ 
8y        dydx'^dy'      dy      ■*"  8y»  '  d« ' 
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Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  y  nur  von  x  abhängt,  dass  also  auch 

dy 

-r-nvLT  X  enthält,  mithin  eine  Function  von  x  allein  [nach  der  frü- 
heren Bezeichnung  q>'(x)]  und  constant  in  Beziehung  auf  y  ist;  man 
hat  daher 


(Ä) 


=  0 


dy 

und  wenn  man  die  drei  letzten  Gleichungen  in  Nra  3)  einföhrt,  so 
ergiebt  sich  die  gesuchte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

^     8a?»  ^      dx  dy'  dx  ^  dy^  '  \dx/  "^  dy  '  dx^ 

Nach  demselben  Verfahren  kann  die  Differentialgleichung  drit- 
ter Ordnung  aufgestellt  werden;  sie  ist,  wenn/2  die  linke  Seite  der 
Torigen  Gleichung  bezeichnet: 

1^  +  1^.^  =  0. 

dx         dy      dx 
Bei  wirklicher  Entwickelung  der  angedeuteten  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten  findet  sich : 

dA  _  »V  ,    9     8V        äy    ,    ^     dV      d^y 


dx        8««   '       dx^dy     dx    '       dxdy    dx^ 


8f/_  (äyy   ,0^^^ 
dx  8y«  \dxj    '''      Öy2  '  dx     dx* 


,    8/     d*y  8«/       d^ 

"^  dy  '  dx»  '^  dx  dy  'dx'* 

8/,  ^     d»f  d^f       dy^ 

dy        dx^dy'^     dx  dy*  '  dx 

"^  dy»  \dxj  "^  dy'  '  dx^' 

Durch  Substitution  in  Nro.  5)  giebt  "dies  bei  Vereinigung  aller 
gleichartigen  Grössen: 

^     dx^  "^      dx^  dy'  dx  '^     dx  dy^  \dx)  "*"  dy^  \dxj 

"^      8rc  8y  '  (ia?2  "^      8^/2  '  da?  *  cia?« 

+  ^  .  ^    =    0. 
8y     da?3 

Man  abersieht  leicht,  wie  sich  mittelst  dieses  Verfahrens,  was 
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freilich  immer  längere  Rechnungen  erfordert,  die  höheren  Differenz 
tialgleichungen  der  gegebenen  Gleichung  entwickeln  lassen;  aus  ih« 
nen  lassen  sich  dann  auch  die  Differentialquotienten  der  Function 
y  von  X  herleiten;  denn  es  folgt  jetzt  aus  Nro.  2): 

y\  *  dy  _  dx 


dx  d£  ' 

dy 
wie  schon  bekannt  ist;  ferner  aus  Nro.  4): 

Qx  d^y  _        dx^~^      dxdy     dx    '    dy^ 


dV  (dy\ 
"^  dv^  \dxj 


dx^  8/ 

dy 

dy 
und  hier  kann  man  den  vorhergefun denen  Werth  von  -=^  einsetzen; 

dx 

,  d^y 

die  Gleichung  6)  führt  dann  weiter  zur  Kenntniss  von  -=-^  u.  s.  f. 

Auch  bei  Functionen  mehrerer  Yariabelen  bleibt  das  Verfahren 
ganz  dasselbe,  man  unterlässt  es  jedoch,  allgemeine  Formeln  aufzu- 
stellen, weil  diese  sehr  verwickelt  werden  würden,  und  zieht  es  da- 
gegen vor,  in  jedem  gegebenen  besonderen  Falle  die  nöthige  specielle 
Rechnung  auszuführen. 


§.  17. 
Vertausohung  der  unabhängigen  Variabelen. 

Bezeichnet  x  die  unabhängige  Yanabele,  in  Beziehung  aufweiche 
ein-  oder  mehrmal  differenzirt  wird,  so  ist  nach  den  Prinzipien  der 
Differentialrechnung  dx  ein  dem  x  willkürlich  ertheilter  und  auf 
irgend  eine  Weise  gegen  die  Null  convergirender  Zuwachs,  und  eq  ist 
mithin  dx  unabhängig  von  X]  anders  verhält  es  sich  mit  dem  Diffe- 
rentiale dy  der  abhängigen  Yariabele  y,  denn  für  y  =  f(x)  ist 
dy  =f'(x)  .  dx,  und  hier  bildet  dy  eine  Function  von  x,  weil  es 
aus  zwei  Factoren  besteht,  deren  erster  x  enthält.  Nach  dieser  Be> 
merkung  folgt  bei  zweiter  Differentiation,  indem  dx  ala  constanter 
Factor  gilt,  d'^y  =  df{x)  .  dx  =f\x)dx.dx  =f(x)dx^  über- 
einstimmend  mit  den  Früheren,  und  ebenso  würden  für  die  ferneren 
Differentiationen  e2a;',  dx^  etc.  als  Constanten  anzusehen  sein.  Eskann 
nun  im  Verlaufe  einer  analytischen  Untersuchung  nöthig  werden,  dem 
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z  den  Charakter  der  unabhängigen  Yeränderlichkeit  abzunehmen  und 
iim  auf  eine  andere,  entweder  bereits  vorhandene  oder  erst  neu  ein- 
zufahrende Variabele  zu  übertragen;  so  z.  B.  könnte  es  bei  der  Un- 
tersuchung einer  Curve,  deren  Abscissen  x  und  deren  Ordinaten  y 
beissen,  erforderlich  sein,  nicht  die  Abscisse,  sondern  die  Ordinate. 
als  unabhängige  Yariabele  anzusehen,  oder  man  könnte  in  den  Fall 
kommen,  die  Coordinaten  einer  durch  stetige  Bewegung  entstandenen 
Curve  als  Functionen  der  Zeit  betrachten  zu  müssen,  welche  während 
der  Bewegung  verfliesst,  wie  dies  namentlich  in  der  Mechanik  häufig 
geschieht.  Schärfer  aufgefasst  ist  jetzt  die  Frage,  was  man  an 
die  Stelle  der  Differentialquotienten 

dy        cf^y        d^y 

dx'      dx^'      dx^' 
zu  setzen  habe,  wenn  x  nicht  mehr  als  unabhängige  Variabele,  son- 
dern als  Function  einer  anderweiten  unabhängigen  Veränderlichen  t 
angesehen  wird,  woduixh  nun  auch  y  in  letzter  Instanz  eine  Function 
von  i  geworden  ist. 

Beachtet  man,  dass  y  von  x  und  x  von  t  abhängt,  also  y  eine 
znsanunengesetzte  Function  bildet,  so  hat  man  nach  den  Lehren  des 
§.6.: 

dy         dy      dx 
dt         dx      dt 


and  man  erhält  hieraus 


0 


dy 
dy  dt 


dx  dx 

U 

Indem  man  beiderseits  in  Beziehung  auf  die  unabhängige  Varia- 
bele t  differenzirt,  wo  nun  dt  constant  ist,  dx  und  dy  dagegen  von 
t  abhängen,  findet  man  links 


\dx/  \dxj 


dx        d^y     dx 


dt  dx  dt    ~     dx^      dt 

und  rechter  Hand   nach  der  Regel  für  die  Dififerentiation  der  Quo- 
tienten 

dx     d^y        dy     d^x 

U  '  d¥  ^  17  *  d¥ 


( 


dt) 
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Stellt  man  beide  Ausdrücke  in  eine  Gleichung,  so  ergiebt  sieb 

d^V 
durch  Reduetion  auf  3-^ 


2) 


Durch  Wiederholung  der  Differentiation  in  Beziehung  auf  t  fin- 
det man  auf  gleiche  Weise 

d^y 


d^y 

dx 
dt 

d^y        dy 
dt'i         dt 

d^x 
dt^ 

dx'^ 

/dxV 

8) 


dx^ 


fdxY  d^y  dx     d^x    d^y  dy  /d^x^       dx      dy    d^x 

\dt)    dt^  dt  '  dt^  '  dt^  "^       dt  Kdt^J         dt  '   dt  '  dt^ 

/dxV 

\dtj 

Wie  man  auf  diese  Weise  weitergehen  kann,  ist  unmittelbar  klar ; 
allgemeine  Formeln  würden  wegen  der  grossen  Gomplication  der  Aus- 
drücke von  keinem  Nutzen  sein. 

Nehmen  wir  beispielsweise  t  =  y,  womit  gesagt  ist,  dass  nun- 
mehr y  als  unabhängige  Yariabele  gelten  oder  die  Gleichung  y  =/(x) 
umgekehrt  werden  soll  Ix  =  -F^/)]«  so  ist 

dy  1 


4) 


5) 


dx  dx 

dy 

d^x 
d^y  dy^ 


dx^  fdxy 

\dy) 


6) 


/^y_  dx_     d^ 

d^y  \dyy         dy  '  dy^" 

dx^  /dx\^ 


\dy/ 
u.  s.  w. 

Dasselbe  Verfahren  passt  auch  auf  den  Fall,  wenn  mehrere  un- 
abhängige Variabelen  vorhanden  sind,  nur  werden  die  Formeln  noch 
etwas  verwickelter.  Man  zieht  es  daher  vor,  die  Rechnung  erst  in 
den  gerade  vorkommenden  speciellen  Fällen  auszuführen,  ¥äe  man 
dies  später  sehen  wird. 
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§.  18. 

Zusammenhang  zwischen  einer  Function  und  ihren  succes- 

siven  Differentialquotienten. 

Sowie  in  §.  8  Gleichungen  zwischen  einer  Function  und  ihrem 
ersten  Differentialquotienten  abgeleitet  wurden,  so  lassen  sich  auch  all- 
gemeinere Formeln  entwickeln,  in  denen  ausser  einer  gegebenen  Func- 
tion noch  beliebig  viele  ihrer  Differentialquotienten  vorkommen.  Man 
gelangt  hierzu  auf  folgendem  Wege. 

Analog  der  Gleichung 
1)  /(5)  =/(a)  +  (6  -  a)f{a  +  ^[5  -  a]),     0  <  ^  <  1, 
ist  auch  unter  den  gehörigen  Bedingungen 
/'(c)  =/(«)  +  (c  -  a)f\a  4-  «  [c  -  «]) ,    0  <  s  <  1 ; 

nimmt  man  c  =  a  -f"  '^  (^  —  ^)»  substituirt  nachher  den  Werth  von 
/'(c)  in  die  vorhergehende  Gleichung  und  bezeichnet  %  s  kurz  mit  d'i 
so  erhält  man  die  neue  Formel 
2)/(b)  =/(a)  +  (6_o)/'(a)  +  &(b-a)^f"(a  +  di|>-a]). 

Im  letzten  Summanden  kommen  zwei  positive  ächte  Brüche  & 
and  d'i  vor,  deren  Werthe  man  nicht  näher  kennt;  um  diesen  Uebel- 
stand  zu  vermeiden,  suchen  wir  den  Betrag  der  Summe 

/(a)  +  (6  -  a)f'(a) 

auf  anderem  Wege  zu  bestimmen.     Zu  diesem  Zwecke  sei 

3)  ip(x)=fix)-\-(b-x)f'(x); 
es  ist  dann  einerseits 

4)  q>(a)=f(ä)  +  (b-  a)f'(a) ,      ip(b)  =f(b), 
andererseits  durch  Differentiation  von  Nro.  3) 

5)  q)'(x)  =  (5  —  x)f"(x). 
Hier  lässt  sich  die  bekannte  Formel  (§.  8,  Nro.  8) 

9,(6)  =  g,(a)  +  ^^^^S^,-,  V'C«  +  Ö[b  -  «]) 

anwenden,  indem  man  aus  Nro.  4)  die  Werthe  von  q)(h)  und  q)(a) 
und  nach  Nro.  5) 

(p\a  +  d[b  —  a])  =  (1  —  d)(h  —  a)/"(a  +  ö|>  —  a]) 

sabstituirt;  man  gelangt  sofort  zu  der  Gleichung 

6)  fQ>)=f(fl)  +  (ö  - «)/'(a)  +^(^r^=rj/"(a  +  6 [6  -  a]), 
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welche  genauer  als  die  frühere  (2)  ist,  insofem  sie  nur  den  einen  po- 
sitiven ächten  Bruch  ö  enthält.  Etwas  einfacher  wird  die  Formel  6) 
für  p  =  2,  nämlich 

7)    f(p)  =f(a)  +  (&-  a)/'(a)  +  i(5-a)V"(«  +  ö[Z>~a]). 

Uebrigens  gelten  diese  Resultate  nur  unter  der  Voraussetzung', 
dass  q){x)  und  (p'{x)y  mithin  auch/(a;),/'(a;)  und  f*'(x)  stetig  und 
endlich  bleiben  von  o?  =  a  bis  o;  =  Ih 

Das  soeben  benutzte  Verfahren  lässt  sich  wieder  auf  die  Formel 

7)  anwenden;  man  hat  nämlich 

/"(c)  =/"(a)  +  (c  -  ä)f"'{a  +  6[c  -  a]), 
mithin  wenn 

c  =  a  +  0(p  —  a),         Ö£  =  Öi 
genommen  und  substituirt  wird, 

8)  m  =  f(a)  +  (b-  a)f'(a)  +  ^  (ö  -  a)  V"(«) 

Aucli  hier  kommen  zwei  unbekannte  Brüche  0  und  öi  vor,  und 
daher  verbessern  wir  die  Formel  auf  folgende  Weise.     Es  sei 

9)  ^  (a,)  =  /(a;)  +  (6  -  x)f'  (x)-ir\(b-  x^fix) , 
SO  haben  wir  einerseits 

10)  tf («)  =f(ä)  ■^(h-a)f'(a)-^l(b-ayf"ia),  *(&)=/(l,). 
andererseits  durch  Differentiation  von  Nro.  9) 

t'(x)  =  i(b-xy/"'(x), 

i>'(a  +  &Jb  —  ä])  =  l(l—  &yQ}  —  ayf"'(a  +  »{b  —  a]\ 
Substituireu  wir  diese  Werthe  in  die  Formel 

11)  ^(6)  =  t(a)  +  p^^i^S»)p-i  ^'(«  +  *P>  -  «]) , 

80  gelangen  wir  augenblicklich  zu  der  Gleichung . 

12)  /(&)  =/(a)  +  (& - a)f'ia)  +  i(b- a)V"(a) 

die  sich  für  p  •=:  S  noch  etwas  vereinfacht,  nämlich 

13)  /(2>)=/(a)+(5-a)/'(a)  +  l(5-a)V"(a) 

Dabei  müssen  ^(ic)  und  ^'(x),  mithin  auch  /(a;),  /'(«?),  f"(x) 
und  f'"(x)  endlich  und  stetig  bleiben  von  x  =  a  hiB  x  =  h. 

Um  die  bisherige  Schlussweise  ganz  allgemein  auszuführen, 
petzen  wir 
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14)   i;(x)  =f(x)  +  ^-=^r(x)  +  ^f^r(x)  + 

^  1  .2  ...  (n—  1)*^  ^^^' 

worin  f(x)  eine  gegebene  Function ,  ^  (x)  dagegen  die  unbekannte 
Summe  der  rechts  stehenden  Summanden  bezeichnet.  Einerseits 
ist 

t(d)  =f(a)  +  ^-^f(a)  +  ^^/"(a)  +  .  .  .  . 

^  1  .  2  .  .  .  («  —  !)•'  '•"^' 

i,(b)=/(b), 

andererseits  durch  Differentiation  von  Nro.  14),  wobei  sich  alle  ne- 
gatiyen  Ausdrücke  heben, 

nnd  wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  11)  einsetzt,  so  ge- 
langt man  zu  der  Formel 

16)    /(b)  =f(a)  +  ^-^f'ia)  +  ^fi^f"(a)  +  •  •  • 

^  1  .  2  .  .  .  («  —  1)  •'  ^'^^ 


i  .  z  .  .  .  (n  —  *■)  '  P 


Zur  Gültigkeit  der  vorstehenden  Gleichung  gehört  übrigens  die 
Endlichkeit  und  Continuität  der  Functionen  i\f{x)  und  ^'(o;);  dazu 
ist  hier,  wo  il>(x)  xmd  ^'(a:)  durch  die  Gleichungen  14)  und  15) 
bestimmt  werden,  erforderlich,  dass  f{x),  /'(a;),  /"(a?),  .  .  ./^"^(a?) 
endlich  nnd  stetig  bleiben  von  o;  =  a  bis  o;  =  2). 

Für  h  —  a  =  h  nimmt  die  Formel  16)  folgende  Gestalt  an. 
17)  f(fl  +  Ä)  =/(a)  4-  -^/'(«)  +  i^/"(«)  +  •  •  •  • 

+  1.2  .'■  ."(n  -  D-^^-'^^'') 

SchlCmilch,  Analysis.    L  '    (\ 


82        Cap.  n.  §.  18.    Successive  Dififerentialquotienten. 

und  dabei  mOssen  f{x)  ,  f\x) ,  /"(a?)  i  .  .  .  /^"^  (a?)  endlich  und  conti- 
nuirlich  bleiben  von  a;  =  a  bis  rc  =  a  +  Ä* 

Als  Specialisirungen  der  Zahl  p  empfehlen  sich  die  Werthe  j)  =  n 
und  i?  =  1 ;  im  ersten  Falle  erhält  man 

18)  /(o  +  A)  =/(a)  4-  4/'(«)  +  TT2>"'(«)  +  •  •  •  • 

dagegen  im  zweiten  Falle 

19)  f(a  +  Ä)  =/(a)  4-  -j-/'(«)  +  i^/"(«)  +  •  •  •  • 

•  •  •  +  1.2...(«-1)^"  -  '^(«)  +  1.2...(.-1)^''^(°  +  ^^)- 

Hier  bedeutet  %'  immer  einen  positiven  ächten  Bruch,  dessen 
Werth  nicht  näher  bekannt  ist.  Dieser  kann  übrigens  in  den  drei  letz- 
ten Formeln  verschieden  sein,  denn  man  sieht  an  einzelnen  Beispie- 
len zu  Formel  17)  sehr  leicht,  dass  %*  gleichzeitig  von  a,  ^,  n  und 
p  abhängt  und  daher  bei  verschiedenen  j>  im  Allgemeinen  verschie- 
dene Werthe  erhält. 

Eine  sehr  einfache  Anwendung  von  Formel  18)  gewährt  die 
Specialisirung 

f{x)  =  logx, 

wobei  M  den  Modulus  des  logarithmischen  Systems  bezeichnen  möge; 
es  ist  dann 

(-^i)Y^'Y-^  .  (-i)"  +  7    n    yi 

und  zwar  gilt  diese  Formel  für  alle  positiven  a  und  h.  Setzt  man 
für  <&  das  eine  Mal  die  Null,  das  andere  Mal  die  Einheit,  so  wird 
der  absolute  Werth  des  letzten  Summanden  im  ersten  Falle  zu  gross, 
im  zweiten  zu  klein,  und  man  erhält  daher  zwei  Zahlen,  zwischen 
denen  log  (a  -^  h)  enthalten  ist. 

Auch  für  Functionen  mehrerer  Yariabelen  können  ähnliche  Glei- 
chungen wie  Nro.  17),  18)  oder  19)  entwickelt  werden,  doch  unter- 
lassen wir  dies,  da  wir  ohnehin  auf  diesen  Gegenstand  zurückkommen. 


•  • 


Oap.  m. 
Untersuchungen  über  krumme  Linien  und  Flächen. 

§.  19. 

l>6r  Lauf  ebener  Curven. 

I.  Die  erste  Frage  bei  der  Betrachtung  einer  ebenen  krommen 
Linie  wird  sich  immer  auf  deren  Steigung  oder  Fall  beziehen,  weil 
schon  hieraus  die  Gestalt  der  Gurve  mit  einiger  Sicherheit  zu  ersehen 
ist  Soll  nun  die  Gurve  sieigen,  so  muss  die  nächstfolgende  Ordinate 
grösser  als  die  vorhergehende  sein,  beim  Herabsteigen  dagegen  eni* 
spricht  der  grösseren  Abscisse  eine  kleinere  Ordinate.  Betrachten 
wir  daher 

X  und  y  =if(x), 

X  +  ^x    ^     y  +  ^y=f(x  +  ^x) 

als  Coordinaten  zweier  benachbarten  Punkte,  so  steigt  die  Gurve, 
wenn  hei  hinreichend  kleinen  ^x  die  Differenz 

positiv  ist  und  es  bleibt,  falls  ^x  noch  weiter  abnimmt  und  gegen 
die  Null  convergirt;  dagegen  fällt  die  Gurve  bei  negativ  bleibenden 
dy.  Zufolge  der  Voraussetzung  eines  positiven  ^x  kann  man  auch 
sagen,  dass  die  Gurve  steigt  oder  fällt,  je  nachdem  der  Differenzen- 

qaotient 

^y  ^f(x  +  ^x)-^fix) 

Ax  Ax 

das  positive  oder  negative  Vorzeichen  beh&lt.  Wie  in  §•  8  nachge- 
wiesen wurde ,  hat  aber  der  Differenzenquotient  bei  hinreichend  klei- 

6* 
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nen  ^x  dasselbe  Vorzeichen  wie  der  Differentialquotient;    es  gilt 
daher  der  Satz: 

Die  Curve,  deren  Gleichung  y  z=f(x)  ist,  steigt 
so  lange  als/'(a;)  positiv  bleibt,  sie  fällt  dagegen  so 
lange/' (o;)  das  negative  Zeichen  behält. 
Man  wird  dies  geometrisch  sogleich  bestätigt  finden,  wenn  man 
sich  an  die  Gleichung 

y^  =  f  (x)  =  tan  t 

erinnert.    Bei  positiven  /'  (x)  ist  nämlich  t  positiv  und  die  Tangente 
TP  (Fig.  14)  bildet  mit  der  positiven  Seite  der  a;-Achse  den  spitzen 


Fig.  14. 


und    zwar    positiven 
Winkel  X  TP,  wobei 
die  Drehung  von  der 
Rechten   zur  Linken 
als    die  Drehung  im 
positiven    Sinne    be- 
trachtet   wird;     un- 
ter diesen  Umständen 
steigt  die  Curve.  Dem 
negativen  /'  (x)  entspricht  ein  negativer  Winkel  t  =  Z.XTiU,  wel- 
cher durch  die  entgegengesetzte  Drehung  entstanden  ist;  die  Curve 
fallt  dann. 

Wenn  die  derivirte  Function  /'  (x)  ihr  Vorzeichen  auf  die  Weise 
ändert,  dass  sie  entweder  vom  Positiven  durch  Null  hindurch  in'a 
Negative,  oder  umgekehrt  aus  dem  Negativen  durch  Null  hindurch 
in's  Positive  übergeht,  so  tritt  an  der  Stelle,  wo  f'(x)  =  0  wird, 
entweder  der  Uebergang  von  Steigen  zu  Fallen  oder  von  Fallen  zu 
Steigen  ein.  Derartige  Punkte  kann  man  passend  Culminations- 
p unkte  nennen;  im  ersten  Falle  ist  die  Culmination  eine  obere, 
im  zweiten  eine  untere.  An  jedem  Culminationspunkte  wird  r=0, 
mithin  die  Tangente  parallel  zur  Abscissenachse ,  wie  in  Fig.  14  an 
dem  oberen  Culminationspunkte  G. 

Als  Beispiel  kann  man  die  Ellipsengleichung 

y  =  —  V  2ax--x^ 
a 


benutzen;  der  Differentialquotient 


r  =  -: 


a  —  X 


ö     Y2ax-'X^ 
hat  far  X  <^  a  das  positive,  fär  rc  >  a  das  negative  Vorzeichen  und 
geht  an  der  Stelle  x  =  a  aus  dem  Positiven  in's  Negative  über. 
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Die  Cmre  besitzt  daher  an  der  Stelle  »=  a,y  ^=h  einen  oberen 
Colminationspnnkt,  wie  auch  geometrisch  bekannt  ist. 

n.  Hat  man  mittelst  der  angegebenen  Regel  gefunden,  dass^ 
eine  Gurve  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  steigt  oder  fallt,  so 
bleibt  noch  die  zweite  Frage,  wie  jenes  Steigen  oder  Fallen  ge- 
schieht Eine  Gnrve  kann  nämlich  beim  Steigen  entweder  die  erha- 
bene oder  die  hohle  Seite  gegen  die  Abscissenachse  kehren  (s.  Fig. 
15  and  16).  Dasselbe  gilt  auch,  wenn  die  Gurve  fallt,  und  es  bedarf 
daher  eines  Unterscheidungszeichens  für  diese  verschiedenen  Lagen. 
Ist  nun  der  Bogen  PP^  convex  gegen  die  Abscissenachse  (Fig.  15), 

so  heisst  dies  nichts  An- 
^^'  ^^'  deres,  als  dass  er  zwi- 

schen seiner  Sehne  und 
der  aj- Achse  liegt;  dage- 
gen ist  der  Bogen  PP^ 
concav  (Fig.  16),  wenn 
umgekehrt  die  Sehne  zwi- 
schen dem  Bogen  und 
der  Abscissenachse  durch- 
geht. Schalten  wir  auf 
der  Mitte  der  Sehne  noch 
den  Punkt  Q  ein  und  be- 
zeichnen mitPi  denjeni- 
gen Gurvenpunkt,  wel- 
cher die  nämliche  Ab- 
scisse  wie  Q  besitzt,  so 
haben  wir  bei  convexer 
Krümmung 

MiQ>MiPu 

^        bei  concaver  Krümmung 

MiQ<MiPu 
und  es  ist  also  die  Gurve 
convex  oder  concav  gegen  die  Abscissenachse,  je  nachdem  Mi  Q  —  MiPi 
das  positive  oder  negative  Yorzeichen  hat.  Für  0M=  x,  MM\ 
=  Jlfj  M^  ==  ^x  und  mit  Bücksicht  darauf,  dass  Mi  Q  das  arithme- 
tische Mittel  zwischen  MP  und  M^  P^  darstellt,  findet  sich 

MiQ^MiP^ 

_f{x^-2Jx)+f{x)    j,^^^  ^^^^Ax+2^x)-2f(x+^x)+f(x) ^ 

dieser  Ausdruck  hat  immer  dasselbe  Yorzeichen  wie 


Fig.  16. 
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fix  +  2z/a?)  >-  2 fix  +  ^x)  +  f(x)  ^  ^V(x) 

und  letzterer  ist  wieder  einerlei  mit 

wo  Q  eine  gleichzeitig  mit  z/a?  gegen  die  Null  convergirende  Grösse 
bezeichnet.  Hieraus  folgt ,  dass  bei  hinreichend  kleinen  z/o;  der 
zweite  Diflterenzenquotient  dasselbe  Vorzeichen  wie  der  zweite  Diffe- 
rentialquotient besitzt,  dass  mithin  die  Gurve  convex  oder  concav 
ist,  je  nachdem  /"  (x)  das  positive  oder  negative  Zeichen  hat.  Diese 
Bemerkungen  sind  leicht  auf  den  Fall  auszudehnen,  wo  die  Curve 
unterhalb  der  Abscissenachse  liegt,  mithin/(aj),  f(x  -\-  ^a?),  f(x  +  2  ^x) 
negativ  sind;  man  findet,  dass  umgekehrt  ein  negatives  f'' ix)  die 
convexe,  ein  positives  /"  {x)  die  concave  Krümmung  anzeigt.  Mit 
dem  Vorigen  zusammen  giebt  dies  den  Satz,  dass  die  Curve  convex 
oder  concav  gegen  die  Abscissenachse  gekrümmt  ist,  je  nachdem  fix) 
und  /"  ix)  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  besitzen. 

Zu  demselben  Resultate   führt   auch   eine  andere  Bemerkung. 
Bei  einer  convex  steigenden  Curve  wachsen  nämlich  die  Tangenten- 
winkel, bei  einer  Concav  steigenden  nehmen  sie  ab,  wie  man  unmit- 
telbar aus  Fig.  17  und  18  ersieht,  worin  PT  und  Pi  Ti   die  Tan- 
Fig.  17.  Fig.  18. 


genten  an  zwei  aufeinander  folgenden  Punkten  sind.  Die  gleiche 
Bemerkung  gilt  auch  für  fallende  Curven,  und  daher  deutet  jederzeit 
ein  wachsendes  x  auf  convexe,  ein  abnehmendes  t  auf  concave  Ejrüm- 
mung.  Die  Zunahme  oder  Abnahme  von  r  erkennt  man  an  dem 
Vorzeichen  des  Differentialquotienten 

dt  darctany' 1  ^^ 

dx~        Ix        ~  1  +  y'^^   • 
dieses  Vorzeichen  hängt  lediglich  von  y''  ab,  und  damit  gelangt  man 
wieder  zu  dem  vorigen  Satze,     Um  letzteren  etwas  einfacher  und 
für  Anwendungen  bequemer  aussprechen  zu  können,  denken  wir  uns 
die  Abscissenachse  so  weit  abwärts  parallel  zu  sich  selbst  verscho« 
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ben,  das8  alle  in  Frage  kommenden  Ordinaten  positiv  ausfallen;  mit 
anderen  Worten,  wir  yergrössem  alle  innerhalb  des  betrachteten 
Intervalles  liegenden  Ordinaten  um  eine  constante  Strecke,  welche 
mehr  als  die  grösste  Ordinate  beträgt.  Auf  y'  und  y"  hat  diese 
Operation  keinen  Einfluss;  der  vorige  Satz  aber  lautet  dann: 

Die  Curve,  deren  Gleichung  y  =/(rc)  ist,  kehrt 
die  convexe  oder  die  concave  Seite  nach  unten,  je 
nachdem /"(a?)  positiv  oder  negativ  ist. 

Aendert /"  (a?)  sein  Vorzeichen  mittelst  Durchganges  durch  den 
Werth  /"  {x)  =  0,  so  findet  an  dieser  Stelle  ein  Krümmungswechsel 
statt;  ein  derartiger  Punkt  heisst  ein  Inflexionspunkt  oder  Wen- 
depunkt. 

UL  Nach  diesen  Sätzen  ist  der  Lauf  einer  durch  ihre  Glei- 
chung gegebenen  Curve  auf  folgende  Weise  zu  untersuchen.  Man 
ermittelt  zunächst  die  Intervalle,  innerhalb  deren  y  sein  Vorzeichen 
behält,  sowie  die  Stellen  wo  y  =:  0  wird;  man  erhält  dadurch  die 
Ponkte,  welche  die  Curve  mit  der  Abscissenachse  gemein  hat,  d.  h. 
Durchschnitte  oder  Berührungspunkte  mit  dero^Achse.  Nach- 
her entscheidet  man,  wie  weit  y'  positiv,  wie  weit  es  negativ  ist  und 
wo  y'  sein  Vorzeichen  mittelst  Durchganges  durch  Null  wechselt; 
dies  giebt  die  Culminationspunkte.  Endlich  untersucht  man, 
innerhalb  welcher  Intervalle  y"  positiv  bleibt,  innerhalb  welcher  an- 
deren negativ ,  und  an  welchen  Stellen  y"  sein  Vorzeichen  mittelst 
Durchganges  durch  Null  wechselt,  d.  h.  wo  Inflexionspunkte  vor- 
kommen. Diese  sogenannten  ausgezeichneten  Punkte  reichen  hin, 
am  die  Gestalt  der  Curve  kennen  zu  lernen. 

Als  Beispiel  diene  eine  Curve  von  folgender  Entstehungsweise.  In 
einem  über  dem  Durchmesser  AB  =  2  a,  Fig.  1 9  (a.  f.  S.),  construirten 
Kreise  sind  parallel  zu  ^  ^  Sehnen  gezogen,  von  denen  Qi  Qg 
irgend  eine  darstellen  möge;  sie  schneidet  den  zu  AB  senkrechten 
Durchmesser  in  einem  Punkte  N.  Man  legt  femer  M\  Qi  ||  CD  ||  M-i  Q% 
und  zieht  die  Gerade  AN\  letztere  triflft  Mi  Q\  in  Pi,  M^  Qj  in  P^f 
and  nun  sollen  Pi,p2  Punkte  der  neuen  Curve#sein.  Bezeichnet  man 
ÄMi  oder  AM^  mit  x,  und  die  zugehörige  Ordinate  mit  ^,  so  erhält 
man  als  Gleichung  der  krummen  Linie 

xV  2ax  —  x^ 

y  =  — ä — ' 

imd  hieraus  ergiebt  sich,  das  Wurzelzeichen  erst  als  positiv  voraus- 
gesetzt, dass  zu  jedem  negativen  x  ein  imaginäres  y  gehört,  dass 
ferner  fär  o;  =  0  auch  y  =  0  wird,  dass  jedem  zwischen  0  und  2  a 
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liegenden 05  ein  positives  y  entspricht,  dass  for  a?=2a  wieder y=0, 
und  für  x  '^  2  a  jedes  y  imaginär  ist.  Die  Curve  geht  demnach  tod 
A  aus  über  die  a^Achse  hinauf  und  steigt  am  Ende  in  B  wieder  zu 

Fig.  19. 


M,       H 


ihr  herab.  Nimmt  man  das  Wurzelzeichen  negativ,  so  erhält  man 
gleich  grosse  und  entgegengesetzte  Ordinaten;  demnach  besteht  die 
Curve  aus  zwei  congruenten,  über  und  unter  der  Abscissenachse  lie- 
genden Zweigen,  die  zusammen  eine  geschlossene  Figur,  ein  soge- 
nanntes Blatt  bilden. 

Man  erhält  weiter  als  ersten  Differentialquotienten 

p        x(3a  —  2x) 

y  =r         i , 

aV  2ax—x^ 

wobei  das  Wurzelzeichen  positiv  genommen  werden  kann,  weil  man 
nur  einen  der  beiden  congruenten  Zweige  zu  untersuchen  braucht 
Für  X  =  0  wird  j/'  =  0 ;  ^o  lange  x<^^a  bleibt,  ist  y'  positiv,  für 
o;  =  |a  wird  y'  =  0,  bei  grösseren  x  wird  y'  negativ  und  zuletzt, 
d.  h.  für  X  =  2a,  negativ  unendlich  gross.  Demnach  hat  die  Curve 
in  Ä  die  Abscissenachse  zur  Tangente;  von  Ä  aus  steigt  sie  bis  zu 
dem  oberen  Culminationspunkte  G,  dessen  Coordinaten  ÄF  =  ^a, 

FG  =  a  sind,  und  fallt  dann  bis  £,  wo  sie  die  Abscissen- 

4 

achse  rechtwinklig  schneidet. 

Was  femer  den  zweiten  Differentialquotienten 

„  _  x(Ba^'-'6ax  +  2x^)  _  2 a? [(a? -- f  q)«  —  f  g«] 
^    ~      aV(2aiC--a?2)8      ~      aV(2aX'-x^y 

anbetrifft,  so  übersieht  man  leicht,  dass  derselbe  positiv  bleibt  von 
a;=Obis  zudem  kleineren  der  beiden Werthe,  welche (o;  —  |a)>=|a' 
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3  —  VT 
machen,  d.  h.  bis  zu  a?  = r a  =  ia  —  acosSO^.  BeimUeber- 

schreiten  dieses  Werthes  geht  y''  aus  dem  Positiven  in's  Negative 
über  nnd  bleibt  negativ  bis  x  =  2a.     Es  würde  zwar  später  für 

X  = a  wieder-  ein  Zeichenwechsel  eintreten;  dieser  kommt 

3  -A-  l/T 
aber  nicht  in  Frage,  weil a  >>  2  a  ist  und  die  zugehörigen 

y,  y\  y"  imaginär  sind.  Die  Gurve  ist  demnach  convex  gegen  die 
Abscissenachse  von  A  bis  zu  dem  Inflexionspunkte  J,  dessen  Goordi- 
oaten  A.H=  \a  —  acös 30<*  und  HI  leicht  construirt  werden  kön- 
nen; darüber  hinaus  bleibt  die  Linie  concav« 


§.  20. 

Bogendifferential,  Tangenten,  Asymptoten  und  Normalen 

ebener  Curven. 

I.     Die  schon  öfter  benutzte  Gleichung 

1)  to»t=«'  =  ^ 

dx 

bildet  die  Grundlage  für  alle  Formeln  und  Gonstructionen ,  welche 
mit  dem  Probleme  des  Tangentenziehens  in  irgend  einem  Zusammen- 
hange stehen.  Zunächst  bemerken  wir,  dasg  aus  Nr.  1)  die  folgenden 
Gleichungen  entspringen: 

dy 

«\  1  .  dx 

2)  eoBx  =  ^    .  ,  stnt  = 


V'  +  iW       V-  +  {%)' 


denen  man  auch  die  Gestalt  geben  kann: 

AN  dx  .  dy 

3)  casv  =     .  ,   stnt  =  ^ 


Vdx^  4-  dy^'  Vd^+dp 

Hier  besitzt  der  Nenner  eine  geometrische  Bedeutung.  Je  kleiner 
nämlich  dx  und  dy  gedacht  werden,  desto  eher  ist  es  erlaubt,  das 
zwischen  den  Punkten  x,  y  und  x  -\-  dx,  y  -{■■  dy  liegende  Gurven« 
stück  mit  seiner  Sehne  zu  verwechseln  oder  das  aus  den  Katheten 
dx^  dy  und  dem  zugehörigen -Bogen ,  welcher  ds  heissen  möge,  ge- 
bildete Dreieck  als  geradliniges  Dreieck  anzusehen.     Dass  diese 
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Vorstellung  richtig  ist,  beweist  die  daraus  folgende  Gleichung  tan  r 

=  -=— ,  welche  mit  Nr.  1)  übereinstimmt.    Dann  darf  man  aber  wei- 
ax 

ter  schliessen,  dass  für  das  Bogendifferential  da  die  Gleichung 

4)  ds^  =  dx^  +  dy^ 

gelten  muss.     Dies  kann  auch  direct  auf  folgende  Weise   gezeigt 
werden. 

In  Fig. 20  sei  OM  =  x,  MP  =  y,  MMi  =PQ  =  z/a;,  P,Ö 


Fig.  20. 


=  zJy,  Z.  PTX  =  r,  der  von 
einem  festen  Punkte  G  an  gerech- 
nete Bogen  CP  =  5,  mithin 

Are  PPi  =  ^8, 
endlich  B  der  Punkt,  in  welchem 
die  Tangente  TP  die  Ordinate 
MiPi  schneidet;  wählt  man  ^x 
so  klein,  dass  der  Bogen  PPi 
keinen  Inflexionspunkt  enthält, 
also  entweder  nur  convex  oder 
nur  concay  ist,  so  hat  man  folgende  Ungleichungen 

ÄrcPPi  >  PP,,  d.  h.  z/s  >  V^x'^  +  ^y\ 

ArcPPi  <  PE  +  EPu  d.h.z/s<z/a?  sect  ■\-  Jy  ^  ^x  tanz. 
Durch  beiderseitige  Division  mit  ^x  ergiebt  sich 


M   MiU 


V> + iu 


'\2  z/s  .      Z/« 

)    <C  -7-  <  sect  A — :r-  —  tanz; 
/         jdx  '    z/o; 


beim  Uebergange  zur  Grenze  für  unendlich  abnehmende  z/a;,  ^y^ 
z^S  erhält  man  auf  der  linken  Seite  als  Grenzwerth 


y.  +  (gj  =  VTT7-'. 


und  auf  der  rechten  Seite 

secx  +  ^  —  *«^^  =  secx  =  Vi  -f  tan'^z  =  Vi  4.  y'«. 

Beide  Seiten  convergiren  also  gegen  eine  und  dieselbe  Grenze, 
daraus  folgt 


ds 
dx 


was  mit  der  Gleichung  4)  übereinstimmt.     Auch  ist  nun 
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1  dx 

cos  X  =  ,  .  =  -r— , 

VTT7»      ^^ 

Wemi  die  Gleichmig  der  Cnrve  nicht  in  der  ezpliciten  Gestalt 
jT  =  /(sr),  sondern  implicite  unter  der  Form 

F(x,  p)  =  0 
gegeben  ist,  so  bat  man 

dF 

ti'  =  ^  =  —  -^ 
^        dx  dll 

sa  setzen,  wie  in  §.  10  gezeigt  worden  ist. 

n.  Um  durch  den  Punkt  P  eine  Tangente  an  die  Corve  zn 
legen,  kann  man  entweder  den  Berühningswinkel  r  aus  der  Formel  1) 
bestimmen  und  sein  Complement  MPT  (Fig.  20)  an  die  Ordinate 
MF  antragen,  oder  eine  der  Geraden  MT,PT  berechnen  und,  wenn 
möglich,  construiren.  Die  erste  dieser  Strecken  heisst  die  Subtan- 
gente,  die  zweite  die  Tangente,  und  zwar  ist 

6)  Sbtg.  =  yccitx  =  -^—  =  ^, 

tanz        y 


y  V 1  +  y'^ 


7)  Tang.  =  -?— 

Bezeichnen  £  und  i/  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
der  Tangente,  so  gilt  die  Gleichung 

n  —  y  =  {^'- x)tant, 

Ton  deren  Richtigkeit  man  sich  durch  wirkliche  Construction  der 
Differenzen  £  —  x  und  17  —  y  leicht  überzeugt ;  demnach  lautet 
die  Gleichung  der  Tangente: 

Für  den  Fall,    dass  die  Gleichung  der  Curve  in  der  unent- 
wickelten Form 

F{x,y)  =  0 

gegeben  ist,  erhält  die  Gleichung  der  Tangente  die  symmetrische 
Gestalt 
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III.     An  die  GleichoDg  8)  oder 

^  =  y'l  +  y  —  «/ 
knüpft  sich  noch  folgende  Bemerkung.    Wenn  die  Curve  in's  Unend- 
liche geht ,  so  kann  es  geschehen ,   dass  bei  unendlich  wachsenden  x 
die  Ausdrücke 

y'  und  y  —  xy' 
sich  bestimmten  Grenzen  nähern ;  es  giebt  dann  eine  feste  Grenzlage 
der  Tangenten,  der  sie  sich  mehr  und  mehr  nahem,  je  weiter  der 
Punkt  xy  fortrückt,   d.  h.  eine  sogenannte  Asymptote  der  Curve. 
Setzen  wir 

Idmy'  =  IAmf{x)  =  A,  I       

Limiy--  xy')  =  Lim[f(x)  —  xf(x)]  =  5.  j  ^^  ~  °^^ 
so  haben  wir  als  Gleichung  der  Asymptote 

10)  ri  =  ÄS  +  B. 

Nur  für  den  Fall,,  dass  die  Asymptote  parallel  zur  ^-Achse  liegt, 
wird  diese  Gleichung  unbrauchbar  wegen  ^  =  00  und  .B  =  00;  man 
hat  aber  dann  die  vorige  Betrachtung  nicht  nöthig,  weil  sich  eine 
derartige  Asymptote  von  selbst  dadurch  bemerklich  macht,  dass 
einem  endlichen  x  ein  unendliches  y  entspricht. 


Fig.  21. 


M  MiU 


IV.  Frrichtet  man  im  Punkte 
P  auf  der  Tangente  eine  Senk- 
rechte, welche  die  Abscissenachse 
in  U  schneidet,  so  erhält  man  die 
sogenannte  Normale  der  Curve; 
Mü  heisst  die  S  üb  normale 
(Fig.  21).  Aus  der  Bemerkung, 
dass 

Z.  MP  U=  Z.  MTP  =  r 
ist,  findet  man  leicht 


11) 

12) 


Siibnomu  =  ytant  =  yy\ 


_     y     _ 


Karm.  =  — ^—  =  yV  l  +  y'^\ 
cosz 


femer  ist,  wenn  |  und  r]  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Normale 
bezeichnen, 

iy  —  y  =  (a?  —  Ö  cotx, 

mithin  die  Gleichung  der  Normale: 


13) 


y  =  —  TT  (I  —  «> 


Cap.  III.  §.  21.  Beispiele  von  Tangentenconstructionen  etc.    93 

Der  unentwickelten  Form  der  Garvengleichung   entspricht  als 
Gleichung  der  Normale 

Anwendungen  dieser  allgemeinen  Vorschriften  giebt  der  nächste 
Paragraph. 


§.  21. 
Beispiele  von  Tangenten-  und  Normalenconstrootionen. 

L  Die  Kegelschnitte.  Nimmt  man  die  Hauptachse  eines 
Kegelschnittes  zur  a;- Achse  und  einen  ihrer  Endpunkte  zum  Coordi- 
natenanfang,  so  ist  bekanntlich 

1)  3/2  =  2px  4-  qx^ 

die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte ,  worin  p  den  Halbpara- 
meter (die  Ordinate  im  Brennpunkte)  bedeutet.     Man  findet  hieraus 

2)  y»'=p-\-qx,     y'=i±S^, 

y 

mithin  als  Gleichung  der  Tangente 

3)  ,_y=-£jLa£(l_^). 

Für  £  =  0  ergiebt  sich  hieraus  ein  specielles  17,  das  i/o  heissen* 
möge,  und  zwar  bedeutet  es  geometrisch  die  Strecke  0  T,  welche  die 
Tangente  von  der  Ordinatenachse  abschneidet;  man  hat  dafür 

riQ  =  y X  =  

S^  y 

oder,  vermöge  des  Werthes  von  y% 

A\  P^ 

y 

Dies    giebt  folgende  Tangentenconstruction   (Fig.   22).     Man 
Fig.  22.  nehme  0  C=p,  falle  von  dem  festen 

Puukte  C  auf  den  Badiusvector  OP 
eine  Senkrechte,  welche  die  Ordina- 
tenachse in  T  schneidet,  und  ziehe 
die  Gerade  TF. 

Man  hat  femer  durch  Substitu- 
tion des  Werthes  von  y 
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y'  = 


y  —  Xft'  =  %  = 


p  +  qx 

y  2px  -f  qx^ 

px' 

X 


l/,£ 


X 

p 


+  a 


V  2px  +  ga?« 


bei  unendlich  wachsenden  o?  wird  hieraus 


+  (/ 


lÄmy 


f_     «     _ 


1^^ 


=  =  V^. 


i^m(y  —  a?3/')  =  Tr= 


Diese  Ausdrücke  sind  reell  und  von  endlichem  Werthe,  wenn 
g  ]>>  0,  d.  h.  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  ist;  letztere  besitzt 
daher  zwei  Asymptoten,  deren  Gleichungen  aus 


6) 


,  =  V7.|  +  * 


hervorgehen,  wenn  man  Vg   das  eine  Mal  mit    dem  positiven,  das 
andere  Mal  mit  dem  negativen  Vorzeichen  nimmt. 

Wa^  endlich  die  Normale  betrifft,  so  bemerke  man,  dass  die 
Gleichung  2)  linker  Hand  den  Ausdruck  ^^^  d.  h.  die  Subnormale, 
enthält  und  dass  die  Gleichung  2)  mit  folgender  übereinkommt: 


6) 


yy  =^''  p- 

X 


Man  kaim  daher  die  Normale  unabhängig  von  der  Tangente 
durch  folgende  Gonstruction  erhalten:  Auf  dem  Badiusvector  OF 
errichtet  man  in  P  eine  Senkrechte,  welche  der  Abscissenachse  in  Q 
begegnet,  und  nimmt  Q  U  =  jp ;  dann  ist  P  U  die  Normale.' 

II.     Die  Gycloide  ist  bekanntlich  der  Weg,  den  irgend  ein 


Fig.  23. 


Punkt  eines  Kreises  be- 
schreibt, wenn  letzterer, 
ohne  zu  gleiten,  auf  einer 
Geraden  fortroUt,  wobei 
sich  die  Peripherie  des 
Kreises  auf  jener  Gera- 
den abwickelt.    Nehmen 
>  wir  die  gegebene  Gerade 
AB^  die  sogenannte  Ba- 
sis, zur  0?- Achse,  den  An- 
fangspunkt der  Bewegung  zum  Ooordinatenanfang  und  setzen  (Fig. 
23)  AMt=z  X,  MF  =  y,  LP  =:z  LU  =  a,  Z.  FLU z=:  (o,  Bo  gel- 
ten folgende  Gleichungen 


TA  M- 
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x  =  AV—  MV  =  Are  UP  —  FV, 

7)  X  •=  am  —  a8ino\ 

p=  UV=LU—  LVy 

d.  L 

8)  p  =  a  ^ —  a  cos  (o. 

Durch  Elimination  von  o  aus  7)  und  8)  würde  man  zu  einer 
Gleichung  zwischen  x  und  y  gelangen,  da  aber  dieselbe  etwas  com- 
plidrt  ausffUlt,  so  thut  man  besser,  die  obigen  zwei  Gleichungen  bei- 
zubehalten und  darin  den  Walzungswinkel  a  als  unabhängige  Yari»- 
bele  zu  betrachten.     Dann  ist 

dx  =  a(l  —  coscj)  do^  dy  =^  asincs  da^ 

mithin 

9)  —- = =  cotld} 

dx        1  —  cosa  * 

oder,  zufolge  der  geometrischen  Bedeutung  des  DifTerentialquotienten, 

tan  r  =  cotla  =  tan  (90<>  —  l  o). 

Da  während  der  ersten  halben  Umwälzung  o  <;^  180^  mithin 
90^^  —  \a  ein  spitzer  Winkel  und  ebenso  r  jedenfalls  <;  90<>  ist,  so 
schliesst  man  aus  der  vorigen  Gleichung 

T  =  900  —  1(0  oder  90»  —  r  =  |o, 

d-  L  ^  MPT=:  dem  Peripheriewinkel  UWP-,  es  ist  folglich  WPT 
die  Tangente  und  die  darauf  senkrechte  P  ü  die  Normale. 

Nicht  selten  nimmt  man  den  höchsten  Punkt  G  der  Gycloide 
zum  Coordinatenanfang  und  den  Pfeil  CD  zur  Abscissenachse.  Für 
CN  =  Xif  NP  =  ^  ist  dann 

Xi  =  CD  —  DN  =  2a  —  y  =  a  (1  +  coscj) 

Pi  =  AD  —  AM  =  jca  —  x  =  a(n  —  co-j-  sima) 


10) 


dvi         dx  ,  I  /  1 

\— ^^  =  —  =  tan  1  CO  =  1/   - 

dxi        dy  ^  K    1 


—  cos  CO 


4-   COSiQ^ 


oder  wegen  cos  co  = 1, 


dxi         V         xi  Xi 

Dieses  Besultat  stimmt  mit  dem  vorigen  überein.  Die  linke 
Seite  bedeutet  nämlich  geometrisch  den  Winkel  Ti,  den  die  Tangen!« 
PT  mit  der  neuen  Abscissenachse  einschliesst,  es  ist  daher 


^ 
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NQ 


NO 
tan  Tx  =  -r^  oder  tan  MP  T 

NC 


NO 


woraus  wieder  folgt,  dass  PW\\CQ  die  Tangente  sein  mnss. 

III.  Die  Kettenlinie.  Aus  statischen  Gründen  bildet  ein  voll- 
kommen  biegsamer  homogener  Faden,  frei  aufgehangen  und  nur  der 
Einwirkung  seines  Gewichtes  unterworfen ,  eine  krumme  Linie  von 
folgender  Gleichung 


12) 


9 


|(e^  +  e-^). 


wobei  die  Abscissenachse  horizontal  in  der  Entfernung  h  unter  dem 


Fig.  24. 


Scheitel  der  Gurve  liegt,  und  die 
Ordinatenachse  vertical  durch  den 
Scheitel  geht  (Fig.  24).  Aus  Nr.  12) 
folgt 

und  OS  ist  vermöge  der  Werthe  von 
y  und  y' 

(f )■  -  '■' = ■. 


^-V(W= 


tanz  = 


oder  zufolge  der  geometrischen  Be- 
deutung von  y' 

— ^— ^■*— . 

h 

Um  hiernach  die  Tangente  am  Punkte  P  zu  construiren,  be- 
schreibt man  aus  dem  Scheitel  C  mit  MP  als  Halbmesser  einen 
Kreis,  welcher  die  Abscissenachse  in  ^schneidet,  zieht  die  Gerade 
CN,  die  mit  0  C  einen  Winkel  =  r  bildet,  und  legt  PT  senkrecht 
zu  CN;  die  Normale  P  CT  ist  parallel  zu  CN 


§.  22. 
Erünuniingskreis,  Krümxniingsmittelpunkt  und  Evolute* 

I.  An  zwei  Punkte  P  und  Pi  einer  Ourve  CPPi  (Fig.  25) 
denken  wir  uns  die  Tangenten  TP  und  Ti  Pi  gelegt ,  die  sich  in  ü 
schneiden,  und  die  zugehörigen  Normalen  construirt,  deren  Durch- 
schnitt Q  heissen  möge ;  in  dem  Sehnenvierecke  P  QPi  U  ist  dann 
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Z  PQPi  =  z.  TüTi  =  Z.  MiTiPi 

Fig.  25. 


—  Z.  MTP  =  ri  ■—  r, 

der  Winkel  FQPi  giebt 
also  den  Zuwachs  des  Tan- 
gentenwinkels  r  an  und  kann 
daher  mit  ^t  bezeichnet 
werden.  Ziehen  wir  femer 
die  Secante  P]  PS  und  setzen 

ZPSM=  <J, 
so  haben  wir  im  Dreiecke 

PPiQ 


z:PiPe=90o-.z:PiPr7=90o  — zSPT  =900  — (<J  — r), 

z:PPie  =  900  — ZPPir7=900  — z:SPiTi  =  900  — (ri  — (J), 

pPi  =  V(pW^  +  l^W^  =  Vi^xy  +  (^y)^; 

vermöge  der  Proportionalität  der  Seiten  und  der  Sinus  der  Gegen- 
winkel können  wir  hieraus  die  Strecken  PQ  =  r  und  PiQ  z=  ri 
berechnen  und  ünden 


sin  PPi  Q 


oder 


V 


l+l 


teV 


r  = 


\^x/ 


sin  ZI  t    ^x 
dx 


cos(t  +  ^^  —  ^) 


^t 


und  dem  entsprechend 


ri  = 


sindx    z/t 


cos  (<J  —  t). 


Lassen  wir  jetzt  den  Punkt  Pi  immer  näher  an  P  rücken,  mit- 
hin ^x^  ^T  und  <J  —  r  gleichzeitig  gegen  die  Null  convergiren,  so 
▼er&ndert  der  Durchschnitt  Q  seine  Lage,  geht  aber  nicht  in's  Un- 
endliche hinaus;  vielmehr  nähern  sich  r  und  ri  der  gemeinschaft- 
lichen Grenze 

BeblOmiloh,  AnalyBifl.    L  7 
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Limr  =  lAmri  = -5 1 

dr 

dx 

welche  wir  q  nennen  wollen.     Aus  tanx  =  y'  folgt  femer,    weil  t 
einen  positiven  oder  negativen  spitzen  Winkel  bedeutet, 

^        ,   dt  1  dy'  1  f, 

dx        1  -{-  y'^    dx         1  +  y 
daher  ist  zusammengenommen 

1)  9- — p 

Das  für  den  ersten  Augenblick  überraschende  Resultat,  dass  der 
Durchschnitt  zweier  Normalen  beim  Zusammenfallen  der  letzteren 
nicht  in's  Unendliche,  sondern  nur  bis  zu  einem  bestimmten  Grenz- 
punkte fortrückt,  ist  übrigens  geometrisch  leicht  zu  erklären.  Je 
weniger  nämlich  die  Entfernung  der  Punkte  P  und  Pi  beträgt,  um 
so  kleiner  ist  auch  die  Differenz  der  Längen  von  P  Q  und  Pi  Q,  mit- 
hin lässt  sich  näherungsweis  PQ  =  PiQ  sAb  Halbmesser  eines  Krei- 
ses ansehen,  welcher  sowohl  die  Punkte  P  und  Pi  als  die  zugehöri- 
gen Tangenten  P  T  und  Pi  Ti  mit  der  Curve  gemein  hat.  Eben 
desswegen  schliesst  sich  dieser  Kreis  genauer  an  die  Curve  an  als 
jeder  andere,  dessen  Mittelpunkt  willkührlich  auf  der  Normale  PQ 
gewählt  wäre  und  der  nur  die  eine  Tangente  P  T  mit  der  Curve  ge- 
mein hätte,  oder  kurz  ausgedrückt,  jener  Kreis  hat  nahezu  dieselbe 
Krümmung  wie  die  Curve  von  P  bis  Pi.  Diese  Schlüsse  erhalten 
ihre  volle  Gültigkeit  beim  Zusammenfallen  der  Punkte  P  und  Pf, 
der  Grenzpunkt  des  Normalen  durchschnitt  es  heisst  dann  der  Krüm- 
mungsmittelpunkt, die  Strecke  q,  als  Radius  eines  Kreises  ge- 
dacht, der  Krümmungshalbmesser,  und  der  mit  Q  aus  jenem 
Punkte  beschriebene  Kreis  der  Krümmungskreis;  er  schliesst  sich 
der  Curve  genauer  an  als  jeder  andere  in  P  sie  berührende  Kreis 
und  hat  durchweg  dieselbe  Krümmung,  wie  die  Curve  in  P. 

Diese  VorUtellungsweise  führt  auch  sehr  rasch  zur  Formel  1). 
Setzt  man  nämlich  Are  CP  =  s,  so  ist  ÄrcPPi  =z/s,  femer  nähe- 
rungsweis, indem  man-^s  wie  einen  mit  dem  Halbmesser  PQ^=  Pi  § 
=  r  beschriebenen  und  zum  Centriwinkel  P^Pi  =  ^t  gehörigen 
Kreisbogen  berechnet, 

^  ^s  :=  r  .  ^T  oder  r  =  -r— 
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folglich  genau  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwiiidende  ^S 
und  z/r 

2)  o  =  ^  . 

^  ^        dz 

Durch  Einführung  der  Werthe 

d8  =VT+yi  .  dx,      dx  =  r-^— r«  y"  dx 

geht  die  Formel  2)  in  die  Formel  1)  über. 

Nimmt  man  das  vorkommende  Wurzelzeichen  im  absoluten 
Sinne,  so  hat  Q  immer  dasselbe  Vorzeichen  wie  y";  d.  h.  geome- 
trisch, der  Krümmungshalbmesser  kann  zwei  verschiedene  einander 
entgegengesetzte  Lagen  haben,  je  nachdem  die  Curve  die  convexe 
oder  die  concave  Seite  nach  unten  kehrt;  im  ersten  Falle  ist  er  posi- 
tiv, im  zweiten  negativ. 

Für  die  Gonstruction  des  Ejrümmungshalbmessers  ist  in  man- 
chen Fällen  die  Bemerkung  von  Nutzen,  dass 

gesetzt  werden  kann,  wo  u  die  Normale  im  Punkte  P  bezeichnet. 
Aus  der  Gleichung  der  Kegelschnitte 

y  =  V  2px  +  gaj3 
erhält  man  z.  B.  durch  zweimalige  DifEerentiation 


y"  =  - 


J?2  p2 


and  daher  ist  der  Krümmungshalbmesser 

was  sich  ohne  Schwierigkeit  construiren  lässt,  wenn  man  z.  B.  — 

als  Tangente  eines  Winkels  betrachtet.    Die  eleganteste  Gonstruction 
der  Formel  werden  wir  im  §.  24  zeigen. 
Für  die  Gycloide  ist  nach  §.  21 

dx  =  2a sin'^ | o do,  y^  =i  cot\ g>, 

mithin 

dy'  =  —  ^   .  ,.  I —  öfo, 
woraus  durch  Division  mit  dx  und  dessen  Werthe  folgt 


»"=-  ' 


4asm^^(9 


?♦ 
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Dies  giebt  den  Ejrämmungshalbmesser 

9  =  —  4asm|a}  =  —  2Pr7 
oder  gleich  dem  Doppelten  der  Normale ;  der  Krümmungsmittelpmikt 
wird  demnacli  erhalten,  wenn  man  die  Normale  PITum  ihre  eigene 
Grösse  verlängert 

Für  die  Kettenlinie  ist  nach  §•  21 

/  £  _£.\  «« 

y'  =  1  (  e  *  —  e     *!,«*  =  ysect  =  ^ 

femer 

mithin  nach  Nr.  3) 

Die  Eettenlinie  hat  also  mit  dem  Kreise  die  Eigenschaft  gemein, 
dass  der  Krümmungshalbmesser  gleich  der  Normale  ist;  die  Lagen 
sind  aber  einander  entgegengesetzt. 

II.  Um  die  Goordinaten  |  und  9}  des  Krümmungsmittelpunktes 
zu  bestimmen,  braucht  man  nur  zu  berücksichtigen,  dass  der  ge- 
suchte Punkt  auf  der  Normale  um  Q  vom  Punkte  P  entfernt  liegt; 
daher  ist  aus  einfachen  geometrischen  Gründen 

X  —  I  =  Qsinty    71  —  y  =1  qcost 

oder  vermöge  der  Werthe  von  p,  sint  und  cosr 

4}         €  =  « -T, —  y.       v  =  y-\ — r« — 

Für  die  Parabel,  deren  Gleichung 

y=zY2px 
ist,  findet  man  hiemach  

g  =  3a?+jp,      iy  =  -.y-^. 

Wenn  die  Gleichung  der  Curve  nicht  in  entwickelter  Form  ge- 
geben ist,  so  müssen  y'  und  y''  nach  den  Lehren  des  §.16  berechnet 
werden. 

IIL  Die  Formeln  4)  enthalten  in  letzter  Instanz  nur  die  drei 
Yariabelen  £,  17  und  Xj  da  man,  wenigstens  bei  entwickelten  Gleichun- 
gen von  der  Form  y  =f(x),  sowohl  y  als  y'  und  y"  durch  x  aus- 
drücken kann.  Denkt  man  sich  aus  den  obigen  Gleichungen  x  elimi- 
nirt,  so  bleibt  nur  eine  Gleichung  zwischen  ^  und  17  übrig,  d.  h.  die 
Gleichung  derjenigen  Curve,  welche  von  den  stetig  aufeinanderfol- 
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genden  Krümmnngsmittelpunkten  gebildet  wird.  Dieser  geometri- 
sche Ort  der  Erummangsmittelpunkte  heisst  die  Evolute  der  gege- 
benen Gurre,  und  zwar  kommt  diese  Benennung  daher,  dass  man  sich 
die  ursprügliche  Curve  durch  Abwickelung  eines  um  die  Evolute  ge- 
legten Fadens  entstanden  denken  kann. 

Als   Gleichung  der  Parabelevolute   findet  man  mittelst  der 
Abgegebenen  Elimination 

also  eine  Gurve  dritten  Grades  (die  sogenannte  semicubische  Parabel). 
Für  die  Ellipse,  deren  Gleichung  unter  der  Form 

dargestellt  wird,  erhält  man  als  Gleichung  der  Evolute 


©•+©■=•• 


wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde 

a2  — 1>2  a2  — 5« 

Ol  = — - — ,  Dl  == — r — . 

a  0 

Für  die  Hyperbel  ist  die  Mittelpunktsgleichung 

(f)'-(D'='^ 

daraus  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Evolute 

a«  +  5»  ^         a«  +  5» 

01= — - — ,  öl  = — r 

a  0 

Für  die  Gycloide  gilt  der  bemerkenswerthe  Satz,  dass  die 

Evolute  eine  mit  ihr  congruente  Gycloide  ist,  die  jedoch  eine  andere 

Lage  besitzt. 

§.  23. 
Formeln  für  Folarcoordinateiu 

Bei  dem  Grebrauche  von  Polarcoordinaten  wird  meistentheils  der 
Winkel  zwischen  dem  Radiusvector  und  der  Abscissenachse  als  un- 
abhängige  Yariabele  betrachtet  und  jener  Yector  als  abhängige 
Variabele;  für  Z.  XOP  =  ö  und  OP  =  r  (Fig.  26  a.  f.  S.)  ist  dem- 
nach die  entwickelte  Gleichung  der  Gurve  von  der  Form 

1)  r  =/(Ö). 
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woraus  sich  die  Differentialquotienten 


Fig.  26. 


dm 


=  r"=/"(ö)u.  s.  w. 

leicht  ableiten  lassen.  Es 
fragt  sich  nun,  welche  neue 
Formeln  an  die  Stelle  der  frü- 
heren treten,  wenn  man  statt 
der  rechtwinkligen  Coordina- 
ten  Polarcoordinaten  einfuhrt 
Der  Uebergang  von  dem 
einen  zum  anderen  Coordina- 
tensjsteme  geschieht  bekaimt- 
lich  mittelst  der  Formeln 


2)  x^=rco$0^  p=zrsinO; 

eine  Aenderung  des  0  hat  nun  gleichzeitige  Aenderungen  von  r,  x 
und  y  zur  Folge,  mithin  ist 

dx        dr        n  -   ü 

■Ja  =  -TTT  <^osö  —  rsind, 
da        du 

dy 
und  durch  Division  unter  Berücksichtigung  der  Formel  —  =  tant^ 


tont  = 

Hieraus  ergiebt  sich 

dr 

dÜ~ 


-TTT  sin  d  +  rcosd       -rjr  tand-^r 
dO  du 


dr 
dd 


cosO  —  rsinO 


dr 
M 


rtanO 


1  4-  tcm  t  tan  0 

r  ^ : — 7T-=  r 


tcm  X  —  tan  ö 
oder,  wenn  z  —  d  =  (p  gesetzt  wird, 


tan  (r  —  ö) 


3) 


1    dr        r* 


Diese  Formel ,  die  man  auch  durch  eine  sehr  einfache  geometri- 
sche Betrachtung  finden  kann,  löst  das  Problem  des  Tangentenzie- 
hens, denn  es  ist  q)  der  Winkel  zwischen  der  Tangente  PT  und  dem 
Radiusvector  OP. 
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Nennen  wir  ^  den  Winkel  OFU^  welchen  die  Normale  mit  dem 
Radiusvector  einscbliesst,  so  ist  ^  =  90^  4*  9}  folglich 

r' 

i)  tan  tp  = • 

Eine  im  Goordinatenanfange  auf  dem  Vector  errichtete  Senk- 
rechte wird  von  der  Tangente  in  einem  Pimkte  F,  von  der  Normale 
in  einem  Punkte  W  geschnitten;  die  Strecke  OV  heisst  dann  die 
Polarsubtangente,  OTF  die  Polarsubnormale.  Man  findet  OV 
=  r  tan  g>  oder 

5)  PolarsuUg.  ==  -7, 

T 

6)  Polar  Slam.  =  r'; 

die  letzte  Gleichung  lässt  die  geometrische  Bedeutung    von  r'  er- 
kennen. 

Die  Formel  für  das  Bogendifferential 

ds^  =  dx^  +  dy^ 
verwandelt  sich  nach  Substitution  der  Werthe  von  dx  und  dy  in  die 
folgende 

7)  ds^  =  dr^  4-  (r  dd)^ 
oder  

8)  ds  =  ddy  r^+  (1^)'  =  dd  Vr'^  +  r'^. 

Zu  demselben  Besultate  führt  auch  eine  einfache  geometrische 
Betrachtung. 

Um  endlich  den  Krümmungshalbmesser  in  Polarcoordinaten  aus- 
zudrucken,  halten  wir  uns  an  die  Formel 

ds 

worin  ds  schon  durch  Nr.  8)  bekannt  und  daher  noch  dz  zu  berech- 
nen ist     Sie  Formel  3). liefert 

r' 
t  —  ß  =sz  arccot  — , 

r 

daher  ist 

rdr'  —  r'  dr 


r2                         rdr'  —  r'dr 
äv  —  dO= -/\2       = ^2  _|.  r'2 


+(f) 


dr'  ,  dr 
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oder 


dt  = 


de, 


und  nun  ergiebt  sicli  vermöge  der  Werthe  von  ds  und  dt 


9) 


_      Vir''  +  r^O« 
^  ~  r2  +  2r'2  —  rr"' 


Für  den  Fall ,  dass  die  Gleichung  der  Curve  unentwickelt  in 
Polarcoordinaten  gegeben  ist,  hat  man  r'  und  r''  nach  §.  16  zu  be- 
rechnen. 


§.24. 


Beispiele  zu  den  vorigen  Formeln. 

I.  Die  Kegelschnitte.  Nimmt  man  den  einen  Brennpunkt 
des  Kegelschnitts  zum  Pol,  die  Hauptachse  zur  Abscissenachse  und 
rechnet  den  Winkel  d  vom  nächsten  Scheitel  aus,  so  ist  bekanntlich 
die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte 


1) 


r  = 


P 


1  •\-  acosd 


Fig.  27. 


E 


N 


D 


und  in  Beziehung  auf 
Fig.  27, 

FP=r,  ^AFP=d\ 
dabei  bedeutet  p  den 
Halbparameter  gleich  der 
BrennpunktsordinateF6l^ 
und  6  die  numerisclie 
Exentricität,  d.  L  das 
Yerhältniss  von  r  zum 
Abstände  PJ^  des  Punk- 
tes P  von  der  Directrix 
DE.  Aus  Nro.  1)  erhält 
man  für  den  Winkel 
FP  F  =  ^  zwischen 


Yector  und  Normale  die  Formel 


B  sin  0 


1   -}-  BCOSd 

und  für  dessen  Supplement  FP  £7,  welches  %  heissen  möge, 
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.  isinO 

**  1   +   BCOSd 

1  4-  BcosO  ssinO 


Vi    +   26COSO  4-   «2*  Vi    +   2BC08d  +   6« 

Hieraus  kamt  der  Winkel  zwischen  der  Normale  und  der  Hauptacbse 
abgeleitet  werden;  es  ist  nämlicb  ^  FUF  =  0  —  X» 

sinFüF  =  sinO  co8%  —  cosO sinx 
und  nach  Substitution  der  Werthe  von  cos  %  und  sin  % 

•      TT»  TT  71  s«  w  ö 

Vi  +  2acös0  +  6« 
In  dem  Dreiecke  JPP  U  kennt  man  jetzt  eine  Seite  FP  =  r 
and  alle  Winkel,  woraus  die  übrigen  Seiten  F  U  und  Fü  =  u  leicbt 
za  berechnen  sind.     Man  hat  zunächst 


mithin 


FUz 

_     rstnx 
sin  F  ÜF 

er 

FU 
r 

8 

-FN'    ^^ 

FN 

dies  giebt  eine  neue  Normalenconstruction  entweder  mit  Hülfe  der  Bi- 
rectrix  oder  bequemer  in  der  Weise,  dass  man  auf  dem  Yector  die 
Strecke  FT  gleich  der  grossen  Halbachse  des  Kegelschnitts  nimmt, 
Tmit  dem  Mittelpunkte  G  verbindet  und  nachher  die  Normale 
^U\\TO  legt.     Für  die  Normale  u  erhält  man 

r  sin  6  -yr- — j—r s~l — 9 

sinFUF 
mithin 

ucosx  =  r(l  4-  scosff)  =^ p; 

bierin  liegt  der  bemerkenswerthe  Satz,  dass  die  Projection  der  Nor- 
male auf  den  Yector  eine  constante  Grösse  und  zwar  gleich  dem 
Halbparameter  ist.  Nimmt  man  demgemäss  auf  dem  Yector  die 
Strecke PS=  JPG  und  errichtet  in  S  auf  FS  eine  Senkrechte,  so  be- 
stimmt letztere  auf  der  Achse  den  Punkt  U,  durch  welchen  die  Nor- 
male geht.     Aus  der  obigen  Gleichung  ersieht  man  femer  die  geo- 

u  ... 

metrische  Bedeutung  von  — ,  und  hierdurch  wird   die  in  §.  22  für 

den  Krümmungshalbmesser  entwickelte  Formel  zur  folgenden 

p  =  —  usec^Xi 
deren  CooBtraction  einfach  darin  besteht,  dass  man  in  U  auf  der  Nor- 
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male  eine  Senkrechte  errichtet,  welche  den  Vector  in  B  schneidet,  und 
nachher  durch  B  eine  zu  PB  senkrechte  Gerade  legt,  welche  der 
Normalen  im  Krümmungsmittelpunkte  Q  bfegegnet. 

IL  DieLemniscate.  Auf  einer  Geraden  sind  zwei  feste 
Pnnkte  ^  und  G^  im  Abstände  FQ  =  2c  gegeben,  und  es  wird  der 
geometrische  Ort  des  beweglichen  Punktes  F  für  den  Fall  gesucht, 
dass  das  Eechteck  FP  .  GP  von  constantem  Inhalte  und  zwar  gleich 
dem  Quadrate  über  IFG  =  c  ist.  Auf  ein  rechtwinkliges  Coordi- 
natensystem  bezogen,  dessen  iC-Achse  die  Gerade  FG  (Fig.  28)  und 
dessen  Anfang  der  Mittelpunkt  von  F  (?  ist,  lautet  die  Gleichung 
der  Curve 

V{c  —  x)^  +  y^  .  ^/(c  +  xy  +  y^  =  c2 
und  nach  gehöriger  Reduction 

(a;2  -f  2(2)2  —  2c^  (x^  —  yi)^ 

Durch  Einführung  von  Polarcoordinaten  (x  =  rcosO^  y  =  r  sin  8) 
wird  die  Gleichung  einfacher 

H  =  2c^r^  cos2  0 
oder,  wenn  cY2  =  a  gesetzt  wird, 

r  =  aV  co8  2d. 
Hieraus  ergiebt  sich  augenblicklich 

tanif  ==  tan  2  dl 
der  spitze  Winkel  zwischen  Vector  und  Normale  beträgt  also  das 
Doppelte  von  ö,  wonach  die  Normale  sehr  leicht  zu  construiren  ist. 

^^S'  2a  Fig.  29. 


in.  Die  Kreisevolvente.  Wenn  eine  Gerade  ohne  zu  glei- 
ten so  um  einen  Kreis  herumgedreht  wird,  dass  sie  denselben  immer 
berührt  i  so  beschreibt  ein  bestimmter  Punkt  der  Geraden  die  ge- 
nannte Curve.  Bei  der  Anfangslage  der  Geraden  sei  Ä  jener  Punkt 
und  zugleich  Berührungspunkt,  eine  spätere  Lage  der  Geraden  sei 
QP,  der  Wälzungswinkel  ÄOQ  =  (o^  Z.ÄOP  =  d,  ÄO  =  a 
(Fig.  29),  es  ist  dann 
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QPz=  arcQÄ  =  aa^ 
mithin  in  dem  Dreiecke  OP  Q 

Durch  Elimination  von  o  würde  man  aus  diesen  Gleichungen 
eine  Gleichung  zwischen  r  und  ö  ableiten  können,  doch  ist  es  beque- 
mer, die  obigen  Gleichungen  ungeändert  beizubehalten  und  o  als  un- 
abhängige Variabele  zu  betrachten.     Man  hat  jetzt 

aiD  d(o         da  —  dd  ,^ 

dr  —  — __  — -.rrraci 

VT+^»     cosHa-O) 
und  ans  der  zweiten  Gleichung 

dd  =  $in^{a}  —  6f)d(o  =yX^  ^*°* 
mithin  durch  Division 

,         dr        aVl+cJ^ 
^  ~  dti  ~  o 

Setzt  man  wie  früher  ^  OFV=tl^,  Z.OFQ  =  X,  so  er- 
gieht  sich 

r'  1  1 

tmif  := = ,   eanz  =  — =  cöf(ö  — ö), 

es  ist  folglich  ;g  =  90^  —  Z:  P  0  ^  oder  P  ^  die  Normale ,  wie  zu 
erwarten  war. 

Hau  hat  femer 

dr  =  d[ I  = l^r.    ,      o  da 

uid  durch  Division  mit  dO 

_  _  aVl  +  a\ 

""    —  ^*        ' 

nach  Formel  9)  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt  sich 

Q  =  aa  =  PQ, 

mithin  ist  Q  der  Krümmungsmittelpunkt,  wie  sich  nach  der  Ent- 
ttehungsweise  der  Gurve  erwarten  Hess* 
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§.  25. 

Tangenten  und  Normalebenen  an  doppelt  gekrünunten 

Linien. 

I.  Eine  Curve  doppelter  Krümmung  hat  bekanntÜch  zwei  Glei- 
chungen, weil  sie  als  Durchschnitt  zweier  Flächen  angesehen  werden 
kann;  sind  die  Gleichungen  der  letzteren  gegeben,  etwa  in  der  Ge- 
stalt 

1)  f{x,y,z)=^0,        F{x,y,e)  =  0, 

so  kann  man  aus  ihnen  einmal  e^  einmal  y  eliminiren  und  erh&lt  dann 
zwei  neue  Gleichungen  von  der  Form 

2)  y  =  (p{x\         e  =  ^{x), 

womit  die  Projectionen  derCurve  auf  die  xy^  und  auf  die  a^^er- Ebene 
bestimmt  sind.  Es  mögen  nun  zwei  Curvenpunkte  P  und  Pi  betrach- 
tet werden,  deren Coordinaten  x^  y  ^  e und x  -|-  ^x^ y  -}-  ^y , ß  +  ^^ 
heissen  sollen.     Die  Länge  der  Sehne  PPi  ist 

PPi  =  V^ic«  +  z/y2  ^  /lg% 

und  wenn  wir  die  Winkel,  welche  PPi  mit  den  Goordinatenachsen 
einschliesst,  durch  6g.^  0p,  6g  bezeichnen,  so  haben  wir 

^    _  ^x 1 

^y 

dy  dx 

cos  6m  ^=  — 


'       V^x^'  +  ^y^  +  ^z^ 


v^^m^m 


cos  6  g  = 


dt 

de  /Ix 


V  Jx^  +  Jy^  +  de^ 


y^^)'+(^)" 


Bei  unendlich  abnehmenden  d  x  rücken  die  Punkte  P  and  Pi 
einander  immer  näher,  die  Secante  dreht  sich  um  den  fest  bleibenden 
Punkt  P  und  geht  schliesslich  in  die  Tangente  über,  deren  Richtung 
durch  drei  neue  Winkel  Xx%  'Cy%  '^m  bestinmit  wird;  aus  den  vorigen 
Gleichungen  erhalten  wir  jetzt  die  folgenden 


/ 


3) 


cost^  = 


cast^  = 


1 

1 

v^ 

+  (Ä)' 

+(fe)' 

Vi 

v- 

+  (Ä)' 

dx 

^©r 

Vi 

+(Ä)' 

+(©• 

Vi 

+  y'«  +  «'» 

109 


Der  gememscbafüiclie  Nenner  der  drei  Brüche  liat  einen  geo- 
metrischen  Sinn.  Bezeichnen  wir  nämlich  den  Bogen  JPPi  mit  ^S 
und  die  gleichnamige  Sehne  mit  ^<5,  so  findet  die  Gleichung  statt 

^8  ^S       ^6 


= I-:  V ' + m + m-- 


^x        ^6     /Ix        ^<J   K  \^x/         \ 

bei  yerschwindenden  ^x  convergirt  --r-  gegen  die  Grenze  1  und  aus 
der  Torigen  Gleichung  wird 

l^=V  •+©•+(§)• 

oder 

6)  ds^  =  dx^  +  dy^  +  dz^. 

Durch  Substitution  von  Nro.  4)  in  Nro.  3)  erhalten  wir  für  die 
Richtungswinkel  der  Tangente  folgende  Formeln: 

dx  dy  dg 

'  ds  '        ds  ds 

um  die  Gleichungen  der  Tangente  im  Punkte  xya  aufzustellen, 
nennen  wir  |,  97,  ^  die  Goordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der 
Tangente,  r  seinen  Abstand  vom  Punkte  xyz  und  haben 

^  —  X  =  rcostxy    rj  —  y  :=  rcosty,    5  —  e=^rcosZz 

COS  Zx         COS  Xy         cos  Zz 
oder  Termöge  der  drei  angegebenen  Cosinuswerthe 

7)  izLl  =  llZl —  ilZl, 

dx  dy  de 

ds  ds  ds 
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Denkt  man  sich  die  Tangente  auf  die  Ebenen  xy  und  xz  pro- 
jicirt,  so  gelten  für  die  Projectionen  die  Gleichungen 

d.  h.  die  Projectionen  der  Tangente  sind  die  Tangenten  an  des 
gleichnamigen  Projectionen  der  Gurve,  was  geometrisch  unmittelbar 
einleuchtet. 

n.  Eine  Ebene,  die  senkrecht  zur  Tangente  durch  den  Berüh- 
rungspunkt der  letzteren  gelegt  ist,  heisst  eine  Normal  ebene  der 
doppelt  gekrümmten  Curve;  ihre  Gleichung  findet  sich  auf  folgen- 
dem Wege.  Sind  |,  iy,  §  die  Goordinaten  eines  beliebigen  Pimktes 
der  Normalebene,  so  muss  die  gesuchte  Gleichung  von  der  Form 

^(l-a;)  +  5(ij-3/)  +  C(5-;er)  =  0 

sein,  weil  die  fragliche  Ebene  den  Punkt  xyz  enthalten  muss.  Da 
femer  die  Normalebene  senkrecht  zur  Tangente  liegen  soll,  so  müs- 
Ben  ihre  Stellungswinkel  identisch  mit  den  Winkeln  r^ ,  ^y  *  '^t  scu^t 
woraus  nach  bekannten  Sätzen  der  analytischen  Geometrie  folgt 

A  :  B  :  G  =  costx  '-  cos Xy  :  coszg. 
Die  Gleichung  der  Normalebene  ist  daher 

cos  tx  (I  —  x)  +  cos  Xy  (ij  —  y)  +  cos  r,  (g  —  z)  =  0 
d.h. 

oder  auch 

Die  in  den  vorigen  Formeln  auftretenden  Differentialquotienten 

— ^  und  -rr-  kann  man  aus  den  Gleichungen  2)  unmittelbar  erhalten, 
dx  dx 

wenn  die  Gleichungen  der  Gurve  in  dieser  Form  gegeben  sind;  kennt 

man  aber  nur  die  beiden  Flächen,  als  deren  Durchschnitt  die  Linie 

angesehen  wird,  und  lässt  sich  die  im  Anfange  dieses  Paragraphen 

angedeutete  Elimination  nicht  ausführen,  so  muss  man  die  Gleichon* 

dy  dz 

gen  1)  zur  Entwickelung  von  -=—  und  -r—  benutzen.     Die  Differen- 

(tx  dx 

tiation  derselben  giebt  unter  Eücksicht  auf  den  Umstand,  dass  eine 
unabhängige  Yariabele  x  und  zwei  abhängige  Yariabelen  ^,  z  vorhan- 
den sind, 


an  doppelt  gekrümmten  Linien. 
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8/ 

dx 

dF 
dx 


+ 


+ 


8/ 
dy 

dF 


dy 
dx 
dy 


dy      dx 


+ 


+ 


8/ 
de 
dF 
de 


de 
dx 
de 
dx 


and  hieraas  findet  sich  durch  Elimination 

df     dF        dF 

=  + 


dy 


dx      de 


dx 


=  0, 


=  0, 


df 

de 


dx 


dF     df         df 


H) 


dy 
df 


de 

dF 


dy 
dF 


dF 
de 

8/ 


de 
dx 


dx      dy         dx      dy 


dF     df 


dl 
dy 


dF 

de 


dy      de 
Als  Beispiel  diene  der  Darchschnitt  einer  Eugelfläche  mit  einem 


Fig.  30. 


Cylinder,  dessen  kreisförmiger 
Querschnitt  den  Kugelhalbmes- 
ser  zum  Durchmesser  haben, 
mid  dessen  Mantel  durch  den 
Eugelmittelpunkt  gehen  möge. 
Nennen  wir  2  a  den  Kugel- 
halbmesser und  legen  die  X' 
Achse  in  die  erzeugende  Ge- 
rade, welche  durch  das  Eugel- 
centrum  geht  (Fig.  30),  so  gel- 
ten für  unsere  Gurve  folgende 
Gleichungen 


/(^»y,^) 

—  «*  +  3/«  + 

g3  —  4a«  — 0, 

F(x,y,e) 

—  y'^  —  2ae 

+  e^^0. 

Daraus  erhalten  wir 

^^        2x 

dx      ^"^ 

dy 

oe 

dx-"^^ 

dy        '^' 

de 

und  mittelst  der  Formeln  in  Nro.  11) 

•'  dy  x{e  —  a)        de  

dx  dy      ^       dx 

demnach  sind  die  Gleichungen  der  Tangente 

x{e'-a)  ^ 

«    4i    =   i (P  


X 

a 


y  = 


ay 


a-x),      g-;,  =  --^(|-.a.). 


a 
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Die  Gleichuflg  der  Normalebene  ist 

f.  .     X(z  —  d)    .  .  ÄJ     /a  \  /v 

ay       ^«      ^-^         ß    ^' 
und  bei  gehöriger  Eoduction 

X  y 

man  ersieht  hieraus,  dass  die  Normalebene  immer  durch  den  Goor- 
dinatenanfang  (den  Kugelmittelpunkt)  geht,  was  bei  einer  sphärischen 
Curve  zu  erwarten  war. 


§.  26. 

Die  Krümmung  räumlicher  Curven« 

I.  So  wie  wir  in  §.  22  den  Grenz p unkt  aufsuchten,  in  wel- 
chen der  Durchschnitt  zweier  benachbarter  Normalen  einer  Plan- 
curve  überging,  wenn  die  Normalen  in  einander  fielen,  so  können  wir 
auch  bei  doppelt  gekrümmten  Curven  die  Grenzlinie  bestimmen,  in 
welche  der  Durchschnitt  zweier  benachbarter  Normalebenen  beim 
Zusammenfallen  dieser  Ebenen  fortrückt.  Zu  diesem  Zwecke  be- 
trachten wir  zwei  Punkte  P  und  Pi ,  deren  Goordinaten  x,  y,  z  und 
X  4~  ^x^  y  -\-  ^y^z  •\'  ^z  heissen  mögen,  und  legen  durch  jeden 
eine  Normalebene;  die  Gleichungen  dieser  ^Ebenen  sind 

1)  {J^-x)dx  +  (7i-y)dy  +  {i-z)dz  =  0, 

{^'-Xi)dxi  +-  {ri^y;)dyx  +  {t  —  Zi)dzi  =  0. 
In  Beziehung  auf  x,  y,  z  betrachtet,  ist  die  erste  Gleichung  un- 
ter der  allgemeinen  Form  f  (o; ,  ^ ,  z)  =  0  enthalten ,  die  zweite  un- 
ter der  entsprechenden  Form  i(xif  yi,  jeri)  =  0   oder  i(x  -\-  ^x^ 
y  4"  ^y^  £f  +  ^jer)  =  0 ;  es  gilt  aber  immer  die  Gleichung 
i{x  4-  Jx,  y  +  dy,  z  +  ^z)  =  i{x,  y,  z)  -f  ^f(»,  y,  z), 

worin  jdHx,  y,  z)  die  totale  Differenz  der  Function  f  bedeutet,  fer- 
ner ist  f(a;,  ^,  je^)  =  0,  mithin  lässt  sich  die  Gleichung  der  zweiten 
Normalebene  durch 

2)  J[(^^x)dx  +  iv-y)äy  +  (i-si)dz]  =  0 

darstellen.  Um  noch  auszudrücken,  dass  später  die  zweite  Normal- 
ebene mit  der  ersten  zusammen&llen  soll,  schreiben  wir  d  statt  J^ 
und  erhalten  durch  AusfcQirung  der  angedeuteten  totalen  Differentiation 

—  das»  —  äy»  —  de*'~ 
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oder  kürzer 

Die  Gleichungen  des  Durclisclmittes  beider  Normalebenen  wür- 
den sich  jetzt  dadurch  finden,  dass  man  einmal  S  —  ^t  das  andere 
Mal  rj  —  y  aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  eliminirte;  da  es  uns 
aber  nur  auf  die  Grenzlinie  des  Durchschnittes  ankommt,  so  nehmeu 
wir  die  Gleichung  3)  statt  Nro.  2),  wobäi  der  beabsichtigte  lieber- 
gang  zur  Grenze  schon  durch  den  Gebrauch  von  d  statt  z/  ausge- 
sprochen ist.  Indem  wir  die  Abkürzungen 
4)        X  =  dyd^fs  —  ded^y,  T=  dzd'^x  —  dxd'^ß, 

Z=  dx  d^y  —  dy  d^x 
einfuhren,  erhalten  wir  mittelst  der  angedeuteten  Elimination 

r   ^y        .        ds^  dB 

und  dies  sind  nun  die  Gleichungen  der  Grenzlinie  des  Durchschnittes 
Yon  zwei  benachbarten  Normalebenen.  Die  Winkel,  welche  die  ge- 
nannte Grenzlinie  mit  den  Coordinatenachsen  einschliesst,  mögen  «d*^, 
^y ,  ^g  heissen ;  nach  einem  bekannten  Satze  der  analytischen  Geo- 
metrie ist  dann 

.  cos%'x  cos^y  cos ^t 1 ^ 

^  X     ~      r     ~     Z     ~  Vx«  +  Y'^  +  Z^' 

Auf  die  hiermit  bestimmte  Grenzlinie  fällen  wir  vom  Punkte  T 
eine  Senkrechte  P^;  den  Fusspunkt  Q  nennen  wir  den  zu  P  gehö- 
rigen Krümmungsmittelpunkt,  die  Länge  P^=:9  den  Krüm- 
mungshalbmesser. Sind  nun  ^x,  Py»  9«  die  Winkel,  welche  p  mit 
den  Coordinatenachsen  bildet,  so  gelten  erstens  die  drei  Gleichungen 

7)    I  —  rc  =  QCOSQxy      V  -^  y  =  Q^OSQp,      f  —  i?  =  QCOSQr, 

femer  ist,  weil  die  Grenzlinie  und  der  Krümmungshalbmesser  einen 
rechten  Winkel  einschliessen, 

COSd'g  COSQx  +  COSd'y  COS  Qy  +  CÖ5^,  COS  Qg  =  0, 

oder  auch  durch  Substitution  der  sechs  Cosinuswerthe  aus  6)  und  7) 
8)  Xa-x)  +  Tin-y)  +  Z(Ü^si)  =  0. 

Zur  Bestimmung  von  |,  ly,  S  führt  nun  die  Bemerkung,  dass 
der  Krümmungsmittelpunkt  sowohl  in  der  Grenzlinie  5)  als  auch  in 
der  Senkrechten  P^  liegt,  dass  also  |,  i?,  5  den  Gleichungen  5),  7) 
und  8)  genügen  müssen ;  hieraus  findet  man 

BehUmileh,  Analysis.   I.  S 
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«  X«  +  r»  +  Z2      * 

7  Zdx  —  Xdz     ^  , 

9)  \     ^  -  y  =  x^^rrMTzi  ^^'» 

Für  die  Grösse  des  Erümmungslialbmessers  erhält  man 
und  nach  Substitution  der  vorigen  Werthe 

„^         V(rdg— Zdy)«  +  (^<?a;— :g<^^)'4-(^<?y— rdfa;)«  ,  . 

lo;  Q  = X»  +  r»  +  2»  '^'- 

Um  diesen  Ausdruck  zu  vereinfachen,  entwickehi  wir  die  unter 
dem  Wurzelzeichen  stehende  Quadratsumme,  geben  ihr  die  neue  Form 
X2  {dy'^  +  dz^)  4-  r2  ((«^2  +  e?a?2)  +  Z«  (da;«  -f  rf^a) 
—  2{XTdxdy  +  ZZdjert?«  +  TZ  dp  dz) 

und  ersetzen  die  Goefficienten  von  X*,  Z*,  Z*  durch  die  gleichgel- 
tenden Werthe 

ds^  —  dx^,      ds^^dy^,      ds^  —  dz^i 
die  vorige  Quadratsimime  geht  dann  über  in 

(Z2+  r2+-Z2)dfs2  —  (Xdx+  Ydy  +  Zdz)^, 
und  Her  verschwindet  der  Subtrahend  vermöge  der  in  Nro.  4)  ange- 
gebenen Werthe  von  Z,  F,  Z.     Damit  verwandelt  sich  die  Forme] 
10)  in  die  folgende 

11)  g  =  -y 

V  z«  +  r«  H-  z« 

Femer  überzeugt  man  sich  durch  gewöhnliche  Ausrechnung  von  der 
Richtigkeit  der  Gleichung 

Z2  +  r«  +  Z2  =  [(d^xy  +  (d^yy  +  (d^z)^  ~  (d^sy]  ds^, 

und  kann  daher  statt  der  Formel  11)  auch  die  folgende  schreiben 

_  ds^ 

V(d^xy  +  (d^yy  +  {duy  —  {d^y 

diese  ist  wieder  einerlei  mit 


12)      (f 


i/mum.vm 


da 
wie  man  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Diflferentiationen  finden 
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wird.     Endlich  kann  man  die  Formeln  9)  durch  die  folgenden  er- 
aetzen 

io\  t  «     \d8/  _     \ds/     ^  ^     KdsJ 


ds      '   '      ^       ^        ds     '"^  ^       ds 

Nicht  überflüssig  ist  die  Bemerkung,  dass  man  zu  diesen  For- 
meln auch  auf  einem  anderen  Wege  gelangen  kann,  wobei  der  Krüm- 

mongshalbmesser  als  der  Grenzwerth  des  Verhältnisses  --z-  angese- 
hen wird,  wenn  jdt  den  Winkel  zwischen  den  Tangenten  in  den 
Punkten  P  und  Pi  bedeutet.  Wir  wollen  diese  Betrachtung  kurz 
durchfahren,  weil  sie  das  stereometrische  Seitenstück  zu  der  auf 
S.  98.  gegebenen  Entwickelung  ist.  Die  Tangente  im  Punkte  P 
bildet  mit  den  drei  Goordinatenachsen  die  Winkel  r«,  ty,  r«,  deren 
Cosinus  an  die  Gleichung 

14)  (cost^y  +  (costy)^  +  (cosr^)»  =  1 

gebunden  sind;  die  Tangente  im  nächsten  Punkte  Pi  schliesst  mit 
den  Achsen  drei  neue  Winkel  ein,  deren  Cosinus  Ton  den  vorigen 
Cosinus  verschieden  sind  und  durch 

COStx  +  ^COSt^i  COSty  -|-  jd COSXy^  COStt  +   ^COSTg 

bezeichnet  werden  können;  für  dieselben  gilt  die  entsprechende 
Gleichung 

15)  (cos  t:c-{'^  cos  t^y  +  (cos  ty  -\-^cos  ty)^  -\-  (cos  tg-]-^cos  r,)2  =  1, 
Beide  Tangenten  bilden  mit  einander  den  Winkel  ^r,  welcher  be- 
stimmt wird  durch  die  Formel 

cosjdr  =  costg(co8Vg.  -\-  ^cost^)  +  cosVy{costy  -f-  dcosv^ 

+   cos  tt  (cos  tg-\-  ^COS  TT,). 

Subtrahirt  man  das  Doppelte  dieser  Gleichung  von  der  Summe  der 
Gleichungen  14)  und  15),  so  bleibt 

2(1  —cös-^t)  =  (Jcosts^^  -f  (^costy)^  +  (^COStz^j 

woraus  folgt 

2sm\Jz  =  V  (^cost^)^  +  (^costy)^  +  (JcosZs)^. 
Femer  ist,  w6nn  der  Bogen  PPi  mit  ^s  bezeichnet  wird, 

^s        sin\^v  ^s 


/Ix  \/ix       2sin\/lx 

und  nach  dem  Vorigen 
^s        sinl^x  1 


\Jv       \ff^cosx,\*  ,    /^cosT,V  ,    f ^ COS r.y 


8» 
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Gehen  wir  nun  zur  Grenze  für  verschwindende  /Js  und  ^t  über, 
so  erhalten  wir  linker  Hand 

-,     ^8         ds 
Lim  -^  =  -—  =  p , 
dx        dv 

rechter  Hand  convergirt  der  erste  Bruch  gegen  die  Einheit,  und  da- 
mit gelangen  wir  zu  der  Formel 

1 

Q   =  - — ^  , 

V  KJrJ  +  \dr)  +  KirJ 

welche  nach  Substitution  der  Werthe  von  cosr^y  cosVy^  costg  (Nro.  6 
in  §.  25)  mit  Formel  12)  identisch  wird. 

Die  obigen  Formeln  zur  Bestimmung  des  Erummungsmittel- 
punktes  sowie  des  Krümmungshalbmessers  gelten  völlig  allgemein, 
welche  auch  die  unabhängige  Yariabele  sein  möge;  sie  vereinfachen 
sich  aber,  wenn  man  eine  der  Grössen  o?,  ^,  jer,  s  als  unabhängige 
Veränderliche  betrachtet.  Wird  z.  B.  die  Curve  durch  ihre  Horizontal- 
und  Verticalprojection  bestimmt,  so  ist  x  die  unabhängige  Yariabele, 
dx  ein  irgendwie  beliebig  gegen  die  Null  convergirender  und  eben 
desshalb  von  x  unabhängiger  Zuwachs  des  Xy  folglich  d^x  ^=  0 ;  un- 
ter Benutzung  der  gewöhnlichen  Zeichen 

^  =  y'  =  <p'(x),       ^  =  y"  =  9"(:.)  u.  8.  w. 

erhält  man  jetzt  aus  den  Formeln  11)  und  9)  >**"' 


17)  g  =  1/ g+y^^ 


S  ^—  ^     (1    _|_   j^'2    +^'2)2» 

18)        {    n-y-Q      (1  +  2/'^  +  z'^y     ' 

t^.  =  n^  ^"  +  (y' ^' - y" ^')y' 

Die  Gleichungen  18)  enthalten  nach  Substitution  der  Werthe 
von  y,  y',  y",  jer,  js',  is"  und  q  nur  die  vier  Variabelen  x,  |,  ly,  £; 
man  kann  daher  durch  Elimination  von  x  zwei  Gleichungen  zwischen 
I,  1^,  S  bilden.  Diese  neuen  Gleichungen  bestimmen  den  geometri« 
Bchen  Ort  der  Erummungsmittelpunkte. 

Besonders  symmetrisch  gestalten  sich  die  Formeln,  wenn  man  s 
als  unabhängige  Yariabele ,  mithin  a? ,  y ,  je?  als  Functionen  von  8  an- 
sieht ;  es  ist  dann  d^  8  ^=  0  und 
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1 


19)  Q  = 


V(sy + m + (S0 


IL  Wir  kehren  wieder  zu  den  Formeln  6)  zurück,  um  eine  weitere 
Bemerkung  daran  zu  knüpfen.'  Legt  man  durch  den  Punkt  P  eine 
Ebene  senkrecht  zur  Grenzlinie  6),  so  erhält  man  die  Ebene  des 
Erümmnngskreises,  die  sogenannte  Erümmungsebene;  ihre  Glei- 
chung ist  bereits  in  Nro.  8)  gefunden  worden,  nämlich 

Zd-jc)  +  Tin-y)  +  Z{%-e)  =  0. 
Diese  Ebene  ändert  ihre  Lage  von  Punkt  zu  Punkt,  und  man 
kann  daher  den  Winkel  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Erüm- 
mongsebenen  bestimmen.  Da  des  Winkel  zwischen  zwei  Ebenen  der» 
selbe  ist  wie  der  Winkel  zwischen  zwei  auf  diesen  Ebenen  errich- 
teten Perpendikeln,  so  brauchen  wir  nur  den  Winkel  zu  ermitteln, 
welchen  zwei  aufeinander  folgende  Grenzlinien  einschliessen.  Die 
Richtungswinkel  ^g^  d'^^  d",  der  ersten  Grenzlinie  befriedigen  die 
Gleichung 

(cosd'^.y  +  (cos-d-y)»  +  (cosd',)^  =  Ij 
die  zweite  Grenzlinie  hat  andere  Richtungswinkel,    deren  Cosinus 
dxach  cosd'a:  -{-  ^cosd'xy  cosd'y\'  ^cosd'y^  cosd'g-\-  ^cosd'g  darge- 
stellt werden  können,  und  für  welche  die  Gleichung  gilt 
ica8^g'\'^co8^^xy  +  (<^sd'y  +  ^cosd'^)^'\'(cos^z-\-^cosd'gy==l\ 

endlich  bilden  die  beiden  Grenzlinien  mit  einander  einen  Winkel  ^Ot 

dessen  Cosinus  durch  folgende  Formel  bestimmt  wird : 

cos  Ja  =  C08d'j;(C0S^g  +  ^cos%'x)  +  cosd'y(cosd'^  +  ^cosd'^) 

+  C0S%'z{C0$d'g  +   ^COSd'g). 

Sabtrahirt  man  das  Doppelte  dieser  Gleichung  von  der  Summe  der 
beiden  Yorigen  Gleichungen,  so  erhält  man 

2(1  —  cos  Ja))  =  (/fcosd'^y  +  (Jcosd'j;)^  +  (Jcos^s)^, 

28inlJGi  =  V  {Jcosd'^y  +  {dcos^yY  +  {/Icos^,)^ 
Femer  ist 

ds  8in\/t(o  ds 

da  1^0) 


sinida 

2J3    I  f'  ■    • 


l^m     'l //^cQS»,y       /^co$»,V       /JC08»A* 
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beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  ^9  und  2^  cd  wird 
Lim  -7—    =  -7-^  und  diese  Grösse  nennt  man  den  Halbmeßser 

der  zweiten  Krümmung  oder  den  Torsionshalbmesser;  er 
liegt  senkrecht  zum  Krümmungshalbmesser  und  bestimmt  sich  dorcb 
die  Formel 

21)  Ol  =  ,    j      ^ 

V  K-dT-J  +  \rdr)  +  \-dr) 

Differenzirt  man  cosd'xi  cosd'yy  cosd',^  indem  man  ihre  Werthe 
aus  Nro.  6)  nimmt  und  die  Abkürzungen 

22)  Uz^YdZ'-ZdY,  V=ZdX—XdZ,  W^XdY-^YdX, 

JR2  =  x^  +  r^  +  Z^ 
einfilbrt,  so  findet  man  leicht 

,  ^  FZ— TFF  ,  ^  WX—UZ  ,  ^  UY—VX 
dco8d',  = — ,  dcosd'j^= ^3 ,  dco89',  = ^ , 

(dco8»:ry  +  {dcos^^y  +  (dcas^;)^ 
_  (üi  +  F»  +  TT«)  (Za  +  r«  +  Z^)  --  iUX+  VY+  WZy 

zufolge  der  Werthe  von  U,  F,  W  ist  aber  Ü'Z+  YY-^-  WZ=0, 

mithin 

17a  4.  ra  4-  W* 
(dcosd'^)^  +  {dcoa^yY  +  {dcos%,y  =  j^^       ^ 

B^ds 


23)  pi  =  -_= 

V  ü-a  4.  7-8  ^  -p^a 

Um  r7,  F,  TF  weiter  zu  entwickeln,  berechnen  wir  zuerst 

(IX  =  dyd^ß  —  ded^y,  dY  =  ded^x  —  dxd^z, 

dZ  =^  dxd^y  —  dyd^x, 

und  leiten  hieraus    ü,  F,  W  nach  Nro.  22)  ab,  indem  wir  zur  Ab- 
kürzung setzen 

24)  S  =  (d^xd^y  —  d^yd^x)dz  +  {d^ed^x  —  d^xd^e)dy 

+  {d^yd^e  —  (?«;efd«y)(?aj; 
wir  erhalten 

C^=S<^g,     F=S(l3^,     TF=S(f;ef, 
V  172  +  F«  +  TF^  =  aVdx^  +  («y«  +  d^a  =  grf«, 
mithin  nach  Nro.  23) 
26)  ,,  =  X^+Y^^  Z«, 


Gap.  HL   §.  27.  Tangentialebenen  xl  Normalen  an  Flächen.  119 

Wenn  für  alle  Pnnkte  einer  Gurve  die  Gleichong  8  =  0  be- 
steht, so  ist  ^1  =  00  ,  d.  h.  je  zwei  auf  einander  folgende  Erümmnngs- 
ehenen  fallen  zusammen.  Die  Gldchung  8=0  spricht  also  die 
allgemeine  Bedingung  aus,  unter  welcher  eine  im  Baume  liegende 
Cunre  eben  ist. 


§.  27. 
Tangentialebenen  und  Hormalen  an  Flächen. 

Die  Gleichung  einer  Flache  kann  entweder  in  der  unentwickel- 
ten Form 

1)  F(x,y,z)  =  0 
oder  in  der  entwickelten  Form 

2)  g=f{x,y) 

gegeben  aein,   jedenfalls   enthalt    sie  zwei  unabhängige   Yariabele, 


Fig.  81. 


welche  in  Fig.  31  durch 
die  Goordinaten  OM=x 
und  MN=  y  dargestellt 
sind,  während  die  dritte. 
Goordinate  NP=^JS  von 
X  und  y  abhängt.  Einer 
partiellen  Aenderung  des 
X  um  MMi  =^NNi  =^x 
entspricht  eine  partielle 
Aenderung  desjer,  welche 
durch  ^  ßx  bezeichnet 
werden  möge ;  ebenso 
führt  die  partielle  Aen- 
derung des  y^  nämlich 
NN^  =  ^y^  zu  einer, 
zweiten  partiellen  Aende- 
rung desiff,  die  ^ijer,  heis- 
sen  möge.  Durch  die  drei 
Punkte  P,  Pi ,  P) ,  deren  Goordinaten  sind 

X,  y,g\    a?  +  ^x,  y,  *  +  ^^*;    a?.  y  +  ^y»  ^  +  ^^n 
legen  wir  eine  Ebene,  und  es  sei  die  Gleichung  der  letzteren 
3)  6  =  ^I  +  -Bi?+C; 

die  Coeffidenten  Ä,  B^  C  müssen  dann  folgende  Bedingungen  er- 
füllen 
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4)  0  =  Äx  +  By  +  G, 

z  ^  dz^=i  A{x-^  ^x)  +  By  ■{-  G, 
z  -{•  ^Zy  =  Ax  -{-  B{y  -{-  ^y)  +  G. 

Hieraus  erhält  man  leicht 

A.  =  —z —  ,      -D  =  — -j — ,       O  —  Z  —  —z —  X -z — y% 

^x  ^y  ^x  ny 

mithin  ist  die  Gleichung  der  Schnittebene  P  Pi  P2 

Bei  verschwindenden  ^x  und  ^y  fallen  die  Punkte  P,  Pi,  Pj 
in  einander,  die  von  der  Ebene  abgeschnittene  Kappe  zieht  sich  auf 
einen  Punkt  zusammen,  die  Schnittebene  wird  zur  Berührungsebene, 

die  partiellen  Differenzenquotienten      .  ^  und      .  ^-  gehen  in  die  par- 

tiellen  DifiPerentialquotienten  -^ —  und  -^  über,  und   daher  ergiebt 
sich 

als  Gleichung  der  Tangentialebene. 

Dass  wirklich  diese  Ebene  alle  durch  den  Punkt  xyz  gehenden 
Tangenten  der  Fläche  in  sich  enthält  und  daher  mit  Becht  die  Be- 
rührungsebene heisst,  kann  man  auf  folgende  Weise  sehen.  Durch 
zwei  Punkte  der  Fläche,  deren  Coordinaten  x,  y,  z  und  x  -\-  dx^ 
y  4-  ^y^  z  -\-  ^z  sein  mögen,  legen  wir  eine  Gerade;  ihre  Glei- 
chungen sind 

Halten  wir  den  ersten  Punkt  fest  und  lassen  dx^  dy^  dz  gegen 
die  Null  convergiren,  so  wird  die  Secante  zur  Tangente,  und  die 
Gleichungen  der  letzteren  sind 

Der  Uebergang  von  einem  Flächenpunkte  zum  anderen  ge- 
schieht nun  im  Allgemeinen  auf  die  Weise,  dass  man  sowohl  ^o;  als 
dy  willkührlich  wählt  und  die  entsprechende  totale  Aenderung  des 

z  berechnet;   es  ist  daher  —r— ,  mithin  auch  -—-  eine  ganz  beliebige 

Grösse  g  und  zwar,  geometrisch  betrachtet,  die  trigonometrische  Tan- 
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gente  des  "Winkels  zwischen  der. a?- Achse  und  der  Horizontalprojec- 
tion  der  Tangente.     Andererseits  hat  man 

-  d£f   ^      ,    d/s  ^  Az         dz    ,     dz 

a,  =  —  dx  +  j^dy,     _  =  _  +  _g. 

folglich  als  Gleichungen  irgend  einer  durch  den  Punkt  xyz  gelegten 
Tangente 

Lässt  man  den  Winkel  zwischen  der  o;- Achse  und  der  Horizon- 
talprojection  der  Tangente  von  Q^  his  360^  gehen,  mithin  q  alle 
Werthe  von  —  oo  his  -{-  oo  durchlaufen,  so  erhält  man  rings  um  den 
Punkt  xyz  herum  alle  Tangenten  der  Fläche;  die  Gleichung  des  geo- 
metrisclien  Ortes  jener  Tangenten  ergieht  sich  durch  Elimination  von 
q  aas  den  beiden  vorigen  Gleichungen,  und  sie  ist  identisch  mit  der 
Gleichting  5). 

Die  Winkel,  welche  irgend  eine  auf  der  Tangentialebene  errich- 
tete Senkrechte  mit  den  Coordinatenachsen  einschliesst  (die  sogenann- 
ten StellungBwinkel  der  Ebene),  mögen  Vj^,  Vy,  Vg  heissen;  nach  bekann- 
ten Formeln  der  analytischen  Geometrie  erhält  man  dafür  aus  Nr.  .5) 

dx 

COSVx  =  — 


ViUHW^^ 


dy 


COSVy  =  — 


V(U)'+fe)+' 


dy) 


C08V,  =  + 


y(if)*+©'+ 


eine  im  Berührungspunkte  der  Tangentialebene  auf  letzterer 
errichtete  Senkrechte  wird  die  Normale  der  Fläche  genannt;  ihre 
Richtungswinkel  sind  identisch  mit  Vx,  t/y,  Vg  und  daher  durch  die 
Formeln  6)  gegeben.  Da  ausserdem  die  Normale  durch  den  Punkt 
xyz  gehen  muss,  so  sind  ihre  Gleichungen  nach  bekannten  Kegeln 
leicht  aufzustellen;  man  findet    . 


122  Gap.  IIL  §.  27.  Tangentialebenen  u.  Normalen  an  Flächen. 

wobei  man  sich  die  Normale  auf  die  Ebenen  xe  und  ye  projicirt  zu 
denken  hat. 

Die  in  den  Formeln  5),  6)  und  7)  vorkommenden  partiellen 
Differentialquotienten  berechnet  man  entweder  direct  aus  Nro.  2)  oder 
aus  Nro.  1)  nach  den  Formeln 

dF  dF 

'^__     dx  de ay_ 

dx  ~         dF^'         dy  ~         dF 
de  de 

Im  letzteren  Falle   nimmt  die  Gleichung  der  Berührungsebene  fol- 
gende symmetrische  Gestalt  an 

Setzt  man  femer  zur  Abkürzung 
SO  erhält  man  aus  Nro.  6) 


dF                        dF 

dF 

10)         COSV*  — — j^,      COSVy—— ^,      cosv,  _ 

de 
N 

und  als  Gleichungen  der  Normale: 

''                            dF            dF            dF 

dx            dy            de 

Passende  Beispiele  for  alle  diese  Formeln  bieten  die  Flächen 
zweiten  Grades;  bei  den  Flächen  ohne  Mittelpunkt,  deren  Gleichun- 
gen von  der  Form  e  =  Ax'*  +  ^V^  Asi^  wird  man  sich  der  For- 
meln 5),  6)  und  7)  bedienen;  bei  den  centralen  Flächen,  deren  Glei- 
chungen in  dem  Schema  J.^^  •{•  By^  -\'  Ge^  -j-  D  =  0  enthalten 
sind,  ist  die  Anwendung  der  Formeln  8)  bis  1 1)  bequemer,  weil  man 
damit  Wurzelzeichen  vermeidet.  Für  das  dreiachsige  £Illipsoid  z.B., 
dessen  Gleichung 

x^         «a         g^ 

—  +  —  +  -- 1=0 

a«  ^   62   T^  c2 

ist,  findet  man  als  Gleichung  der  Tangentialebene 
oder 
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■§■1  +  ^12  +  ■^t  =  l, 

voraus  folgt,  dass  die  Strecken,  welche  dieBerührongsebenevon  den 

Coordinatenachsen  abschneidet,  der  Reihe  nach  — ,  — und  — sind* 

9      2f  e 


§.  28. 
Die  Exümxniing  der  Slftohen. 

Um  die  in  einem  bestimmten  Punkte  stattfindende  Krümmung 
emer  Fläche  kennen  zu  lernen,  ist  es  das  Natürlichste,  durch  jenen 
Ponkt  eine  Normale  auf  die  Fläche,  durch  diese  Normale  eine  Reihe 
Ton  sonst  beliebigen  Ebenen  zu  legen  und  die  Krümmungen  zu  unter- 
suchen, welche  die  Durchschnitte  dieser  Ebenen  und  der  Fläche  be- 
sitzen. Dieser  Gedanke  lässt  sich  auf  folgende  Weise  ausfahren.  Die 
Gleichungen  der  Normale  im  Punkte  xyis  mögen  sein 

1)     I  —  aj  4.j)(g  — ^)  — 0  und  ij  —  y  +  g(g  — jer)  =  0, 

wobei  wir  zur  Abkürzung 

gesetzt  haben ;  die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene  sei 

3)  a^  +  ßri  +  rS  =  i; 

loll  diese  Elbene  die  Normale  in  sich  enthalten,  so  muss  die  Glei- 
chong  3)  auch  dann'  noch  bestehen,  wenn  man  statt  |  und  ij  die  aus 
Nro.  1)  entnommenen  Werthe  einsetzt;  dies  giebt 

(y^ap^ßq)  i  +  ax  +  ßy  +  iap-\-ßq)ß=2  1, 

und  diese  Gleichung  kann  für  jedes  ^  nur  dann  erfüllt  sein,  wenn 
gleichzeitig  die  Beziehungen 

4)  y  =  aj)  -f  ßq, 

5)  ax  +  ßy  +  yz  =  l 

Btattfinden.  Die  so  bestimmte  durch  die  Normale  gehende  Ebene 
bildet  mit  der  Fläche  eine  DurchschnittsUnie,  die  wir  einen  Normal- 
schnitt  nennen  wollen;  die  Gleichungen  desselben  würde  man  da- 
durch finden,  dass  man  erstlich  in  Nro.  3)  o;,  y,  jer  für  |,  i^,  £  setzte, 
wodurch  man  auf  die  Gleichung  5)  kommt,  und  dann  aus  dieser  und 
der  Gleichung  der  Fläche  e  =f(x,  y)  einmal  jer,  das  andere  Mal  y 
eliminirte.  Für  die  Krümmung  des  Schnittes  hat  man,  x  als  unab- 
bingige  Yariabele  angesehen,  nach  Formel  17)  in  §.  26. 
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>2  (e?a;2  +  dy2^-e?^2)8 

ferner  durch  Differentiation   der  Gleichungen  der  Fläche  und   der 
Ebene: 

•  « 

rf^  =  gj  da?  +  —  dy=$dx  +  ^dy^ 

adx  +  ßdy  +  y  djer  =  0 , 

und  durch  nochmalige  Differentiation: 

d^a  =  rdx^  +  2sdxdy  +  tdy^  +  qd^y, 
ßd^y  +  yd^z  =  0, 

wobei  von  folgenden  Abkürzungen  Gebrauch  gemacht  worden  ist: 

^  *'~8a?2'    ^  — 8a;82/'     *  ~8j^* 

Aus   den   obigen   Gleichungen   erhält  man  durch  gewöhnliche 
Elimination: 

dy  «  +  i>y        dz  j?/9  —  gg 

Setzt  man  femer  zur  Abkürzung 

8)  ,  +  2sf +  ^(gy=i.f, 

80  findet  sich  für  die  zweiten  Differentialquotienten: 
d^y  __  My  d^z  _      Mß 

dx^~        ß  +  qy'     dx^~  ß  +  qy' 

Bevor  wir  diese  Werthe  in  die  Formel  6)  einsetzen,  bemerkea 
wir  noch  folgende  Transformationen : 

dx^  +  dy^  +  dz^  _(ß+  qyy  +  («  +  joy)»  +  (pß  —  qa)^ 
dx^  ~  (ß  +  üY)^ 

wobei  sich  der  Zähler   mit  Rücksicht  auf  y  =1  pa  -{■  qß  in  die 
Form  bringen  lässt: 

a^(l+q')  +  ß'(l+p')  +  2(ap  +  ßq)y-\-(jp^  +  q^)y^^2aßpq 
—  («2  +  jS«  -}-  ya)(l  +  j>2  -f  22)_aV—  /5^3^  — 2a/Ji?2  +  y' 

=  («^  +  ^«  +  y^)(i+i>^  +  (z^); 

demnach  ist  also 

dx^  +  dy^  +  dz^  _  («2  +  /?»  +  y^)N^ 
^>  dx^  —         (ß  +  yq)^ 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde : 
10)  jya  =  1  +  i>2  +  qK 
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Man  hat  nun  weiter 

äi»        ~  (ßTVW^  ~    ß  +  ya 

nnd  znfolge  der  ohen  hestimmten  zweiten  Di£Perentialqnotienten  von 
yond  x: 

dx^  )  "^  \dxy  "^  KdxV  ""  .       03  4-  yg)2 

Mittelst  dieses  Werthes  und  der  in  Nro.  9)  bemerkten  Substi- 
tution erhält  man  für  die  Krümmung  des  Normalschnittes: 

in  1  _     M{ß-\'  yqy 

oder  auch  durch  Elimination  von  ß  -\-  YQ  ^^^  ^)  ^^d  11): 

1  Mdx^ 


Q         N(dx^  +  dy^  +  dz'^) 


12) 


Bezeichnet  man  -r^  kurz  mit  y\  setzt  für  de  seinen   Werth 

dx 

jfäx  -f  q^dy  =  (p  -f-  2^0 ^^»  ^"^*^  ^^  ^  ^®^  ursprünglichen  Aus- 
druck r  +  2sy'  +  ty'^t  so  hat  man  noch 

n\  ±  —  r  +  2  s/ +  V^ 

In  diesem  Ausdrucke  für  die  Krümmung  eines  Normalschnittes 
nnd  die  partiellen  DifiFerentialquotienten  j?,  q,  r,  s,  t  von  der  Natur 
der. Fläche  einzig  und  allein  abhängig,  unabhängig  dagegen  von 
ff,  /J,  y,  d.  h.  von  der  Lage  des  Schnittes  gegen  die  Normale  oder 
gegen  die  Tangentialebene,  nur  y'  enthält  a,  ß,  y\  denn  es  ist 

1  +«2+  —  »ö 
i^_  a  +  VP  _  _  cc  +  (€cp-\-ßg)P  _  _  « 

ß  +  M~        ß  +  (-P  +  ßa)a  ±(l+q^)+pq 

vnd  68  hängt  demnach  y' ,  mithin  auch  die  Krümmung  des  Normal- 

Schnittes,  von  dem  Verhältnisse  —  ab.     Aendert  man  dieses  fort- 

a 

während,  so  dreht  sich  die  Ebene  des  Normalschnittes  um  die  Nor- 
nukle,  zugleich  erhalten  y'  und  —  andere  Werthe  und  man  kann 


demnach  die  Krümmung  als  Function  von  y'  ansehen.     Nach  dem 
Theoreme  in  §.  8,  I.  nimmt  dieselbe  zu,  so  lange  der  Di£ferential- 

quotient  d[( — )'dy'  positiv  bleibt,    und  sie   nimmt  ab,  so  lange 
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er  negativ  ist;  ein  Wechsel  der  Krümmung  findet  also  in  dem 
Falle  statt,  wo 


(i) 


^      =0 


dy' 

wird;  durch  AusfEthrung  dieser  Differentiation  erhält  man  als  Bedin- 
gung daf&r 

14)  Q(s  +  tif')  =  NU,'  +  (p  +  qy')ql 

Eliminirt  man  Q  aus  dieser  und  der  Erümmungsgleichung,  so 
folgt 

r-\-28if'-\-ty'i  ^l-\-y'^-\-(p  +  qy')' 
s  +  ty'  i»3  +  (l+a»)y' 

und  durch  Entwickelung  nach  Potenzen  von  y' : 

15)  [il  +  q^)S'^paf]y'^  +  [(l  +  20r-(l-|-i>2)qy' 

Die  Auflösung  dieser  Gleichung  giebt  nun  diejenigen   Werthe 

ß 

von  y',   mithin  auch  die  Werthe  des  Verhältnisses  — ,  for  welche 

ein  Wechsel  der  Krümmung,  also  eine  grösste  oder  kleinste  Krüm- 
mung stattfindet.  Vorausgesetzt  wird  dabei  nur,  dass  die  Difieren- 
tialquotienten  |} ,  g,  r,  ^,  ^  in  dem  Punkte  xyjs  endliche  bestimmte 
Werthe  haben,  dass  also  o^^je^  keinen  ausgezeichneten  Punkt  (wie 
z.  B.  eine  Spitze)  bedeutet.  Die  Gleichung  15)  zeigt  nun  die  Exi- 
stenz von  zwei  Hauptnormalschnitten,  deren  gegenseitige  Lage  man 
dadurch  erfahren  kann,  dass  man  die  Gleichung  vereinfacht,  indem 
man  den  Punkt  xyis  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten  und  die 
Tangentialebene  im  Punkte  xyg  zur  Ebene  o;^  nimmt  Es  ist  in 
diesem  Falle  a?  =  y  =  jer  =  0,  femer  constant  5  =  0;  die  Glei- 
chung der  Tangentialebene  wird  j)|  +  2^  =  0  und  diese  kann  fiir 
alle  71  und  f  nur  bestehen,  wenn  p  =  q  =z  0  ist  Die  Gleichung  15) 
verwandelt  sich  jetzt  in  dip  folgende : 

y'»  +  LZL*  y' _  1  =  0, 
8 

welche  immer  zwei  reelle  Wurzeln  besitzt.  Ist  nun  weiter  ^=^toitC3 
die  Gleichung  der  Spur,  welche  ein  Hauptnormalschnitt  mit  der  Goor- 
dinatenebene  xy  (der  Tangentialebene)  bildet,  so  hat  man 

y'  r=  -^  =  tan&, 
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mithin  statt  der  Yorigen  Oleichnng  die  folgende: 

r  —  < 
tan^io  -| iana  —  1=0, 

8 

deren  Wurzeln  fem  (Di  und  tan  a^  heissen  mögen;  för  diese  gelten  die 
beiden  Beziehungen 

i  —  r 
tan  Ol  +  tan&2  = •   tana^i  tana^  =  —  1, 

deren  letztere  identisch  mit  der  Gleichung  cos  {(Di  —  o^)  =  0  ist. 
Daraus  folgt  (Di  —  d^  =  ^t  |  ^9  oder  mit  anderen  Worten,  dass  die 
Haaptnormalschnitte  aufeinander  senkrecht  stehen. 

Statt  der  Gleichung  15)  kann  man  auch  eine  quadratische  Glei- 
chung aufstellen,  deren  Wurzeln  der  grösste  und  kleinste  Ej*üm- 
mongshalbmesser  selbst  sind;  sie  ergiebt  sich,  wenn  man  aus  den 
Gleidiungen  13)  und  14)  nicht  p,  sondern  y'  eliminirt,  wobei  zur 
Abkürzung 

gesetzt  werden  möge.     Die  fraglichen  Gleichungen  sind  dann 
X(r  +  28y'+  ty'^)  =  1  +  y'^  +  (p  +  3^0' 
X{3  +  ty')  =i>g[  +  (i+«^)y', 

und  wenn  man  y'  aus  der  zweiten  Gleichung  in  die  erste  einsetzt, 
80  erh&lt  man  zunächst: 
X[r(i+g2_A02  +  2s(l  +  g2-A0(A5— i?(z)  +  f(As-i>(z)T 
=  (l+i>')(l+a«  — A0«  +  2M(l+g«-A0(As-i>(ö 

+  (l+g2)(As-p3)'. 
oder  durch  Reduction  auf  Null: 
a  +  3«  — A0[(l+i>*~'tr)(l  +  g2-A0~(pg-As)«]  =  O. 

Hier  kann  nun  der  erste  Factor  nicht  =  0  sein,  weil  sonst  der 
Torhin  substitnirte  Werth  von  y\  nämlich 

/  _     As— pg 
^   ~  1+g«  — Ai 
unendlich  oder  unbestimmt  (wenn  zugleich  der  Zähler  verschwände) 
werden  würde,  was  Beides  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist.     Es 
1&Q88  daher  der  zweite  Factor  =  0  gesetzt  werden  und  dies  giebt 
bei  £ntwickelung  der  Potenzen  von  A: 

(r<-«') A»-[r(l  +  g«)- 2i>(ZS  +  e(l -|-i>«)]  A 4- 1 +i>«  +  g»  =  0, 

and  vermöge  des  Werthes  von  A  und  der  Bedeutung  von  N: 

16)    (r*  — s«)^«-. [(1  +  fl«)r  —  2i)gs  +  (1  '^p'^)t'\N(f  +  N^=0. 
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Nennen  wir  Qi  und  ^2  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  finden 
zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  ErümmungshalbmeBser  im 
Punkte  xyjs  die  Beziehungen  statt: 

17)         ,.  +  Q,  =  a  +  a-')r-2pas  +  (i+P^)t^^ 

Die  Ebenen  der  beiden  Hauptnormalschnitte  standen  sowohl 
aufeinander  als  auch  auf  der  Tangentialebene  senkrecht;  es  liegt  da- 
her nahe,  diese  drei  Ebenen  zu  Coordinatenebenen  zu  wählen,  so 
dass  nunmehr  die  vorhin  betrachteten  Winkel  cdi  und  (o^  die  Werthe 
Ol  =  0  und  (ü^  =  ^jt  erhalten  müssen.     Die  Gleichung 

r  —  «' 
tancDi  +  tan  €02  = 

^ f 

wird  jetzt  oo  = und  zeigt,  dass  für  diesen  Fall  s  =  0  sein 

s 

muss,  weil  im  Allgemeinen  r  und  t  endliche  Werthe  besitzen.     Die 

Formel  13)  wird  , 

1    ^r  +  ty'-i 

oder  wenn  y'  =  tanv  gesetzt  wird,  wo  v  die  Neigung  der  Ebene 
irgend  eines  Normalschnittes  gegen  die  Ebene  des  ersten  Haupt- 
schnittes (^i)  bezeichnet: 

=  rcos^v  -f-  tsin^v. 


Für  die  Hauptschnitte  ist  v  =  0  und  v  =  .Jjt,  also 

—  =  r  —  =  t 

mithin  durch  Substitution  in  die  vorhergehende  Gleichung: 

1          cos^v    ,     sin^v 
19)  —  = H 

Die  Gleichungen  17),  18)  und  19)  bestimmen  vollständig  die 
Krümmungen  der  verschiedenen  durch  einen  Punkt  xye  gelegten 
Normalschnitte;  aus  17)  und  18)  erhält  man  die  Krümmungen  der 
Hauptschnitte,  aus  19)  die  Krümmung  eines  beliebigen  anderen  Nor- 
malschnittes, welcher  mit  dem  ersten  Hauptschnitte  den  Winkel  v 
bildet. 

Bemerkenswerth  ist  noch  der  specielle  Fall,  in  welchem  man 
den  X,  Pt  j?  solche  Werthe  eriheilt,  dass 
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20)  i±JP!_£i  _!+_?! 

'  r      ~   s    ~       i 

wird;  es  ist  nämlich  unter  dieser  Yoranssetznng 

(l+l?«)(l+g«)^  j)>g»       (1  +  j)«)  (1  4- g«)  ^  rt 
rt  8«    '  p^q^  «*  ' 

woraus  man  leicht  findet: 

1  +  p»  +  fl»  =  N^=p^a^  ^^^r^- 

Die  Gleichung  16)  verwandelt  sich  jetzt  in  die  folgende: 
welche  die  gleichen  Wurzeln 

besitzt     Aus  Nro.  19)  erkennt  man  weiter,  dass  jeder  Normal- 

schnitt  durch  diesen  Punkt  dieselbe  Erümmunir  —  =  —   besitzt; 

der  fragliche  Punkt  heisst  dann  ein  Ereispunkt  der  Fläche.  Durch 
Verbindung  der  zwei  in  Nro.  20)  aufgestellten  Gleichungen  mit  der 
Gleichung  der  Fläche  erhält  man  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung 
der  drei  Unbekannten  x^  y,  0, 

Besitzen  die  Erümmunffen  —  und  —  der  beiden  Hauptscbnitte 

1 
dasselbe  Vorzeichen,  so  kommt  dieses  auch  der  Krümmung  —  jedes 

anderen  durch  denselben  Punkt  gelegten  Normalschnittes  zu,  wie  man 
ans  Nro.  19)  augenblicklich  ersieht.  Dann  kehren  sämmtliche. Nor- 
malschnitte des  Punktes  ihre  convexen  Seiten  derselben  Gegend  des 
Raumes  zu  unTl  die  Berührungsebene  liegt  gänzlich  auf  der  einen 
Seite  der  Fläche.  Wenn  dagegen  Qi  und  q^  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen haben,  so  ist  (nach  derselben  Gegend  des  BAumes  hin)  der 
eine  Hauptschnitt  convex,  der  andere  concav,  und  die  Krümmung 
wechselt  zwischen  beiden  Schnitten  ihr  Zeichen ;  die  Tangentialebene 
liegt  in  diesem  Falle  nicht  auf  einer  Seite  der  Fläche,  sondern  schnei- 
det dieselbe  in  ihrem  späteren  Verlaufe.  Eine  derartige  Fläche  ent- 
steht z.  B.  durch  Umdrehung  einer  ebenen  Curve,  die  der  Drehungs- 
achse ihre  convexe  Seite  zuTirendet. 

Ausser  den  obigen  zwei  Gattungen   von  Flächen,   welche  die 
Kamen  der  concav-conoaven  und  der  convex-conoaven  Flächen  führen, 

Schlftmlloh,  Analysls.    I.  9 
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giebfc  es  noch  eine  dritte  Art,  welche  den  Uebergang  von  der  einen 
zur  anderen  Gattung  bildet;  es  sind  dies  die  Flächen,  an  denen  der 
eine  Hauptschnitt  in  jedem  Pnnkte  die  Krümmung  Null  besitzt,  d.  h. 
eine  gerade  Linie  ist.  Da  in  jedem  Falle  die  Tangentialebene  die 
Tangenten  der  Normalschnitte,  also  auch  die  Tangente  des  geradlini- 
gen Normalschnittes  enthält,  so  ist  unmittelbar  klar,  dass  den  ge- 
nannten Flächen  die  Eigenschaft  zukommt,  von  einer  Ebene  nicht 
nur  in  einem  Punkte,  sondern  in  einer  Geraden  berührt  zu  werden. 

Nennen  wir die  Erümmunff  einer  Fläche,  so  ist  für  diese 

QiQi  "^ 

Flächen  die  Krümmung  gleich  Null;  als  analytisches  Kennzeichen 
dafür  ergiebt  sich  aus  Nr.  IS)  rt  —  s*  =  0,  oder: 

Die  durch  diese  Gleichung  charakterisirten  Flächen  sind  übri- 
gens sämmtlich  abwickelbar,  und  darin  unterscheiden  sie  sich  geo- 
metrisch von  den  vorigen  Flächenarten.  Weitere  Auseinandersetzun- 
gen hierüber  gehören  in  die  höhere  Geometrie* 


§.  29. 
Einhüllende  Curven. 

In  der  Gleichung  einer  ebenen  krummen  Linie  kommen  ausser 
den  Goordinaten  eines  beliebigen  Curvenpunktes  gewöhnlich  noch 
constante  Grössen  (sogenannte  Parameter)  vor,  wodurch  sich  die 
Dimensionen,  Gestalt  oder  Lage  der  Linie  bestimmen;  eine  solche 
Constante  sei  "h  und 

1)  F(a?,y,Ä)=0 

die  Gleichung  der  betreffenden  Curve.  GKebt  man  dem  h  verschie- 
dene Werthe  d,  2d,  S8,  4d  etc.,  so  erhält  man  eine  Reihenfolge 
von  Curven  derselben  Art,  die  sich  aber  in  ihren  Dimensionen,  Ge- 
stalten oder  Lagen  von  einander  unterscheiden.  EUerbei  kann  es 
geschehen,  dass  jede  solche  Curve  die  nächste  schneidet,  und  in  die- 
sem Falle  entsteht  die  Frage  nach  dem  geometrischen  Orte  der 
Durchschnittspunkte.  Nennen  wirA;  irgend  einen  individuellen  Werth 
des  hy  und  Ä;  -{-  d  den  nächsten  Werth  von  h,  so  gelten  für  den 
Durchschnitt  der  beiden  entsprechenden  Curven  gleichzeitig  die  bei- 
den Gleichungen 
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F(«,y,&)  =  0    und    F(x,y,h  +  S)  =  0 
oder  aach 

die  Gleichung  des  gesuchten  geometrischen  Ortes  findet  sich  nun 
dnrcli  Elimination  von  Je  aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  würde 
yon  der  Form  /(a;,  y,  S)  =  0  sein.  Lassen  wir  d  gegen  die  Null 
convergiren,  so  folgen  die  anfangs  genannten  Curven  stetig  aufein- 
ander und  die  Grenzgleichung  /(a?,  y)  =  0  bestimmt  den  geome- 
trisclien  Ort  ihrer  gleichfalls  continuirlich  aufeinander  folgenden 
Dnrcbschnittspunkte.  Dieser  geometrische  Ort  heisst  die  einhül- 
lende Curve  jener  Schaar  von  Linien;  ihre  Gleichung  ergiebt  sich 
dorch  Elimination  von  h  aus  den  beiden  Gleichungen 


3) 


Fix,  y,  ») 
Fig.  82. 


Cm 

I.  Das  erste  Beispiel  hierzu 
mag  etwas  ausführlicher  betrachtet 
werden.  In  einem  gleichschenkligen 
Dreiecke  ABC  (Figur  32),  dessen 
Schenkel  AC=^BG=^c  sein  mögen, 
zieht  man  die  Geraden  JM"  JV*  so,  dass 
immer  GM  =  BN  ist;  man  sucht 
die  Einhüllende  aller  dieser  Geraden. 
Nehmen  wir  ^  ö  als  Abscissen-,  B  0 
als  Ordinatenachse  und  setzen 

GM=BN  =  Ä, 

so  sind  die  Gleichungen  zweier  sol- 
chen Geraden    - 


X 


l^=t; 


fc+.d    +   C-(Ä+Ä) 

oder  auch,  wenn  man  die  Brüche  wegschafft,   die  zweite  Gleichung 
Ton  der  ersten  abzieht  und  mit  i  dividirt, 

(c  —  Ä)  ir  +  Äy  =  Ä;(c  — Ä), 

Der  zweiten  Gleichung  kann  man  den  Werth  von  Tc  entnehmen 
und  in  die  erste  substituiren;  die  Gleichung  des  gesuchten  Ortes  laU' 
tet  dann 

-P«  ^  y«  —  2 a;y  —  2 ca;  —  2c3^  +  c«  —  8«  =  0, 

9*   . 
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und  bestimmt  eine  Parabel,  aof  welcher  die  Durchsclmitte  aller  Ge- 
raden liegen,  welche  dadurch  entstehen,  dass  Mund,  JV jedesmal  um 
d  fortrücken.  Für  stetig  ^nach  einander  folgende  Gerade  hat  man 
daher  als  Gleichung  der  einhüllenden  Gurve 


oder 


a-a  -|_  y2  —  2xy  —  2ca?  —  2cy  +  c«  =  0 


Dasselbe  findet  man  unmittelbar,  wenn  man  k  aus  den  Glei- 
chungen 


X 


=  1     und 


--  +  ■ 


=  0 


eliminirt*).     Beiläufig  werde  noch  bemerkt,  dass  der  Scheitel  dieser 
Parabel  in  der  Mitte  der  Dreieckshöhe  CD  liegt,   dass  sie  von  AC 

undBG  berührt  wird,  und  dass  ihr  Halbparameter  =  -T;^=r-  ist. 

II.    In  Fig.  33  sei  F  ein  leuchtender  Punkt,  GD  die  Trennungs- 

Fiff.  83.  ^^^^  zweier  durchsichtigen 

Media  von  verschiedener 
Brechbarkeit,  ^Jlf  ein  Licht- 
strahl, welcher  bei  Jlf  jene 
Trennungslinie  trifft  und 
nach  dem  bekannten  Gesetze 

sinNxMP  _ 
sin  N  MF  ~^ 

gebrochen  wird ;  man  sucht 
die  einhüllende  Curve  aller 
gebrochenen  Strahlen. 
Nimmt  man  C  zum  Goor- 
dinatenanfang ,  den  unge- 
brochenen Strahl  GX  zur 
0?- Achse,  GD  zur  ^- Achse 
und  setzt  PC =c,  GM=1Cf 
1  —  m'  =  n^  so  ist  die  Gleichung  irgend  eines  gebrochenen  Strah- 
les MF 


K/  / 


B 


•)  Man  ersieht  hieraus  sehr  klar  die  Bedeutung  des  Differentiales. 
Denkt  man  sich  nämlich  die  verschiedenen  Punkte  M  in  gleichen  Ab- 
ständen, so  ist  cf  ein  aliquoter  Theil  von  c,  etwa  &  =  — ;  andererseits 


n 


muss  iff  insofern  es  einen  Zuwachs  von  k  darstellt,  mit  Jk  bezeichnet 
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mh  .    , 

Vc^  +  w2  Ä2 
oder 

4)  mn^x^  —  (c2  -f  w«  Ä2)  (^  —  A;)2  =  0. 
Faiüell  in  Beziehnng  auf  k  differenzirt  giebt  dies 

5)  mnx^  +  (c2  +  w2Ä2)  (^  —  Jc)  —  n«Ä  (^f  — Ä;)2=  0; 
mnltiplicirt  man  dies  mit  Je  und  subtrahirt  von  dem  Producie  die 
Gleichung  4),  so  lässi  sich  der  Best  mit  y  —  Je  dividiren  und  bleibt 


c^y  +  n^Je^  =  0    oder    &  =  —   . 

ffloltiplicirt  man  dagegen  Nr.  5)  mit  y — Je  und  addirt  Nr.  4),  so 
kommt 

m2aj2y  — w2(y  — A;)8  =  0    oder    y  —  1e=]/^^f^. 

Indem  man  hierzu  den  vorigen  Werth  von  Je  addirt^  erhält  man 
ab  Gleichung  der  einhüllenden  Gurve 

oder 

•>         (v)'- (=?)'= '• 

Für  m  ^  1  charakterisirt  diese  Gleichung  die  Evolute  einer 
Ellipse,  für  m  <[  1  eine  Hyperbelevolute;  die  gebrochenen  Strahlen 
stehen  also  im  ersten  Falle  auf  einer  Ellipse,  im  zweiten  Falle  auf 
einer  Hyperbel  senkrecht.    In  jedem  Falle  ist  F  ein  Brennpunkt  des 

Kegelschnitts  und  seine  Haupthalbachse  =  wc  oder  =  — ,  wenn  fi 

den  sogenannten  Brechungsexponenten  bezeichnet. 

in.  Man  sucht  die  einhüllende  Gurve  aller  Ej*eise,  deren  Mit- 
telpunkte auf  einer  gegebenen  Ellipse  liegen  und  deren  Peripherien 
durch  den  Mittelpunkt  ders^elben  Ellipse  gehen.  Nimmt  man  die 
Achsen  der  Ellipse  GÄ  =  a,  CB  =  h  (Fig.  34  a.  f.  S.)  zu  Coordi- 
natenachsen  und  bezeichnet  die  Goordinaten  eines  Ellipsenpunktes 
mit  j)  und  g,  sowie  mit  r  den  Badius  eines  Kreises,  welcher  pg[  zum 
Mittelpunkte  hat  und  durch  G  geht,  so  gelten,  den  angegebenen 
Bedingungen  gemäss,  folgende  Gleichungen: 


werden,  und  es  ist  daher  JJc  z=  — .  Bei  unendlich  wachsenden  n,  d.  h. 

bei  stetiger  Aufeinanderfolge  der  Punkte  itf,  oonvergirt  Jk  gegen  den 
»ymptotischen  Werth  Null  und  in  diesem  Falle  tritt  dk  an  die  Stelle 
▼on  äh. 


1 
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«»  +  j»  —  1' 


ix—py  +  (y  — 2)»  =  r»; 

1>«  +  3*  =  r*- 
ans  den  beiden  letzten  folgt 
8)  «2  +  y«  —  2i)a?  —  2gy  =  0. 


Fig.  34. 


Der  veränderliclie 
Parameter  ist  hier  j>,  und 
für  2  wäre  sein  Werth 
aus  Nro.  7)  zu  substi- 
tuiren,  doch  bleibt  die 
Rechnung  symmetrischer, 
wenn  man  die  zwei  Glei- 
chungen 7)  und  8)  mit  ^ 
und  g  beibehält.  Durch 
partielle  Differentiation 
derselben  erhält  man 


+ 


_2. 

&3 


dp 


=  0, 


a?  +  y 


dp 


=  0, 


und  nach  Elimination  von 


9) 


8£ 

dp 
a3 


Aus  den  Gleichungen  7)  und  9)  finden  sich  p  und  q,  und  wenn 
man  deren  Werthe  in  Nro.  8)  substituirt,  so  ergiebt  sich 

10)  (a?«  +  y«)3  =  (2  a)2  x^  +  (2  ly  y^ 

als  Gleichung  der  gesuchten  Curve;  letztere  ist  die  Fusspunktlinie 
einer  aus  den  Halbachsen  2  a  und  2&  construirten  Ellipse. 

lY.  Die  Modification  des  allgemeinen  Verfahrens,  welche  im 
letzten  Beispiele  benutzt  wurde,  kann  allgemein  auf  folgende  Weise 
dargestellt  werden.     Die  Gleichung  der  veränderlichen  Curve  sei 

11)  F{x,y,7C,l)  =  0 

und  enthalte  zwei  veränderliche  Parameter  x  und  A,  welche  aber 
nicht  von  ^einander  unabhängig,  sondern  durch  die  Bedingungs- 
gleichung 

12)  g?(x,A)  =  0 

verbunden  sein  mögen.  Das  Nächstliegende  wäre  nun,  erst  X  aus 
11)  und  12)  zu  eliminiren  und  dann  partiell  in  Beziehung  auf  %  zn 
differenziren ;    man   kann  aber  auch  den  umgekehrten  Weg  gehen, 
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wenn  man  dieAendeonng  beachtet,  welche  k  in  Folge  der  Aendemng 
von  %  erleidet.     Ans  Nro.  11)  folgt  nämlich 

dF        dF     dk  _ 
dx  "^  dk  '  dx~   ' 
andererseits  ist  nach  Nro..  12) 

dX  _         8x 

dx  ~        d^  * 
dk 
und  wenn  man  dies  in  die  vorige  Gleichung  substituirt,  so  erhält 
man 

dF  dF 

13)  »^  ^^ 


lix  dk 

Durch  Elimination  von  x  und  k  aus  den  drei  Gleichungen  11), 
12)  und  13)  gelangt  man  wieder  zur  Gleichung  der  einhüllenden 
Cunre. 


§.  30. 
Einhüllende  Flächen. 

I.  Die  im  Eingange  von  §.  29  angestellten  Betrachtungen  sind 
fast  wörtlich  auf  den  Fall  ausdehnbar,  wo  die  einhüllende  Fläche 
einer  Schaar  von  Flächen  gesucht  wird,  welche  dadurch  entstehen, 
dass  man  in  der  Flächengleichung 

F(a;,  y,  £r,  x)  =  0 
der  Gonstanten  x  stetig  aufeinander  folgende  verschiedene  Werthe 
beilegt;  die  Gleichung  der  einhüllenden  Fläche  ergiebt  sich  nämlich, 
indem  man  aus  den  Gleichungen 

1)  r(^.y...x)  =  0     und     ?Z^^^)=0 

die  Grösse  x  eliminirt. 

Lässt  man  z.  B.  den  Mittelpunkt  einer  Eugelfläche  auf  der 
jp-Achse  fortrücken  und  gleichzeitig  den  Radius  proportional  dem 
abstände  des  Centrums  vom  Goordinatenanfange  wachsen,  so  ist  die 
Gleichung  der  Kugelfläche 

x^  +  p^  +  (0  —  x)»  =  Öx)«; 


1 
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partiell  in  Beziehung  auf  x  differenzirt  gieht  dies 

—  (£f  — x)  ==  g»x 
und  durch  Elimination  von  x  findet  sich 

^         1—2^ 

als  Gleichung  der  einhüllenden  Fläche.  Für  q^  <^\  isi  letztere  ein 
Botationskegel ,  dessen  Achse  mit  der  xr- Achse  zusammenfallt,  und 
dessen  Seite  mit  der  Achse  den  Winkel  aresin  €[  einschliesst. 

Auch  in  dem  Falle,  wo  die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche 
zwei  Parameter  enthält  und  letztere  einer  bestimmten  Bedingung 
genügen  müssen,  kommt  man  wieder  auf  ähnliche  Erörterungen,  wie 
in  Nro.  IV.  des  vorigen  Paragraphen;  aus  den  gegebenen  Gleichungen 

2)  F(x,y,  e.Tc.k)  =:0    und     9)(x,  A)  =  0 

folgt  nämlich  durch  Differentiation 


3) 


dF 

dF 

dx 

dl 

dq) 

dq> 

8x  aA 

und  nachher  sind  x  und  k  aus  allen  drei  Gleichungen  zu  eliminiren. 
Endlich  kann  es  auch  vorkommen,  dass  die  gegebene  Flächen- 
gleichung drei  veränderliche  Parameter  enthält,  welche  an  zwei  Be- 
dingungen gebunden  sind,  dass  also  folgende  drei  Gleichungen  vor- 
liegen 

^v  i  F(x,y,  e,  X,  A,  fi)  =  0, 

j    9?(x,  A,  fA)  =  0,         ^(x,A,fA)  =  0. 

In  diesem  Falle  sind  X  und  f^  implicite  Functionen  von  x  und 
daher  führt  die  Aenderung  von  x  zu  den  Differentialgleichungen 

^        ^     dl_         dF_     äji  _ 
8x    "^   ÖA    '  dx    "^   Öfi   *  dx,   ~    ' 

8y    ,     8y      dl         dcp      d(i  

dx    ^  dl   '  dx    '^  "öfT  '  'dx  ~    ' 

8x    "^   dl   '  dx   '^  dii  '  dx  ~ 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  bestimmen  -^ —  und  tt-^:  setzt 

ox  ox 

man  deren  Werthe  in  die  erste  Differentialgleichimg  ein,  so  geht 

diese  über  in 
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5)  ^J^/^8y  8»       dtp   8»\       dF/dq>   dt^_d^  8»\ 

dFfdq>  8^_^  8»\  _ 
"*"  8fi  \8x    8A       8A    8x7  ~' 
und  die  Gleichtmg  der  einhüllenden  Fläche  ergieht  sich  nun  durch 
Elimmation  von  x,  A,  ft  aus  den  vier  Gleichungen  4)  und  5). 

n.  Bei  den  vorigen  Untersuchungen  wurde  immer  nur  ein 
Parameter  (x)  als  wülkührlich  hetrachtet,  denn  in  den  Fällen,  wo 
mehre  Parameter  vorkamen,  waren  auch  soviel  Bedingungsgleichun- 
gen vorhanden,  dass  die  übrigen  Parameter  als  implicite  Functionen 
von  X  gelten  mussten.  Anders  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  die 
Gleichung  der  Fläche  zwei  von  einander  unabhängige  Parameter 
enthält,  die  sich  gleichzeitig  ändern. 

Die  gegebene  Gleichung  sei 

6)  P(a?,y,  £f,  X,  A)  =  0, 

and  es  werde  zunächst  x  allein  um  d  geändert ;  die  neue  Gleichung 

^  J?'(a?,2^,ir,x  +  Ä,  A)  =  0, 
wofür  man  auch  schreiben  kann 

7X  F(x,  y,  xr,  x  +  a,A)  —  F(x,y,  z,  x,  l) 

7)  g =  0, 

charakterisirt  dann  eine  zweite  Fläche  derselben  Art,  nur  von  anderer 
Lage  und  von  anderen  Dimensionen.     Dasselbe  gilt  für  den  Fall, 
da8S  k  allein  um  b  geändert  wird,  wodurch  die  Gleichung  entsteht 
gv  F(x,p,  jg,  X,  l-{-6)  —  F(x,  y,  z,K,k)  __^ 

s 

Im  Allgemeinen  schneiden  sich  die  drei  Flächen,  welche  den 
Gleichungen  6),  7),  8)  correspondiren ,  in  einem  Punkte  xyz,  und 
wenn  man  aus  jenen  Gleichungen  die  beiden  Grössen  x  und  A  elimi- 
nirt,  so  gelangt  man  zur  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  aller 
Dorchschnittspunkte ,  vorausgesetzt,  dass  sich  x  jedesmal  um  ^K 
=  df  und  A  immer  um  z^A  ==  c  ändert.  Bei  gleichzeitig  gegen  die 
Null  convergirenden  d  und  s  folgen  die  erwähnten  Durchschnitts- 
punkte stetig  aufeinander  und  erzeugen  die  einhüllende  Fläche.  Die 
Gleichung  der  letzteren  wird  demnach  gefunden,  wenn  man  aus  den 
Gleichungen 

I  F(a?,y,  jef,  X,  A)  =  0, 

^)i   8JP(a?,y,£r,x,  A)  _  ^  dF(x,y,z,x,  A)  _  ^ 

1  d^  —^'  8Ä  — " 

die  bdden  veränderlichen  Parameter  x  und  A  eliminirt. 
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Beispielweis  suchen  wir  die  einhüllende  Fläche  aller  Engeln, 
deren  Mittelpunkte  auf  einem  elliptischen  Paraboloid  liegen,  und 
deren  Oberflächen  durch  den  Scheitel  des  Parj^boloides  gehen.  Nen- 
nen wir  a,  h  die  Halbparameter  des  Paraboloides,  und  x,  A,  fi  die 
Coordinaten  des  Mittelpunktes  irgend  einer  jener  Kugeln,  so  haben 
wir  als  Gleichung  der  beweglichen  Fläche 

wobei  noch  die  Bedingungen  zu  erfüllen  sind: 

Setzt  man  die  Werthe  von  q'^  und  ft  in  die  erste  Gleichung  ein, 
so  wird  letztere 

—  +  —U  =  0; 

durch  partielle  Dififerentiationen  in  Beziehung  auf  x  und  X  ergiebt 
sich 

und  durch  Elimination  von  x  und  X 

(x2  ^  yi  ^  g2)g  ^  ax^  +  by^  =  0. 

Die  einhüllende  Fläche  ist  hier  dieselbe  wie  die  Fusspunki- 
fläche  eines  elliptischen  Paraboloides  mit  doppelten  Parametern'*'). 
Für  das  hyperbolische  Paraboloid  gilt  ein  analoger  Satz. 

Wir  wollen  noch  den  Fall  betrachten,  wo  die  Gleichung  der 
gegebenen  Fläche  drei  Parameter  x,  A,  f^  enthält,  welche  an  eine 
bestimmte  Bedingung  gebunden  sind.  Man  hat  jetzt  zwei  Gleichungen 

10)  J'CaJ,  y,  ier,  X,  A,  fi)  =  0,  9(x,A,fi)  =  0 

und  könnte  hieraus  (wie  im  vorigen  Beispiele)  fi  eliminiren,  um  nur 
zwei  von  einander  unabhängige  Parameter  übrig  zu  behalten.  Dage- 
gen wird  die  Bechnung  eleganter,  wenn  man  diese  Elimination  bis 
zuletzt  aufspart  und  berücksichtigt,  dass  fi  eine  implicite  Function 
von  X  und  X  ist  Durch  partielle  Aenderung  von  x  erhält  man 
nämlich 

8x   "^  d(i    8x  ~    •  dx   ^  dii    dx  ~ 

mithin,  wenn  man  den  Werth  von  -^^  aus  der  zweiten  Gleichung 


*)  Siehe  des  Verfassers  Analytisclie  Geometrie  des  Raumes,  3.  Aufl. 
S.  266. 
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m  die  erste  emsetzt, 

dx    d(i         8fi    dx  ~ 
Die  partielle  Aendemng  von  k  falirt  zu  der  analogen  Gleichung 

dF  dtp         dF  8y 
dl    dii         8f*    8A  ~   ' 
beide  Differentialgleichiingen  können  in  der  Form 

dF  dF  dF 

11)  dTC  dl  dii 


dtp  d(p  d(p  ^ 

'die        TT        Yii 

zasammengefasst  werden,  und  man  findet  nun  die  Gleichung  der 
einliüllenden  Fläche  durch  Elimination  von  x,  A,  ft  aus  Nro.  10) 
ond  11). 

Beispielweis  suchen  wir  die  einhüllende  Fläche  aller  Kugeln, 
deren  Mittelpunkte  auf  einem  dreiachsigen  EUipsoide  liegen,  und 
deren  Oberflächen  durch  den  Mittelpunkt  des  EUipsoides  gehen. 
Sind  a,  b,  c  die  Halbachsen  des  EUipsoides ,  x,  A,  fi  die  Coordinaten 
einea  Kugelcentrums ,  so  hat  man  als  Gleichung  der  beweglichen 
Eogelfläche 

«'  +  y'  +  ^*  —  2xic  —  2  Ay  —  2fijef  =  0, 
wobei  Xy  l^  fL  der  Bedingung 

-Sr+ftT  +  f -1  =  0 

genügen  müssen.     Die  Gleichungen  11)  sind  hier 

X  l  fi 

und  durch  Elimination  von  x,  A,  f^  ergiebt  sich 

(a;2  -|_  y2  +   ^2)2  =  4  (^2  a.2  _^   62  2^2   +  c«  z^). 

Die  einhüllende  Fläche  ist  demnach  die  Fusspunktfläche  für  ein 
ans  den  doppelten  Achsen  construirtes  EUipsoid.  Für  die  übrigen 
centralen  Flachen  zweiten  Grades  gelten  analoge  Sätze. 


Gap.  IV. 

Die   vieldeutigen   Symbole. 

§.31. 

Die  Formen  §  und  oo  —  oo. 

L     Wenn  die  Functionen  g)(x)  und  ilf(x)  für  einen  specieUen 
Werth  von  x,  etwa  für  x  =  a^  gleichzeitig  Null  werden,  so  nimmt 

OD  1^1 

der  Quotient     ,)  (    in  diesem  besonderen  Falle  die  Form  R  an,  die 

i^(x) 

bekanntlich  vieldeutig  ist.     Um  den  wahren  Werth  dieses  Bruches 
ZU  finden,  betrachten  wir  den  Quotienten    , ;  {    als  die  Grenze,  wel- 

eher  sich  -^-7 — -r—ir  bei  verschwindenden  Ä  nähert.    Wegen  der  Vor- 
aussetzung  97(a)  =  0  und  ^(a)  =  0  ist  nun 

9?(a  -f  Ä) y(a-f  ^  —  ^>{o) ^ 


und  hieraus  folgt  durch  üebergang  zur  Grenze  für  verschwindende  i 

d.  h.  in  dem  besonderen  Falle  x  =  a,  für  welchen  q>(x)  und 

tlf  (x)  sich  annulliren,  werden  die  sonst  sehr  verschiedenen 

.  (p(x)  ^'(x) 

Quotienten    ,  .  .    und     ,.;  ^  einander  gleich.     Kann  man  also 
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den  Werih  des  zweiten  Quotienten  ermitteln,  so  hat  man  aucli  den 
des  ersten.     Einige  Beispiele  werden  dies  zeigen. 
Der  Quotient 

nimmt  filr  o;  =  a  die  Form  J  an ;  hier  ist 

mid  da  dieser  Bruch  für  a;  =  a  den  bestimmten  Werth  |  a  ~~  ^   erhält, 
Bo  ist  auch 

Für  X  =  In  wird  der  Bruch 

q)(x)  C08X 


^{x)         \n  —  X 

unbestimmt  =  ^    dagegen  erhält 

q)'(x)  sinx 

if\x)  ~      1 

in  demselben  Falle  den  bestimmten  Werth  1,  der  nun  auch  dem 
eisten  Bruche  zukommt. 

mUx) 
Nicht  selten  triflPt  es  sich,  dass  der  neue  Quotient     ,,,  .    für 

if  (x) 

x  =  a  gleichfalls  verschwindet ;  dann  muss  man  auf  ihn  wieder  das- 
selbe Verfahren  anwenden.     Nehmen  wir  z.  B. 

q)(x)   X  —  sinx 

ilf(x)  x^ 

80  erhalten  wir  der  Reihe  nach 

q>'(x)  1  —  C08X      (p''(x) sinx       ^"\x) cosx 

für :b=0 verschwinden  q) (x) ,  g)' (x) ,  q>"(x)  sowie  ^(a?),  ^'(jr), ^"(rr), 
ond  daher  giebt  erst  der  letzte  Quotient  den  wahren  Werth  des 
ursprünglichen  Bruches  =  J* 

IL  Wenn  die  Functionen  F(x)  und  f(x)  far  a?  =  a  gleich- 
Mitig  onendlich  werden,  so  erhält  die  Differenz  F(x)  — f(x)  die. 
anbestimmte  Form  oo  —  oo;  ihr  wahrer  Werth  findet  sich  dann  auf 
folgende  Weise.     Man  setze 


U2    Cap.  IV.  §.  82.  Die  Formen  -g ,  0 .  oo,  0»,  oo«  und  1« . 


*     =JPi(«),      r?L=/i(«), 


Fix)—^'^"''      fix) 
80  ist  identisch 

F(x)  -f(x)  =  -^ i-  =  AM^zJiM. 

für  fl?  =  a  verschwinden  Fi(x)  und  /i(aj),  mithin  geht  der  letzte 
Bruch  in  J  über  und  kann  nach  der  vorigen  Eegel  untersucht  werden. 
So  ist  z.  B. 

X        e*— 1  "~"   ic(e*— 1)  ' 

wobei  die  linke  Seite  für  ^  =  0  die  Form  oo  —  oo  annimmt,  und  die 
rechte  Seite  =  g  wird.     Setzen  wir 

.     .  9)(a?)  =  ö«— 1— a?,    ^(a?)  =  »(e*  — 1) 

80  erhalten  wir  der  Beihe  nach 

(p'(x)  _  e^— 1  q)"(x)  _      1 

^'(a;)  ~"  aje*  +  c*  — 1  '  ^"(a?)  ~fl?  +  2' 

und  hier  liefert  der  letzte  Bruch  den  wahren  Werth  ==  { • 


§.32. 
Die  Formen  -g,  0,oo,  0»,  oo»  und  1^. 

L     Wenn  die  Functionen  f(x)  und  F(a;)  für  a?  =  a  gleichzei- 

üg  unendlich  werden,  so  stellt  sich  in  diesem  Falle  der  Bruch  -:=^t-z 
®  F(x) 

unter  die  unbestimmte  Form  •—,  deren  wahrer  Werth  q  auf  folgende 

Weise  ermittelt  werden  kann.     Es  sei 

1 

f(x)  _     Fix)    _  (p(x) . 

F(x)  ~    J^    ~  i>{x)  ' 

der  neue  Quotient  erhSlt  für  x  =  a  die  Form  ^  und  kann  AAet 
nach  der  Begel  des  vorigen  Paragraphen  behandelt  werden.  Dies  giebt 

F'(x) 
q>'(x)  [Fixyj*  F'jx)  \f{x)  1» 

^{x)  ~  fix)      ~  fix)  lFix)\ 

U(P)V 
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Qnd  mr  a;  =  a,  wo  ^=7-^  den  Werth  q  annimmt, 

„  _  ^(«)  „,  „j„,  „  _  /(«) 

Die  Regel  zur  Bestimmung  des  wahren  Werthes  eines 
vieldeutigen  Bruches  bleibt  also  bei  der  Form  ^  dieselbe 
wie  bei  der  Form  §• 

So  wird  z.  B.  der  Quotient 

fix)  _  logx 
F(x)         cotx 

far  Ä  =r  0  unbestimmt  =  §-;  sein  wahrer  Werth  ist  dann  einerlei 
mit  dem  Werthe  von 

fix)  _         X  _        ^«»wa? 

F^-  1       =-M-^^nx. 

sin^x    ' 
welcher  in  jenem  Falle  =  —  ilf .  1  .  0  =  0  ist. 

Nach  derselben  Eegel  findet  man  auch,  dass  der  Bruch 

fjx)  Isinx 

Fix)  ~     Ix 
tär  X  =  0  denselben  Werth  erlangt  wie 

fix)    cotx   CO8X 

F'ix)  ~~r^~iu%x' 

X  X 

und  zwar  ist  dieser  Werth  =  1. 

n.  Sind  zwei  Functionen  vorhanden,  von  denen  die  eine  (p  ix) 
for  a5=a  verschwindet,  während  die  andere /(a?)  für  x;=a  unend- 
lich wird ,  80  nimmt  das  Product  q)ix)  .  /(a?)  für  o;  =  a  die  unbe- 
BÜmmte  Form  0*oo  an;  den  wahren  Betrag  desselben  kann  man  auf 
zweierlei  Weise  finden.     Entweder  setzt  man 

ond  hat  dann 


^(-)  •/(*)  =  # 


(^  x  =  a  wird  der  Quotient  =  J  nnd  gestattet  die  in  §.  31  ange* 
gebene  Behandlung.     Oder  man  setzt 
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mithin  g,(a,)./(a,)  =  |^; 

der  Quotient  stellt  sich  dann  anter  die  Form  ^  nnd  ist  nach  I.  zn 
beortheilen.     Von  beiden  Methoden  wählt  man  im  concreten  Falle 
diejenige,  welche  die  wenigste  Rechnung  verursacht. 
So  wird  man  z.  B.  an  die  Stelle  des  Productes 

l\2 )  -  tan 


2a  ' 
welches  für  o;  =  a  in  0  •  oo  übergeht,  den  Quotienten 


y(a?)  _ 


<-i) 


ilfix)  nx 

2a 
treten  lassen,  weil  der  Di£ferentialquotient  des  Logarithmus  eine  ein- 
fache algebraische  Function  ist;  man  erhält 

1  .  ^  JCX 


q)'(x) 2a  —  X 2a  2a 

^'(x)  7C  ^  nx  n      2a  —  a?  ' 

2a  2a 

2 

und  fiär  a?  =  a  den  wahren  Werth  —  • 

Bei  dem  Producte 

Ixmx  .  logx  ,  für  a?  =  0, 
ist  es  von  Yortheil,  die  Form 

f{x)  logx 

F{x)         cotx 

zu  wählen,  deren  wahrer  Werth  bereits  in  Nro.  I.  bestimmt  und  =  0 
gefunden  wurde;  demnach  verschwindet  jenes  Product  gleichzeitig 
mit  X. 

in.  Wenn  ein  Ausdruck  von  der  Form  [/(a?)]^^*^  für  x  =  a 
eine  der  vieldeutigen  Gestalten  0^  oo  <^,  1  ^  annimmt,  so  beachte  man 
zunächst  die  identische  Gleichung 

und  untersuche  das  Product  lf((ß)  .  9(a;);  ist  w  der  wahre  Werth 
desselben,  so  geht  die  gegebene  Function  in  e^  über* 
So  erhält  z.  B.  der  Ausdruck 

{sinxy* 


Cap.  IV.  §.32.  Die  Formen^,  O-oo,  0»,  od«  und  1^.    145 

fOr  j;  =  0  die  Form  0<^;   schreibt  man    aber    statt   desselben  die 
gleichgeltende  Exponentialgrösse 

SO  hat  man  im  Exponenten  den  nämlichen  Bruch,  dessen  Werth  in 
Nro.I.  untersucht  und=  1  gefunden  wurde;  der  Werth  der  ursprüng- 
lichen Potenz  ist  also  =  e^  =  c. 
Für  X  z=z  0  wird  femer 

••  \tanx 


e 


xj 


0. 


( 


beachtet  man  aber  die  identische  Gleichung 

*■  \         —  \x  ,  tanx 

x) 

und  erinnert  sich,  dass  Ix  .  ianx  f&r  a;  =  0  verschwindet  (s.  IL), 
80  erhält  man  e^  :=.  \  als  wahren  Werth  der  in  Rede  stehenden 
Potenz. 

Für  X  =.  a  verwandelt  sich  der  Ausdruck 

nx 


(-f) 


tan ' 
2a 


in  1^;  andererseits  ist  die  gegebene  Function  gleich 

^    V        a'  2  a 

2 

wobei  der  Exponent  für  a;  =  a  den  Werth  —  annimmt  (s.  11.);  dem- 

nach  ergiebt  sich  e  ^  als  wahrer  Werth  des  ursprünglichen  Ausdrucks. 
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Oap.  V. 

Maxima   und   Minima. 

§.  33. 
Maxima  und  Minima  der  Functionen  einer  Variaibelen« 

Wenn  eine  stetige  Function  f{oi)  abwechselnd  steigt  und  föllt, 
so  giebt  es  in  ihrem  Verlaufe  Stellen,  wo  die  Uebergänge  von  Wachs- 
thum  zu  Abnahme  oder  umgekehrt  von  Abnahme  zu  Wachsthnm 
statt  finden.  Bei  einem  Uebergänge  der  ersten  Art,  welcher  etwa 
für  OJ  =  a  eintreten  möge,  ist  der  entsprechende  Functionswerth  /(a) 
grösser  als  die  Nachbarwerthe  f{a  —  h)  und  f{a  +  Ä),  sobald  nur 
h  hinreichend  klein  genommen  wird;  dann  heisst  /(a)  ein  Maxi- 
mum der  Function /(aj).  Erfolgt  dagegen  an  der  Stelle  o;  =  a  eio 
üebergang  von  Abnahme  zuWachsthum,  so  \9if{<i)  kleiner  als  seine 
Nachbarwerthe /(a  —  h)  und/(a  +  Ä),  und  dann  heisst /(a)  ein 
Minimum  von  f{x).  Nach  dieser  Erklärung  versteht  es  sich  von 
selbst,  dass  derartige  Maxima  und  Minima  nur  relativ  sind  und  nicht 
immer  den  absolut  grössten  oder  absolut  kleinsten  Werth  der  Function 
darstellen. 

^  Für  welche  Werthe  von  x  dergleichen  Maxima  und  Minima  ein- 
treten, das  entscheidet  sich  durch  ein  früheres  Theorem  (§.  8,  L), 
demzufolge  die  Function  f(x)  wächst  oder  abnimmt  je  nachdem  ihre 
Derivirte  f'{x)  positiv  oder  negativ  ist.  Aendert  sich  nup  f'{x) 
continuirlich ,  so  kann  der  Üebergang  von  positiven  zu  negativen 
oder  von  negativen  zu  positiven  Werthen  der  Derivirten  f{x)  nur 
mittelst  Durchganges  durch  Null  geschehen;  die  Werthe  von  x^  wel- 
che/(o;)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen,  sind  also  War- 
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«ein  der  Oleichnng  f'{x)  ==  0.  Dies  bedeutet  geometriscH ,  dass 
die  Tangente  an  jedem  Culminationspunkte  einer  Cuire  parallel  zur 
Abadssenacbse  liegt. 

Hat  man  die  Gleichung /'(o;)  =  0  aufgelöst,-  so  bedarf  es  noch 
der  Entscbeidung,  ob  die  gefundenen  Wertbe  von  x  Maxima  oder 
Minima  der  Fanction  Hefem.  Zu  diesem  Zwecke  erinnern  wir  an 
die  in  §.  18  bewiesene  Gleichung 

woraus  bei  verschwindenden  h  folgt 

Im  vorliegenden  Falle  ist  a  eine  Wurzel  der  Gleichung  /'(a?)  =  0, 
mithin  /'  (a)  =  0  und 


Un.^±±^pm=.\r'ia) 


ebenso,  wenn  man  —  h  sm  die  Stelle  von  h  treten  lässt| 

Ist  nun  /"(a)  positiv,   so  müssen  bei  hinreichend  kleinen  h  die 
beiden  Quotienten 

/(a+fej~/(a)  f(a ^  fe)  -~  f(a) 

positiv  sein  und  es  bleiben,  wenn  h  gegen  die  Null  convergirt,  weil 
ausserdem  der  gemeinschaftliche  Grenzwerth  jeuer  Quotienten  nicht 
positiv  werden  könnte;  hieraus  folgt 

/(a-Ä)>/(a)</(a  +  Ä), 

mithin  iflt/(a)  ein  Minimum.  Wenn  dagegen /"(a)  einen  negativen 
Werth  hat,  so  müssen  bei  hinreichend  kleinen  h  die  unter  Nro.  1) 
Angegebenen  Quotienten  negativ  sein  und  bleiben;  daraus  folgt 

/(o-Ä)</(o)>/(a  +  Ä) 
d.  h./(a)  ist  ein  Maximum.  Die  Entscheidung  besteht  also  darin, 
da8s/(a)  ein  Minimum  oder  Maximum  ist  je  nachdem /"(a)  positiv 
oder  negativ  ausfällt.  Geometrisch  heisst  dies :  ein  unterer  Gulmi- 
nationspunkt  kann  nur  auf  einem  convexen  Bogen,  ein  oberer  nur  auf 
einem  ooncaven  Bogen  vorkommen. 

Das  angegebene  Criterium  verliert  seine  Anwendbarkeit,  wenn 
/"(o)  selber  =  0  ist  (wie  z.  B.  wenn  die  Tangente  an  einem  In- 
flexionspunkte  parallel  zur  Abscissenachse  liegt);  man  muss  in  diesem 

10* 
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Falle  die  höheren  Differentialquotienten  von  f{x)  zu  Rathe  ziehen, 
indem  man  den  in  §.  18  bewiesenen  Satz 

/(«+fe)-/(a)-^/(a)-3^r(a)— -,.,*;;Li)/^"-»w 

_  /"^  (<^  +  ^^) 

~   1.2.3...n 

anwendet.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  nicht  nur/'(a)  =  0  ist, 
sondern  auch /" (a), /'" (a),.  ../^"""^^(a)  verschwinden,  mithin /^"^ (a) 
der  erste  nicht  verschwindende  Differentialquotient  ist,  vereinfacht 
sich  die  vorige  Gleichung  und  giebt 

f{a  +  fe)  -  /(g)  ^/<»>(a  +  %h) 
Ä«  1  .2...W     ' 

woraus  folgt,  wenn  h  gegen  die  NuU  convergirt, 

Ä"  1 .2...n 

Hier  unterscheiden  wir  die  beiden  Fälle  eines  ungeraden  und 
eines  geraden  n.     Bei  ungeraden  n  ist 

j-,.„,  /(« + ft)  -  /(«)  ^  ,  /^"^(«) 


1 .2...n 


/(a-fe)-/(a)_        /»>(«)    ■ 

-^♦» P —  rä";?' 

mithin  für  ein  positives  /^"^  (a)  und  hinreichend  kleine  h 

/ia-h)<fiaXf(a  +  h), 
dagegen  bei  negativen  /(**)  (a) 

f(a-h)>fia)>f(a  +  h).       ' 

Beide  Ungleichungen  stimmen  darin  überein,  dass  f(d)  weder 
ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ist.  Wenn  dagegen  n  eine  gerade 
Zahl  bedeutet,  so  gelten  die  Gleichungen 

Ä«  ^  1.2...W' 

Ä*»  '    1.2...W' 

mithin  ist  bei  positivem  /^"^  (a)  und  für  hinreichend  kleine  h 

/(a-Ä)>/(a)</(aH-Ä), 
d.  h. /(a)  ein  Minimum;  femer  erhält  man  bei  negativen /<"^  (a) 

/(a-Ä)</(a)>/(a  +  Ä),       , 


J 
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wodurch  ein  Maximum  angezeigt  wird.     Alles  zusammen  giebt  fol- 
genden Satz: 

Ein  aus  der  Gleichung /'(a;)  =  0  bestimmter  Werth 
von  X  macht  f{x)  nur  dann  zu  einem  Maximum  oder 
Minimum,  wenn  in  der  Keihe  der  Differentialquotien- 
ten/"(a?),/'"(ic)  etc.  der  erste  für  jenen  Werth  nicht  ver- 
schwindende Differentialquotient  von  gerader  Ord- 
nung ist,  und  zwar  findet  ein  Minimum  oder  Maximum 
statt,  je  nachdem  der  genannte  Differentialquotient 
für  jenen  Werth  von  x  positiv  oder  negativ  ausfällt. 
Den  Mechanismus  der  Rechnung  werden  die  folgenden  Beispiele 
zeigen. 

1.  Handelt    es   sich   um    das  Maximum    oder  Minimum    der 
Function 

f{x)  =  x^  c-*, 
so  entwickelt  man  erst  die  Differentialquotienten 
fix)  =  (a  —  a?)  a?«-^  c"', 
f\x)  =  [a(a—  1)  —  2aic  +  aj^]  a-«-«  g-* 

u.  s.  w. 
Nun   wird  f{£)  =  0  für  a?  =  a;    dieser  Werth  giebt  f\d) 
=  —  a"""*  6""*  also  ein  negatives  Resultat,  mithin  ist 

/(«)  = «" «—  =  (7)" 

das  Maximum  der  Function  x^  c~"*. 

2.  Es  mögen  Äi ,  Äg , . . .  A?«  gegebene  Zahlen  sein  und  es  soll 
%  so  bestimmt  werden,  dass  die  Quadratsumme 

/(a?)  =  (a:-Ä;i)2  +  (aj-ÄJg)^  +  •  •  •  +  (^-Ä;„)2 
«tt  einem  Maximum  oder  Minimum  wird.      Man  hat  in  diesem  Falle 

/(a;)  =  2  [na:  —  (ÄJi  +  Äig  +  •  •  •  +  ^^\ 

/'(aj)=2n; 

/'(«)  verschwindet,  wenn 

Ä?i  4-  Ä^  4-  •  •  '  +  fe« 
^=  T 

d.  h.  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  gegebenen  Zahlen 
igt,/"(a?)  bleibt  immer  positiv,  mithin  wird/(a:)  bei  dem  angegebe- 
nen Werthe  zu  einem  Minimum.  Dies  war  übrigens  vorauszusehen, 
da  jene  Summe  von  Quadraten  zwar  beliebig  gross  aber  nicht  belie- 
big klein  gemacht  werden  kann« 
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3.  Auf  dem  ersten  Quadranten  einer  Ellipse  soll  man  denjeni- 
gen Punkt  bestimmen,  dessen  Normale  am  weitesten  vom  Centrum 
entfernt  ist  Geht  überhaupt  durch  den  Punkt  xy  ehier  Curve  eine 
Normale,  so  hat  letztere  vom  Coordinatenanfange  die  Entfernung 

^  +  yy' 


!P  = 


VT+7"^' 


für  die  Ellipse  ist  w  =  —  V^a^  —  x\  mithin 

a 


a2  — 52  a?Va2  — aj2 


a 


Fig.  35. 


Dieser  Ausdruck  vereinfacht 
sich  durch  Einfahrung  des  Win- 
kels A  GM  =■  (Q ,  welcher  unter 
dem  Namen  der  excentrischen 
\  Anomalie  bekannt  ist  (Fig.  35); 
\  man  hat  nämlich  x  =  acos o, 
mithin 


■IK 


(«2 52)  ßlf^  ß, 


oder,  wenn  tanco  kurz  mit  t  bezeichnet  wird, 

(a2  —  &2)  t 


i>  = 


V{1  +  «2)  (a2  «2  j^  52) 

Wir  betrachten  nun  t  als  unabhängige  Yariabele  und  erhalten 
dp^_  (a2  —  52)  (52  _  ^2  ^4) 

ät    ~     V  |>2  _|-  (a2  +  52)  ^2  ^  0^2  ^4J8    ' 

d[2|?_        (a2— 52)^  [3(^2^52)  ^^y_[_lQa2e>2^2_[.g2(et2.^52)^4  —  2a4^6] 
^^^^  V"[52-f  (a2_^58)^2^.a2<4]6 

der  erste  DifPerentialquotient  verschwindet  für 

=   1/  —    oder    tan  o  =   1/  —  = , 

f     a  y     a  a 

und  der  zweite  Dififerentialquotient    erhält    dadurch  4en   negativen 
Werth 

4a2(a  — 5) 
(a  +  &)2    ' 

mithin  entspricht  der    obige  Werth  von  t  dem  Maximum  von  p. 
XJebrigens  konnte  man  sich  die  Entwickelung  des  zweiten  Differen- 


t 
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tialqaoiienten  ersparen;  da  nämlich  für  o  =  0  und  für  o  =  90® 
jedesmal  p  den  Minimalwerih  |>  =  0  erreicht ,  so  moss  der  gefim- 
dene  Werth  ein  Maximum  liefern. 

Behufs  der  Oonstruction  nimmt  man  AK  -=  BC  =^h,  sucht 
zwischen  AC  =  a  und  AK  die  mittlere  Proportionale  AL,  aieht 
CLy  welche  den  umschriebenen  Kreis  in  M,  den  eingeschriebenen  in 
ÜT  schneidet,  legt  durch  M  eine  Parallele  zu  BC,  durch  N  eine  Pa- 
rallele zu  AG  und  erhält  dann  den  gesuchten  Ellipsenpunkt  P  als 
Durchschnitt  der  genannten  Parallelen.  Construirt  man  die  Normale 
PU^  80  ist  deren  Abstand  von  C  das  Maximum  von  jp,   und  zwar 


Fig.  36. 


CQ  =^  a  —  ft;  gleichzeitig  ist  Q 
der  Erümmungsmittelpunkt  für  P, 
P  Q  der  Krümmungshalbmesser,  mit- 
hin die  Fläche  des  Krümmungskrei- 
ses  gleich  der  Ellipsenfläche. 

4.  üeber  einer  Geraden  MN 
(Fig.  36)  sind  zwei  Punkte  A  und 
B  gegeben,  welche  mit  einem  Punkte 
P  der  Geraden  zu  der  gebrochenen 
Linie  ABP  verbunden  werden  sol- 
len; man  fragt  nach  dem  Minimum  des  Weges  AJP  -\-  BP.  Für  AC 
=  Ä,  J?2)  =  5,  GD  =  c,  CP  =  X,  AP  +  BP  =  s  ist 

8  =    Vöä+T«        4-  Vh^  +  iC'-xy, 


8'  = 


X 


C  —  X 


8 


tt 


+ 


y53-|_(c  — a;)a 
6» 


V  («« +  x^y  ^  V  l>^ + (c — xyy 

Aus  s'  =  0  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  x  die  Gleichung 

X  c  —  X 

der  aus  iht  folgende  Werth  gehört  zu  einem  Minimum,   weil  s" 
immer  positiv  bleibt.     Geometrisch  bedeutet  die  vorige  Gleichung 

C08MPA  =  cosNPB  d.  i.  Z.  MPA  =  Z.  NPB, 
und  hiemach  ist  die  Construction  leicht,   indem  man  OA'  =  CA 
nimmt  und  die  Gerade  A'B  zieht,  welche  MN  in  P  schneidet  (Spie- 
gelungsgesetz). 

5.  Auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Geraden  MN  (Fig.  37 
a.f.S.)  befinden  sich  die  gegebenen  Punkte  il  und  J?,  welche  mit  einem 
Punkte  P  der  Geraden  zu  der  gebrochenen  Linie  APB  verbunden 


152  Cap.  V.    §.  33.    Maxima  und  Minima 

sind ;  ein  Körper  bewegt  sich  auf  dieser  von  Ä  nach  B  so,  dass  er  längs 
der  Geraden  ÄF  die  ctnstante  Geschwindigkeit  g,  längs  FB  die  con- 

stante  Geschwindigkeit  h  be- 
sitzt. Es  soll  der  Punkt  P  80  be- 
stimmt werden,  dass  der  Kör- 
per in  der  kürzesten  Zeit  von  A 
nach  J?  gelangt.  Zum  Durchlau- 
fen von  ÄF  braucht  der  Körper 

ÄF 
die  Zeit  ,  zum  Durchlau- 

g 

■pjy 

fen   von  FB  die  Zeit  —5--, 

n 

mithin  ist  bei  gleicher  Bezeichnung  wie  in  Nro.  4,  der  Ausdruck 


S  = 


Va^+x^         Vh^  +  jc  —  xy 


g  h 

zu    einem  Minimum   zu    machen.     Als  Bedingungsgleichung  für  x 
findet  man  sehr  leicht 


X 


c  —  X 


oder  geometrisch 


gV  a^  +  a?»         hVh^  +  (c  —  a?)« 


cos  MF Ä       cosNFB 


wofür  man  auch  setzen  kann 

sinÄFQ 


h 


sinBFB 

Dieser  Gleichung  entspricht  ein  Minimum  von  5,  weil  s"  immer 
positiv  bleibt.  (Brechungsgesetz,  wobei  die  Lage  des  gebroche- 
nen Strahles  durch  die  zwei  Bedingungen  bestimmt  ist,  dass  er  durch 
B  gehen  und  normal  zu  einem  gewissen  Kegelschnitte  sein  muss. 
Vergl.  §.  29,  II.) 

6.  Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  bei  allen  Untersuchun- 
gen über  Maxima  und  Minima  noch  der  Ausnahmefall,  wenn  f\$) 
sein  Vorzeichen  nicht  stetig  mittelst  Durchganges  durch  Kuli,  son- 
dern sprungweis  ändert;  denn  auch  derartige  Zeichen  Wechsel  können 
Maxima  oder  Minima  liefern,  die  man  nach  der  vorigen  Methode 
nicht  finden  würde.     Ist  z.  B. 

y=/(a;)  =  l  -  fÖ^I^» 
mithin 

y'  =  /'(a;)=|  ^ 


irrr 


X 
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80  bleibt /'(a;)  positiv  fär  alle  a?  <;  1,  und  negativ  für  alle  a?  >  1; 
der  ZeichenwecliBel  geschieht  hier  aber  sprungweise,  denn  man  hat 

/'(l-0)=  +  oo,/'(l  +  0)  =  --  00 
and  mithin  erleidet /'(ic)  eine  Unterbrechung  der  Continuität  an  der 
Stelle  X  =  1.  Abgesehen  davon  geht  aber  aus  den  Vorzeichen  von 
f{x)  mit  Sicherheit  hervor,  dass  f(x)  wächst  von  x  =  —  oo  bis 
x=  l  und  abnimmt  von  aj  ^  1  bis  aj  =  -j-  oo ,  dass  also  f(x)  für 
1=1  sein  Maximum  /(l)  ==  1  erhalten  muss.  Man  wird  dies 
geometrisch  leicht  bestätigt  finden,  indem  man  die  Aufmerksamkeit 
auf  den  Berührungswinkel  r  richtet,  welcher  durch  die  Gleichung 
tanz  =/'(a;)  bestimmt  wird.  Derselbe  ist  spitz  flir  aj  <  1,  wächst 
mit  X  gleichzeitig,  wird  =  5  JT  für  x  =  \  und  nachher  stumpf  für 
X  >  1 ;  an  der  Stelle  a?  =  1  besitzt  daher  die  Curve  eine  Spitze, 
von  welcher  beide  Theile  convex  gegen  die  Abscissenachse  gekrümmt 
sind.  —  Aehnliche  Betrachtungen  gelten  für  alle  derartigen  Aus- 
nahmefalle, und  zwar  entscheidet  sich  die  Beschaffenheit  einer  Func- 
tion an  einer  solchen  besonderen  Stelle  immer  sehr  leicht  dadurch, 
dass  man  den  Lauf  der  Function  in  der  Nachbarschafb  jener  Stellen 
vorzngsweis  genauer  berücksichtigt. 


§.34. 
Kaxima  und  Minima  der  Functionen  mehrerer  Variabelen. 

Ist  J^(a?,  y^  z,  .  ^  .)  eine  Function  der  unabhängigen  Variabelen 
^)  2f)  ^»  •  •  f  so  kann  es  ein  zusammengehörendes  System  specieller 
Werthe  dieser  Variabelen  geben,  etwa-  a?  ==  a,  2/  ==  ^»  ^  =  c  u.  s.  w., 
wodurch  J'(a,  5,  c,  .  .  .)  grösser  oder  kleiner  wird  als  alle  Nachbar- 
werthe  der  Function,  d.  h.  als  alle  die  Werthe,  welche  entstehen, 
wenn  man  für  x  irgend  einen  Werth  aus  dem  Intervalle  a  —  Ä  bis 
fl  +  Ä,  für  y  einen  Werth  aus  dem  Intervalle  h  —  Ä  bis  6  +  fc  u.  s.  w. 
nimmt,  wobei  /i,  h  etc.  beliebig  kleine  Grössen  bezeichnen.  Ein  sol- 
cher besonderer  Werth  JP(a,  5,  c,  .  .  .)  der  Function  JP(a?,  y,  jt,  .  .)> 
keisst  ein  Maximum  oder  Minimum,  je  nachdem  er  grösser  öder  klei- 
ner als  seine  Nachbarn  ist.  Die  Aufgabe  ist  nun,  das  System  der 
«peciellen  Werthe  a?  =  a.  3^  ==  5,  etc.  aufzufinden. 

Wenn  überhaupt  beliebige  unabhängige  Variabelen  x,  y,  0,  .  .  , 
vorhanden  sind,  so  darf  man  sich  dieselben  als  ebensoviel  willkühr- 
liehe  Functionen  einer  neuen  unabhängigen  Variabelen  t  denken,  denn 
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man  übersieht  auf  der  Stelle,  dass  a?,  y,  e  etc.  alle  möglichen  Werthe 
erhalten  können,  wenn  man 

«  =  9(0»  y  =  *(<)i  ^  =  %(f\  •  •  • 

setzt  und  t  sowie  die  Natur  der  Functionen  9,  ^,  %  etc.  danach. 
wählt;  so  würde  z.B.  schon  die  einfache  Annahme  o;  =  af,  ^  =  ßt^ 
0  =  yt,,  ..  wo  a,  ß^  y  völlig  willkührliche  Factoren  sind,  zu  dem 
genannten  Zwecke  hinreichen.  Durch  diese  Bemerkung  reducirt  sich 
die  Aufgabe,  F(x,  y,  gf^  . ,  .)  zn  einem  Maximum  oder  Minimum  zu 
machen,  auf  die  einfachere,  für  eine  Function  von  nur  einer  unab- 
hängigen Yariabelen  die  grössten  und  kleinsten  Werthe  aufzusuchen. 
Soll  nun 

F(x,  y,g,...)  =  F[(p(t\  ip(t%  %(f\  .  .  .] 

oder  kurz  F  seinen  Maximal-  oder  Minimal werth  erhalten,  so   muss 

dF 


dt 


=  0 


sein;  diese  Gleichung  wird  in  unserem  Falle,  wo  x^  y,  z,  .  ,  als  ab- 
hängig von  t  erscheinen, 

dF^     d^  j_   dF^     dy_        dF^     de_^  _ 

^  dx  '  dt    ^  dy   '  dt    '^  dz   '  dt    '^  ~ 

Bei  der  gänzlichen  Willkührlichkeit  der  Functionen  9(^),  ^(Ot  Z(0» 
also  auch  ihrer  Differentialquotienten 

dx  f..    dy  ,        de  ,.^ 

(wie  z.  B.  im  obigen  speciellen  Falle  der  Factoren  a,  ß^  y  .  .  )  kann 
aber  die  Gleichung  1)  nur  bestehen,  wenn  die  Goefficienten  der  un- 
bestimmten Grössen  für  sich  Null  sind,  wenn  also  die  Gleichung'en 
stattfinden: 

2)  •^—  =  0,       -r—  =  0,       -5—  =  0, 

^  dx  dy  dz 

deren  Anzahl  mit  der  Anzahl  der  unabhängigen  Yariabelen  über- 
einkommt, so  dass  es  also  immer  möglich  ist,  die  obigen  Gleichun- 
gen nach  X,  y,  z,  ,  .  .  aufzulösen  und  so  die  Werthsysteme  x  =  a, 
y  z=:  h,  z  =  c  etc.  zu  bestimmen.  Ist  dies  geschehen,  so  bedarf  es 
noch  einer  Discussion,  ob  das  gefundene  System  ein  Maximum  oder 
Minimum  von  F  bildet.    Diese  Entscheidung  wird  dadurch  herbeigre- 

d^F 
führt,  dass  man  den  zweiten  Dififerentialquotienten     -.-      entwickelt 
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ond  nachsiebt,. ob  er  durch  Substitution  der  für  a;,  j/,  ior,  ..  .  gefun- 
denen Werthe  positiv  oder  negativ  ausfallt.  Wir  wollen  diese  Unter- 
suchung unter  der  Voraussetzung,  dass^  eine  Function  von  nur  zwei 
nnabhängigen  Variabelen  x  und  y  ist,  näher  ausführen. 

Man  hat  zunächst  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  i) 

dt^  ~   dx^   \dtj  "•"      dx  Öy    dt   dt   "^    8^2   \dtj  ' 

dx       dii 
oder  wenn  der  Quotient  -r—  :  —^  mit  q  bezeichnet  wird  : 

dt       dt 

^  dt^         Idx^  ^    ^       dxdy^^    dy^]  \dtj 

Soll   dieser  zweite  DifPerentialquotient   zu   einer  Entscheidung 
fahren,  so  darf  er  nicht  verschwinden,  also  darf  nicht  zugleich 

d^F        ^  d^F         ^        d^F 

ox^  dx  dy  oy^ 

sein;  ist  diese  Vorbedingung  erfüllt,  so  muss  der  in  3)  verzeichnete 

Ausdruck,  worin  noch  die  unbestimmten  Grössen  q  und  -rr-  vorkom- 

dt 

men,  immer  gleiches  Vorzeichen  behalten,  von  welchem  nachher  zu 

entscheiden  ist ,  ob   es  das  Plus-  oder  Minuszeichen  ist.     Das  Vor- 

d^F 
zeichen  von     ,       hängt  nun  einzig  allein  von  dem  Ausdrucke 

^)  -8^  «'  +  '  ^^^«  +  -W 

ab,  welcher  unter  der  Form  ag*  +  2ßq  -|-  y  enthalten  ist  Hätte 
femer  die  quadratische  Gleichung  ccq'^  -{-  2ßq  +  y  =  0  eine  reelle 
Wurzel  qi ,  so  würde  der  Ausdruck  ag*  _|_  2ßq  +  Y  sein  Vorzei- 
chen wechseln,  wenn  man  q  das  Intervall  qi  —  Ö  bis  $i  H"  ^  durch- 
laufen liesse,  wo  i  eine  beliebig  kleine  Grösse  bezeichnet.  Damit 
also  der  fragliche  Ausdruck  sein  Vorzeichen  nicht  wechsele,  ist  es 
nothwendig  und  hinreichend,  dass  jene  quadratische  Gleichung  ima- 
ginäre Wurzeln  besitze,  folglich  ß^  —  ay  <^  0  sei  Die  Bedingung 
für  die  Unyeränderlichkeit  des  Vorzeichens  in  Nro.  5)  besteht  also 
in  der  Ungleichung 

^  \dxdyj  '       dx^  '   dy^  ^    ' 

de  vertritt  zugleich  die  in  Nro.  4)  angegebene  Determination ,  denn 
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wenn  sie  erfüllt  ist,  können  die  Gleichungen  4)  nicht  sämmtlich  statt- 
finden.    Aus  der  Bedingung  6)  ersieht  man  femer,  dass 

-rr und    -:r 

(nach  Substitution  der  für  x  und  y  gefundenen  Werthe)  gleiche  Vor- 
zeichen besitzen  müssen,  weil  ausserdem  die  Ungleichung  6)  die 
Summe  zweier  positiven  Grössen  als  negativ  angeben  würde.  Da 
femer  nach  den  bisherigen  Bestimmungen  der  Ausdruck  in  5)  sein 
Vorzeichen  nicht  wechselt,  so  darf  man  auch  q  ■=  0  setzen,  oline 
einen  solchen  Wechsel  befurchten  zu  müssen,  und  man  ersieht  dar- 

aus,  dass  jener  Ausdruck  dasselbe  Vorzeichen  besitzt  wie  ^   _    oder 

öx* 

d^F 

o  2  >  ^nnmehr  lautet  die  Entscheidung: 

Die  aus  den  Gleichunffen  -tt —  =  0  und  -tz —  =  0  abge- 

dx  oy 

leiteten  Werthe  von  x  und  y  müssen  zunächst  der 
Bedingung 

\dx  dyj         dx^   '    dy^  ^ 

genügen  und  geben  das  Maximum  oder  Minimum  der 
Function  F(x,  y),  je  nachdem  sie  die  Differential- 
quotienten 

d^F       ^    d'^F 

gleichzeitig  negativ  oder  positiv  machen. 

Finden  die  Gleichungen  4)  zusammen  statt,  verschwindet  also 

d^F 

für  die  gefundenen  Werthe  vono?  und  y,  so  giebt  der  zweite 

Differenüalquotient  keine  Entscheidung  und  man  muss  sich  dann  an 
die  höheren  DifiPerentialquotienten  wenden,  was  jedoch  umständliche 
Bechnungen  erfordert.  Ebenso  wird  die  Sache  etwas  verwickelt» 
wenn  es  sich  um  eine  Function  von  drei  oder  mehr  Variabelen  han- 
delt. Man  wird  in  allen  solchen  Fällen  besser  thun,  aus  der  Natur 
der  gestellten  speciellen  Aufgabe  zu  entscheiden,  ob  überhaupt  ein 
Maximum  oder  Minimum  stattfindet. 

1.    Als  erstes  Beispiel  diene  die  Aufgabe,  das  Minimum  der 
Quadratsumme 
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+   (flnX  +  hny—kny 

n  bestimmen,  wobei  alle  a,  h  und  k  als  gegebene  Constanten  vor- 
aosgesetzt  werden.  Führen  wir  zur  Abkürzung  die  folgende  Bezeich- 
nting  ein 

«1^    +   «2^2    +   •  •  '  •   +   <^n\   =   Sabf 
'        «1*        +  «I        +••••   +  ön"        =  Saa, 

U.  8.  W. 


^1    +^i    +••••+.«    —St 


80  erhalten  wir 


dF 

dF 

—  =  2iStaX  +8tty—Söt), 

d^F  d^F 

d^F    _ 

—  2  Sab» 


dx  dy 

Die  letzten  drei  Ausdrücke  genügen  den  Bedingungen  des  Mini- 
ffiiuns;  letzteres  tritt  daher  ein,  sobald  die  Gleichungen 

8aa^  +   8aby  =  Sa*» 

Sba «  +  Sbby  =  8bi 

erMt  sind,  wozu  die  Werthe  gehören 

Sbb    •  Sai  —   Sab   •   Ä* 


Sf  = 


Saa  •   Sbb    —  (SabV 
8aa  •   Sbk   —   8ab   •   S«* 


8aa  •  Äft    —  (Saft)* 

Man  kann  diese  Aufgabe  dahin  Terallgemeineni,  dass  man  eine 
beliebige  Anzahl  Ton  Variabelen  o?,  y,  g^  etc.  voraussetzt  und  das 
Mtnifu^m  Yon 

F{x,  y,e, ) 

=(fl,«  +  5iy4-CiierH *i)*4'(a««  +  ^y  +  C2^H *»)*  +  — 

ferlangi     Man  findet  leicht,  dass  die  hierzu  nöthigen  Werthe  aus 
folgenden  Oleichungen  au  bestimmen  sind: 
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8ba^  +  Sbby  -[-  Sbc^   + =  Sft*, 


* 


& 


deren  Anzahl  ebenso  gross  ist  als  die  Anzahl  der  Yariabelen  x^  y,  e 
etc.  Einer  besonderen  Untersuchung  darüber,  ob  die  gefdndenen 
Werthe  von  x^  y,  z  etc.  das  Maximum  oder  Minimum  der  Function 
F  geben,  bedarf  es  übrigens  nicht ,  denn  es  ist  unmittelbar  einleuch- 
tend, dass  eine  Summe  von  Quadraten  (d.  h.  von  positiven  Grössen) 
wohl  in's  Unendliche  wachsen  aber  nicht  beliebig  klein  werden  kann 
und  dass  sie  folglich  ein  Minimum  haben  muss  *). 


♦)  Die  obige  Aufgabe,  welche  die  Verallgemeinerung  des  zweiten  Bei- 
spiels in  §.  33  enthält,  ist  far  die  Praxis  von  besonderem  Werthe.  Hat 
man  nämlich  eine  Grösse  x  durch  directe  Messung  oder  Beobachtung 
zu  bestimmen  (wie  z.  B.  die  Entfernung  zweier  Punkte  dmrch  Messung 
mit  Kette  oder  Maassstäben),  so  nimmt  man  der  Sicherheit  wegen  diese 
Operation  mehrmals  vor,  aber  man  findet  dann,  zufolge  der  unvermeid- 
lichen Beobachtungsfehler,  bei  jeder  Messung  einen  etwas  anderen 
Werth,  und  es  mögen  X;i,  ^2v  •  •  •  ^»  die  verschiedenen  Werthe  bezeich- 
nen, welche  bei  n  Beobachtungen  für  x  erhalten  wurden.  Unter  der 
Voraussetzung,  dass  alle  Messungen  mit  gleicher  Sorgfalt  angestellt, 
mithin  von  gleichem  Gewichte  sind,  betrachtet  man  das  arithmetische 
Mittel  aus  k^^  k^^  ...  kn  als  den  wahrscheinlichsten  Werth  von  xc,  ohne 
sich  des  Grundes  dieser  Annahme  genauer  bewusst  zu  sein.  Dagegen 
beweist  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  dass  deir  wahrscheinlichste 
Werth  von  x  deijenige  ist,  bei  welchem  die  Summe  der  Fehlerquadrate 
ihr  Minimum  erreicht.  Nun  sind  x  —  k^^  x  —  k^^  .  •  •  x  —  kn  die  be- 
gangenen Fehler,  und  nach  Beispiel  2)  in  §.  33  wird  die  Summe  der 
Quadrate  dieser  Fehler  ein  Minimum,  wenn  x  dem  arithmetischen  Mit- 
tel aus  k^^  k^i  •  '  •  kn  gleichkommt;  es  rechtfertigt  sich  also  jene  An- 
nahme. Das  genannte  Theorem  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  ge- 
stattet aber  noch  eine  weitere  Anwendung.  Sind  nämlich  zwei  nicht 
direct  beobachtbare  Grössen  x  und  y  mit  beobachtbaren  Grössen  a, 
6,  k  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  aa5  +  6y  =  Ä  verbunden,  so 
erhält  man  durch  n  Beobachtungen  n  Gleichungen  folgender  Art 

Die  Anzahl  dieser  Gleichungen  beträgt  mehr  als  2  und  daher  würden 
sie,  als  vollkommen  genau  betrachtet,  einander  widersprechen.  Dage- 
gen ist  zu  berücksichtigen,  dass  jene  Gleichungen  in  Folge  der  Beob- 
achtungsfehler nur  angenähert  richtig  sind;  die  Grössen 

«1« + ^ly — ^i>  «2^ + *2y — *2>  •••«««+&« y — *« 

differiren  daher  von  der  J(ull  und  repräsentiren  die  Fehler.  Die  wahr- 
scheinlichsten Werthe  von  x  und  y  ergeben  sich  nun  wieder,  indem 
man  die  Summe  der  Fehlerquadrate  zu  einem  Minimum  macht,  und 
vermöge  dieser  Bedingung  erhält  man,  wie  oben  gezeigt  wurde,  immer 
soviel  Gleichungen  als  Unbekannte  zu  bestimmen  sind. 
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2.    In  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC  (Fig.  38)  soll  der  Punkt 
Fig.  38.  ^j^    jtf  so  bestimmt  werden,  dass  die  Summe  der 

Entfernungen  ÄM=u,  BM=v,  CM=w 
ein  MiniTnnin  werde.  Bezeichnen  wir  die 
Seiten  BCj  CA,  AB  der  Reihe  nach  mit  o, 
h,  c  und  die  Gregenwinkel  mit  a,  ß,  y^  so 
haben  wir  als  Summe  der  genannten  Entfer- 
nungen 

s  =  u  •}-  V  •}-  w 

oder,  wenn  ^  BAM  =  6  gesetzt  wird, 


«=  u  +  Ve^  +  u^  —  2cucosO  +  Vft»  -f  u«  —  2  bucos(a—d) 

and  hierbei  sind  u,  0  die  beiden  unabhängigen  Variabelen.     Es  er- 
giebt  sich  durch  Differentiation 

ds  u  —  ccosQ ,  u  —  l)cos(a  —  Q) 

9«»                   Vc^  +  u^  —  2cucose  y  ft2  _[.  1^2 «. 2lu cos (a— ö) ' 

ds cusinQ husin(a  —  0) 

8Ö  ~"  Vc«  +  1*2  —  2cucosd  V52  +  w» — 2 & t* cos (a  —  ö) ' 

mithin  sind  die  Bedingungen  für  den  Eintritt  des  Maximums  oder 
Minimums 

ccosO  —  u       hcos{a  —  6)  —  u 

~j;     +        w       —  ^' 

c  sin  0       hsin  (a  —  6) 

Geometrisch  bedeuten  dieselben  soviel  wie 

cos  BMA'  +  cos  CMA  =  1,    sin  BMA'  —  sin  Cif^'  =  0; 
ans  der   zweiten  Gleichung   folgt  Z,  BMA'  =  Z.  CMA',  nachher 
aus  der  ersten 

cosBMA'  =  cos  OMA'  =  J,    ^  BMA'  =  Z.  GMA'  =  60», 

Z  BMC  =  120^ 
Zu  einer  ähnlichen  Rechnung  würde  man  gelangen,  wenn  man 
BM  =1  V  und  Z.  CBM  =  ri  als  unabhängige  Variabele  wählte  und 
demgemäss  u  und  w  durch  v  und  f^  ausdrückte;  das  Resultat  wäre 
dann  Z.  CMA  =  120<^.  Der  gesuchte  Punkt  M  liegt  demnach  so, 
dass  die  Winkel  AMB,  BMC^  GMA  gleich  sind;  er  ist  folglich  der 
Durchschnitt  von  Kreisbögen,  welche  über  den  Dreiecksseiten  als 
Sehnen  mit  dem  gemeinschaftlichen  Peripheriewinkel  von  120^  be- 
Bchriehen  werden  können.  Eine  andere  Gonstruction  von  M  besteht 
darin,  dass  man  über  den  Dreiecksseiten  die  gleichseitigen  Dreiecke 
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ABC\  BGA\  GAB*  mit  den  Spitzen  nach  Aussen  beschreibt  und 
nachher  die  Geraden  AA\  BB\  CG*  zieht;  letztere  schneiden  sich 
im  Punkte  M. 

Der  Natur  der  Sache  nach  kann  die  Summe  t*  +  f?  +  w  be- 
liebig gross  gemacht  werden,  wenn  man  den  Punkt  Jlf  weit  genug 
von  den  Spitzen  des  Dreiecks  ABG  entfernt,  während  dagegen  8 
nicht  beliebig  klein  werden  kann.  Der  gefundene  Punkt  M  mnss 
folglich  dem  Minimum  von  s  entsprechen. 

Eine  völlig  gleiche  Behandlung  gestattet  die  allgemeinere  Auf- 
gabe, u^  -\-  v^  -\-  w^  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen. 
In  dem  speciellen  Falle  n  =  2  findet  man,  dass  M  der  Schwerpunkt 
des  Dreieckes  ABG  und  w^  _]_  ^2  _|_  ^3  gin  Minimum  ist. 

3.  Es  soll  die  kürzeste  Entfernung  zweier  Geraden  ermittelt 
werden,  deren  Gleichungen  sind 

yx  I      y  =  BiX  -\-  hl,     JS  :=  CiX  +  Ci, 

l      y  z=:  BoX  -{-  'b2i    m  =  G<iX  -\-  C2. 
Nehmen  wir  auf  der  ersten  Geraden  einen  Punkt  ah  yi  fr^ ,  auf 
der  zweiten  einen  Punkt  X2  ^2  ^2  einstweilen  beliebig  an,  so  ist  die 
Länge  der  verbindenden  Geraden 

8)  V  (Xi  -.  x^y  +  (2^1  -  ^2^  +  (^1  -  ^2)^; 

diese  wird  ein  Maximum  oder  Minimum  je  nachdem  ihr  Quadrat 
seinen  kleinsten  oder  grössten  Werth  erreicht,  mithin  haben  wir  uns 
nur  mit  dem  Ausdrucke 

(xi  -  x^y  +  (yi  —  y^y  +  (^1  —  ^2)^ 

zu  beschäftigen,  welcher  vermöge  der  Gleichungen  7)  die  Form 
F{xi,x^)  =  (xi  —  X2y  +  (BiXi-^BiX^  +  bi  —  hy 

annimmt  und  eine  Function  der  beiden  unabhängigen  Yariabelen  o^ 
und  X2  darstellt.     Man  hat  nun  . 

dF 

dxi 

+  (h-h)Bi-\-(ci'-c^)Ci 

l^      =^(l+B,B2  +  ClC2)x^  +  (1+^1+  G^x^ 
=  2  (1 -h  B»  +  C?) 


l-^       =il+B^  +  Cdch-(l-\-BiB^  +  CiC,)iCi 


dxi  Srcj 


Cap.V.  §.35.  Maxima  IL  Minima  m.NebenbedingaDgen.   161 

Setzt  man  die  ersten  Difierentialquotienten  der  Null  gleich,  so 
erhält  man  zwei  G-leicliangen  ersten  Grades  zur  Bestimmung  von  Xi 
midX2]  die  so  bestimmten  Werthe  entsprechen  einem  Minimum,  weil 

4(1 +B,B,  +  C,  G,y  ~  (1  +  B^J^C^  (1  +  J?J^4-  C/)<  0 

und  -^— s-  sowie    .    „    positiv  ist.     Aus  Xi  und  x^  erhält  man  mit- 
ox^  ox^    ^  ^ 

telat  der  Gleichungen  der  Geraden  die  Werthe  von  pi ,  0i  und  yj ,  JS2\ 
nach  Substitution  der  Werthe  von  a^i ,  a^a ,  ^i ,  3^2 1  ^1  ^^^  ^2  giebt 
nun  der  unter  Nro.  8)  verzeichnete  Ausdruck  die  kürzeste  Entfer- 
nung der  beiden  Geraden.  Uebrigens  liegt  es  hier  in  der  Natur  der 
Aufgabe,  dass  nur  ein  Minimum  stattfindet,  und  man  hätte  sich 
daher  die  Entwickelung  der  zweiten  Differentialquotienten  von  F 
nebst  den  angeknüpften  Bemerkungen  ersparen  können. 


§.  36. 
Maxima  und  Minima  mit  Nebenbedingungen. 

Die  Werthe,  durch  welche  eine  gegebene  Function  mehrerer 
Variabelen  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  werden  soll,  sind 
häufig  noch  an  eine  oder  mehrere  Bedingungen  gebunden,  welche  in 
Gleichungen  ausgedrückt  werden.  Sucht  man  z.  B.  die  kürzeste  Ent- 
fernung eines  Punktes  ccßy  von  einer  Ebene,  deren  Gleichung 

Äx  +  By  +  G/8  +  1)  =  0 

sein  möge,  so  ist  der  Ausdruck 

welcher  den  Abstand  der  Punkte  aßy  und  xym  angiebt,  zu  einem 
Minimum  zu  machen,  jedoch  mit  der  besonderen  Rücksicht,  dass  die 
Werthe  von  x^  y  und  fS  der  Gleichung  der  Ebene  genügen  müssen. 
Das  natürlichste  Verfahren  wäre  nun  die  Herausschaffung  der  abhän- 
gigen Variabelen;  ist  z.  B.  nur  eine  Bedingungsgleichung  (p{x^  y,  z) 
=  0  gegeben,  so  kann  man  sie  nach  0  auflösen  und  den  so  gefun- 
denen Werth  von  z  in  die  Function  F{x,  y»  ^)i  deren  Maximum 
oder  Minimum  gesucht  wird,  substituiren;  an  die  Stelle  einer  Func- 
tion von  drei  Variabelen  tritt  nunmehr  eine  Function  zweier  unab- 
hängiger Variabelen,  und  für  diese  gelten  die  Regeln  des  vorigen 
Paragraphen.  Sind  zwischen  drei  Variabelen  zwei  Bedingungsglei- 
chungen  q>  (o?,  ^,  0)  =  0  und  i\>  (x,  y,  z)  =  0  gegeben,  so  kann  man 
mittelst  derselben  y  und  z  durch  x  ausdrücken  und  wenn  man  diese 

SehlO milch,  AnalysL».  L  11 
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Weribe  substituirt,  so  entbalt  jetzt  die  Function  F(x,  p,  e)  nnr  nocb 
eine  unabhängige  Yariabele.  Diese  Eliminationen  sind  aber  nicht 
selten  sehr  umständlich  oder  unmöglich  und  man  muss  in  solchen 
Fällen  einen  anderen  Weg  einschlagen,  welcher  darin  besteht,  dass 
'  man  nicht  die  abhängigen  Yariabelen  selbst  aus  den  Bedingungs- 
gleichungen, sondern  die  Differentialquotienten  der  abhängigen  Yariar 
belen  aus  den  Differentialgleichungen  der  gegebenen  Bedingungen 
eliminirt.     Die  Ausführung  dieses  Gedankens  ist  folgende. 

Wenn  F{x^  y)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  gemacht  und 
dabei  die  Bedingung  (p(Xj  y)  =  0  erfüllt  sein  soll,  so  ist  nur  eine 

dF 
unabhängige  Yanabele  x  vorhanden  und  es  muss  daher  —= —  =  0 

ax 

sein ;  dies  giebt  in  unserem  Falle,  wo  F  ausser  x  noch  die  abhängige 

Yariabele  y  enthält, 

dF    .     dF      dy 

dx  dy       dx 

Differenzirt  man  auch  die  Bedingungsgleichung  in  Beziehung  auf  x 
als  unabhängige  Yariabele,  so  ist 

dx         dy      dx  ' 

die  Elimination  von  --= —  aus  beiden  Differentialgleichungen  giebt 


dx 

dF 


d(p  _  dF     8y  _Q 


dx      dy         dy      dx 

und  wenn  man  diese  Grleichung  mit  der  Gleichung  ^  (rc ,  y)  =  0 
verbindet,  so  hat  man  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten 
X  und  y  • 

Bei  drei  Yariabelen  x^  y,  z  und  zwei  Bedingungsgleichungen, 
also  wenn  das  Maximum  oder  Minimum  von  F(Xj  y,  js)  gesucht  wird^ 
während  zugleich 

(p {x,  y,  e)  =  0  und  ^(a;,  y,  jg)  =  0 

sein  soll,  ist  nur  eine  unabhängige  Yariabele  x  vorhanden,  von  wel- 

dF 
eher  y  und  /g  abhängen.     Die  Gleichung  — —  ==  0  lautet  dann 

dx 

dF     .     dF      dy     ^     dF      dz 


dx      ^     dy       dx    ^    dz       dx 
und  die  Differentialgleichungen  der  Bedingungen  sind: 
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8<P     ,     8y       dy  dq>      da   

dx    "^    dy    '  dx    "^    d0     '  dx   ""    • 

dx    '^    dy    '  dx    "^    d/s    '  dx  ~ 

Aue  diesen  drei  Gleichungen  lassen  sich  --7^  und  elimini- 

dx  dx 

ren,  es  bleibt  dann  eine  Gleichung  übrig,  welche  in  Verbindung  mit 
den  beiden  Bedingungen  g?(a?,  y,  ^)  =  0  und  ^(a?,  y,  ^)  =  0  zur 
Bestimmung  von  flj,  y,  jer  hinreicht 

Sind  drei  Yariabele  vorhanden  mit  nur  einer  Bedingungsglei« 
chimg,  so  kann  man  x  tmd  y  als  unabhängige  Yariabele,  g  als  abhän- 
gige Yerfinderliche  ansehen;  es  muss  dann  sein 

=  Ö»  -OTT  =  0, 


8a?  '  dy 

oder  wenn  man  beachtet,  dass  in  F  auch  xr  als  Function  von  x  und  y 
vorkommt. 


dx    ^    dg        dx 


=  0, 


dF     ,     dF       dg 


8y     '  dg        dy 

Andererseits  ist  durch  partielle  DiiSerentiation  der  Gleichung 

8ä    "^  8i?    '    dx    ~    ' 

8g>     ,  dfp       dg 

+  -oT-  •-ö:-=0; 


8y      *     8ier        8y 

,    .     ,  dg 

durch  £limination  von  -^ —  aus  der  ersten  und  dritten,  so  wie  von 

ox 

— —  aus  der  zweiten  und  vierten  Gleichung  folgt 

8JP       dq>  dF       8<p    _ 


8a;        dg  dg        dx 

dF       dq>  dF     _d^  _ 

dy    '   dg  dg    '    dy    ~   ' 

welche  Gleichungen,  verbunden  mit  q>(x,  y,  g)  =  0,  die  unbekann- 
ten ^,  y,  ier  bestimmen.  —  Dieses  Verfahren  bleibt  immer  anwendbar, 
weil  ee  stets  nur  Eliminationen  aus  Gleichungen  des  ersten  Grades 
erfordert.    Wir  geben  einige  Beispiele  dazu. 

11* 
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1.  Aus  den  vier  Seiten  a,  ß,  y,  S  soll  das  Viereck  von  grösst- 
möglichem  Inhalte  constnurt  werden.  Nennen  wir  x  den  von  a  und 
/5,  y  den  von  y  und  d  eingeschlossenen  Winkel,  so  ist  die  Fläche 
des  Vierecks 

l  aß  sinx  ■}-  l  yd  sin y 

und  wenn  diese,  also  auch  das  Doppelte  von  ihr,  ein  Maximum  wer- 
den soll,  so  ist 

F  =  aß  sinx  -\-  yS  sin y 

zu  setzen.     Berechnet  man  ferner  die  Diagonale,  welche  den  Win- 
keln X  xmd  y  gegenüherliegt,  so  hat  man 

«2  _|_  ^2  _  2a/J  cosx  =  y2  -f  ö2  — -  2yÄ  cosy; 

mithin  als  Bedingungsgleichimg 

g)  =  «2  ^  ^a  _  y2  ».  ^2  _  2a/3  cosx  -\-  2yd  cosy  =  0. 

Die  Differentialgleichungen  werden  nun 

dF  ^  ^  dy 

—  =  aß  cosx +  yS  cosy  ^~. 

-—-  =  2a/J  sinx  —  2y8  siny  •  -r^  =  0; 
dx  '^  '  dx 

aus  der  letzteren  folgt 

dy  aß  sinx 

dx        yS  siny^ 

und  dm>ch  Substitution  hiervon  geht  die  erste  der  vorigen  Glei- 
chungen über  in 

dF  a  sin  (x  4-  y) 

dx  '^        smy 

Dieser  DiflFerentialquotient  verschwindet  für  sin  {x  -\-  y)  =  0,  d.  b. 
wenn  a?  +  y  einen  der  Werthe  0^,  180^  360^  etc.  erhält;  da  aber 
X  und  y  Winkel  eines  Vierecks  sind,  so  kann  nur  x  -{-  y  =  ISO'* 
oder  y  =  180^  —  x  sein,  wonach  aus  9  =  0  wird; 

«2  _j_  |32  _  y2  _  52 

cos  X  =  —  cos  V  =  ■ — 7-—X r • 

^  2(aß  +  yd) 

dy 
Mittelst  desWerthes  von  3—  findet  man  weiter 

ax 


d^F 
dx^ 


_  __  «I  f       ^  _         cos  (X  +  y)| 
yo  \   *    sin^  y  sm  y      y 
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für  den  Fall  des  Maximums  oder  Minimums,  d.h.  für  y  =  180®  —  x 
geht  dieser  Ausdruck  über  in 

aß     aß  +  yS 
yÖ        sin  X 

nnd  ist  negativ  wegen  0<^x<il^O^\  die  Bedingung  x-\-  y=  180<* 
entspricht  daher  einem  Maximum.  Das  gesuchte  Viereck  ist  hier- 
nach ein  Sehnenviereck. 

2.     Um  auch  die  im  Eingänge  erwähnte  Aufgabe   zu  lösen, 
nehmen  wir 

F={x--ay  +  {y-ßy  +  {e--y)\ 

(p  =  Ax  +  By  -\-  Cz  +  B  =  0, 

and  es  sind  dann  zwei  unabhängige  Yariabele  x  und  y  vorhanden, 
während  z  eine  Function  von  x  und  y  ist.  Setzt  man  die  beiden 
partiellen  Differentialquotienten  von  F  der  Null  gleich ,  so  hat  man 
zunächst 

a?  —  a  +  (^  —  y)  ^  —  0, 

y  _  /J  +  (^  _  y)  |f  =  0. 

Femer  ergiebt  sich  durch  partielle  Differentiation  der  Gleichung 
9  =  0: 

öx  oy 

und  durch  Elimination  der  partiellen  Differentialquotienten: 

A{z  —  y)  —  G{x  —  a)  =  0, 

B{z-y)-  C{y^ß)=zO. 

Verbindet  man  diese  zwei  Gleichungen  mit  der  dritten  Ax  4"  By ' 
-\-  Gz  -f-  D  =  0,  so  findet  man  der  Reihe  nach  ^,  y  und  a;,  nämlich 

x  —  a  —  AK,    y  =  /5  —  BK,   z  =  y  —  CK, 

wobei  zur  Abkürzung 

Aa  +  Bß  +  Cy  ^-B 

A2  +  J52  +  C2 

gesetzt  worden  ist.  Dass  diese  Werthe  nur  einem  Minimum  von 
J^  entsprechen  können,  folgt  aus  der  geometrischen  Bedeutung 
unserer  Aufgabe  von  selbst;  auch  sind  die  Werthe  für  x,  y,  z 
identisch  mit  den  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannten  Goor- 
dinaten  des  Fusspunktes  der  vom  Punkte  aßy  auf  die  Ebene 
Ax  -\-  By  -|-  Cj6f-|-D  =  0  herabgelassenen  Senkrechten. 


166  Cap.  V.    §.  36.    Maxima  und  Minima 

8.  Um  knrz  sein  zu  können,  wollen  wir  im  Folgenden  unter 
Stellung  einer  Ebene  die  drei  Winkel  yenteben,  welche  eine 
auf  der  Ebene  errichtete  Senkrechte  mit  drei  rechtwinkligen  Goor- 
dinatenachsen  bildet.  Ist  nun  8  die  Fläche  eines  ebenen  Polygones, 
welches  die  Stellung  aßy  besitzt,  so  sind  die  drei  Projectionen  von 
8  auf  die  Goordinatenebenen  xy,  x/s,  yz  der  Reihe  nach 

c  =  s  .  cosy,  6  =  s  .  cos  j8,  a  =  s  .  cos  a. 

Dabei  werden  die  Projectionen- a,  5,  c,  ebenso  wie  die  Projectionen 
einer  begrenzten  Geraden,  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  je 
nachdem  die  Winkel  a,  /?,  y  spitz  oder  stumpf  sind.  Denken  wir 
uns  eine  vierte  Ebene,  welchq  mit  der  Ebene  von  8  den  Winkel  ^ 
bildet,  so  ist  die  Projection  von  s  auf  die  neue  Ebene 

p  =  s  ,  C08%^ 

oder  wenn  uvto  die  Stellung  der  vierten  Ebene  bezeichnet: 

p  •=  s  {cosa  cosu  +  cosß  cosv  +  cosy  cost/o) 

d.  i. 

p  =  acosu  -{-hcosv  -f-  ccosiv. 

Diese  Formel  giebt  also  die  Projection  p  von  8  auf  eine  beliebige 
Ebene,  wenn  man  erst  die  Projectionen  von  8  auf  die  Goordinaten- 
ebenen und  die  Stellung  der  neuen  Ebene  kennt.  Für  mehrere 
beliebig  liegende  Figuren  Si,  8^  etc.  hat  man  entsprechend 

P=  Aco8u  ■\-  Bco8V  -j-  Ccosto, 

wo  P  die  Projectionssumme  Pi  +  1?2  +  ©to.  bedeutet ,  und  ebenso 
Ä,  Bj  C  die  Summen  der  auf  den  Goordinatenebenen  constmirten 
Projectionen  sind.  Wir  suchen  nun  die  Ebene,  für  welche  JP  sein 
Maximum  erreicht.  Dann  sind  wegen  der  immer  stattfindenden 
Bedingung 

C08^U  -{-  C08^V  +   C08^tO  —   1=0 

zwei  xmabhängige  Yariabele  u  und  v  vorhanden,  während  w  eine 
Function  von  u  und  v  ist.  Durch  partielle  Differentiation  von  P 
hat  man,  die  Differentialquotienten  gleich  Null  gesetzt, 

Astnu  +  Cstnw  ■^—  =  0, 

du 

Bstnv  +  C8infv  -tt—  =  0. 

ov 

Die  partiellen  Differentialquotienten  der  Bedingungsgleichung  sind 

cosu  smu  -f-  cosw  stnw  ■;r—  =  0, 

du 
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C08V  stnv  +  cosiv  stnw  -5—  =  0. 

öv 

Durcli  Elimination  der  partiellen  Differentialquotienten  von  iv 
ergeben  sich  hieraus  die  Gleichungen 

Acosw  =  Ccosu,   Bcosiv  =  Gcosv, 

welche  in  Verbindung  mit  der  Bedingungsgleichung  zur  Bestimmung 
Ton  u^  Vf  io  fuhren;  man  erhält  nämlich 

C08,U  cosv  cosw  1 

und  hierdurch  erföhrt  man  die  Stellung  derjenigen  Ebene,  für 
welche  die  Summe  der  Projectionen  von  allen  Polygonen  ihren 
grössten  Werth  erreicht. 

Projicirt  man  81,  82  etc.  auf  eine  Ebene,  welche  senkrecht  zur 
Ebene  der  grössten  Projectionssumme  steht,  so  erhält  man  eine 
ProjecüoiLBsumme  gleich  Null,  wie  aus  den  Formeln  für  Uj  Vj  iO 
leicht  zu  ersehen  ist. 


Cap.  VI. 

Die   Convergenz  und  Divergenz   unendlicher  Reihen. 

§.  36. 
Grundbegriffe  von  endlichen  und  unendlichen  Beih.en. 

Bezeiclinet  (p(fn)  eine  bekannte  Function  der  willkürlichen 
ganzen  positiven  Zahl  m,  so  bilden  die  einzelnen  Functionswerthe 

9(0),     gp(l),     (p(2),...q>(n—l) 

eine  sogenannte  endliche  Reihe,  welche  im  vorliegenden  Falle  aus 
n  Gliedern  (Tennen)  besteht;  ihre  Summe  ist  selbstverständlich  eine 
gewisse  Function  von  n  und  mag  mit  Sn  bezeichnet  werden.  Ijassen 
wir  in  der  Gleichung 

8n  =  9(0)  +  9(1)  +  9(2)  +  . .  .  -f  <p(w-  1) 
n  unendlich  wachsen,  so  wird  die  endliche  Reihe  zu  einer  unend- 
lichen und  gleichzeitig  entsteht  die  Frage  nach  dem  Grenzwerthe, 
welchem  sich  Sn  für  unendlich  wachsende  n  nähert.  Dabei  sind  nur 
zwei  Fälle  möglich;  entweder  ist  LimSn  eine  bestimmte  endliche 
Grösse  S  oder  es  ist  keine  solche  Grösse.  Im  ersten  Falle  heisst 
die  Reihe  g)(0)  -}-  9(1)  ~l"  9(2)  +  etc.  convergent  und  S  ihre 
Summe,  im  zweiten  Falle  bezeichnet  man  die  Reihe  als  diverg'ent 
und  sie  hat  dann  keine  Summe. 

Diese  Methode  zur  Summirung  unendlicher  Reihen  wollen  wir 
durch  zwei  Beispiele  erläutern,  welche  nachher  von  Nutzen  sein 
werden. 

a.  Zufolge  der  bekannten  Summenformel  für  die  geometrische 
Progression  gilt,  wenn  q>(m)  =  ß^  gesetzt  wird,  die  Gleichung' 
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[^  =1   +  ß  +  ß^  J{.....^  ß'-l; 

ist  nun  ß  ein  positiver  oder  negativer  ächter  Bruch,  so  wird  lAmß* 
=  0*),  mithin 

1)  Y^  =i+ß  +  ß'  +  ß'  + 

—  i</3<4-i. 

Für  /3  =  -{-  1  ist  Sn  =  n,  folglich  Lim  Sn  =  coy  f ür  /3  >>  -f  1 
wird  um  so  mehr  Lim  Sn=  oo\  füi*  ß  =  —  1  ist  Sl,  =  0  oder 
=  +  1 »  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist;  für  ß  <Z  —  1 
waclueii  die  Werthe  von  S«  in's  Unendliche  und  wechseln  fortwäh- 
rend ihre  Zeichen.  Demnach  ist  Lim  iS„  nur  unter  der  Bedingung 
—  1  <  ß  <^  -{-  1  eine  bestimmte  endliche  Grösse,  d.  h.  die  Reihe 
1  -f-  /3  -\-  ß^  -\-  '  '  '  convergirt  für  acht  gebrochene  ß  und  diver- 
girt  in  jedem  anderen  Fa]le. 

b.     Aus  der  leicht  beweisbaren  identischen  Gleichung 

ß(ß+l)(ß  +  2),„(ß  +  m-l)        ß(ß  +  l)(ß  +  2)...(ß+m) 

aia^  l)(a  +  2)...(a  +  w— 1)        a(a  +  l)(a  +  2)...(a  +  w) 

'^€L^ß      ^(ß+l)0^  +  2)...(/3  +  m-l) 

a      '  («+  l)(a4-2)(a-f  3)...(a-f  w) 

folgt,  indem  man  w==l,2,3,...w  —  1  setzt  und  Alles  addirt, 

ß         ß(ß  +  i)(ß  +  2)...(ß  +  n-l) 
'  a         a  (a  +  1)  (a  +  2)  .  .  .  («  +  n  —  1) 

a—ßV    ß  ß(ß  +  l)  ß^ß^i),.,(ßj^n^2)  1 

a  La+1  (a-f  l)(a+2)  "^  "^  (a+l)(a+2)...(a+n— 1)J' 
wobei  die  eingeklammerte  Reihe  aus  n  —  1  Gliedern  besteht.  Bei 
unendlich  wachsenden  n  kommt  es  linker  Hand  auf  den  Grenzwerth 
von 

ß(ß  +  l)(ß  +  2)...(ß  +  n^l) 
a(a  +  l)(a  +  2)  .  .  .  (a  +  w  —  1) 


*)     Ein  positives  acht  gebrochenes  ß  kann  unter  der  Form  r--p — 

dargestellt  werden,  wo  a  irgend  eine  positive  Grösse  bezeichnet;  wegen 
(1  -|-  «)*  >  1  +  n  «  ist  dann 

woraus  die  obige  Behauptung  sogleich  folgt.  Bei  negativen  ß  können 
sich  /J*  und  (—  /5)"  höchstens  im  Vorzeichen  unterscheiden,  im  Uebrigon 
bleibt  die  Schluss weise  dieselbe. 
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an,  und  da  man  augenblioklich  übersieht,  dass  für  a  =  /3  der  vor- 
liegende Brach  constant  =  1  bleibt,  so  sind  noch  die  Fälle  cc  ^  ß 
und  a<^  ß  ssu.  untersuchen. 

Nach  der  in  §•  8,  Nro.  3)  abgeleiteten  Formel 

q>(a  +  h)  =  ip(a)  -{-  hq)'(a  +  ^  ä), 
worin  •&  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet;  ist  für  a  ==  1, 

(1  +&)!  +  '*  =  1  4-  h(l  +  f*)(l  +  ^hy; 
unter  der  Voraussetzung  positiver  h  und  (i  hat  man  weiter 

(1  +  »hy  <  (1  +  Ä>* 

daher  (1   -|-  Ä)i  +**  <  1  +  (1  +  (i)h  (1  +  hy 

oder    (1  —  ftÄ)  (1  +  hY  <  1. 

Im  Falle  [ih  <i  1  folgt  durch  Division  mit  der  positiven  Grösse 

1  — -ftÄ 

In  dieser  Ungleichung  nehmen  wir 

wobei  m  eine  ganze  positive  Zahl,  a  '^  ß  ^  0  sein  möge  und 
somit  die  angegebenen  Bedingungen  erfüllt  sind;  «s  ergiebt  sich 
dann 

(a  -\-  m  -{-  IV""^,^-  a  -\-  m 
a  -{■  m    J  /J  +  w 

oder 

ß  -\-  m        /    a  ■{-  m    X*""^ 
a  +  w         \a  +  w  +  1/ 

Setzt  pian  der  Reihe  nach  m  =  0,  1,  2,  . . .  n  —  1  und  multiplicirt 
alle  entstehenden  Ungleichungen,  so  folgt 

0  ^  ß(ß  +  l)iß  +  2)...  iß  +n-  1)        /      cc      y-ß 
^  «(«  +  l)(a  -f  2)  ...  (a  +  n  —  0)  ^  V«  +  n/ 

und  für  unendlich  wachsende  n 

2)  Z.-.  ^  (1+  ;)  (^  +  2)         (^  +  n-l)  _ 

a  (a  +  1)  (a  +  2)  .  .  .  (a  +  n  —  1) 
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wobei  aber   die  Bedingung  a  >>  /3  festzulialten   ist     Aus  Nro.  1) 
erhalt  man  nun  die  Reihensummirung 

a-ß       «4-1  ^  (a+l)ia  +  2)^(,a  +  l)ia  +  2)(a-\-3)^ 
oder  aach,  wenn  man  beiderseits  die  Einheit  hinzuf&gt, 

(    «    _,   ,      ß      ,       ß(ß  +  ^)       ,        ß(ß-\-l)(ß+2) 
3)  ^^~    "'"«+1  "'■(a+l)(a-|-2)'''(a-f  l)(a+2)(a+3)"^ 

(  o->/3>0. 

Der  zweite  Fall  a  <^  ß  kann  sehr  leicht  auf  den  ersten  zurück- 
geführt werden,  indem  man 

/?0?  +  l)...G8  +  n.-l)_^  1 

a  («  -j- 1)  .  .  .  (a  +  »  —  1)        «(« -j-  1)  •••(«  +  w  —  1) 

ß(ß  +  l)...(ß  +  n-l) 
Beizt;  rechter  Hand  nähert  sich  der  im  Nenner  stehende  Bruch  der 
Grenze  Null,  der  Bruch  linker  Hand  wacht  also  in's  Unendliche  und 
daher  ergiebt  sich  aus  Nro.  1) 

4^   „  -  _J_  4_        ß(ß  +  ^)        ^        ß(ß  +  l)(ß  +  2) 
'       ~  a  +  l'^  (a  +  l)(a  +  2)^  (a-|-l)(a-|-2)(«-|-3)'^"* 

/J>  a>0. 

Im  letzten  Falle  ß  =  a  wird  die  betrachtete  Reihe  zur  folgenden 

_?L.  .  _?L_-L_fL.4- 

a+l  ^  a  +  2  ^  a  +  3  ^ 
und  ihre  Summe  erscheint,  aus  Nro.  1)  abgeleitet,  unter  der  Form 

—;  wir  bestimmen  sie  daher  auf  einem  anderen  Wege.  Die  bekann- 
ten Ungleichungen  (s.  §.  8,  Nro.  4  und  5) 

^-i^<Z(a-hl)-«a, 

—  >l(a  +  l)  —  la 

a ' 

ziehen  wir  vorerst  in  die  folgenden  zusammen 

Z (isr  +  1)  -  2i8r  <^  <  ?^  -  Z  (^ -  1), 

eetzen  dann  jer  =  a-f~  l»fl(-|-2,...a4-^  und  addiren  Alles; 

dies  giebt 

5)  "  i(a  +  n+l)  --Ha  +  l) 

<-  — l 1 1 1 1 L J 1 —  < 
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Hieraus  geht  augenblicklich  hervor,  dass  die  Summe  der   swi- 
schellliegenden  Reihe  gleichzeitig  mit  n  in's  Unendliche  wächst. 
Die  Reihe 

.)  1    ■    _1_    .         ß(ß+^)         ,         ß(ß+l)(ß-\-2) 
'      "^  «+1  ^  (a+i)(a  +  2)  "^  (a+l)(a  +  2)(a-l-3)  "^ 

convergirt  daher  für  a  ]>►  /J  ^  0  und  divergirt  in  jedem  anderen 
Falle,  wobei  a  und  /3  immer  als  positiv  vorausgesetzt  werden. 

Wie  man  sieht,  ist  die  Convergenz  oder  Divergenz  einer  ixnend- 
lichen  Reihe  leicht  zu  entscheiden,  sobald  man  die  Summe  ihrer  n 
ersten  Glieder  finden  kann;  dies  gelingt  aber  nur  selten,  und.  man 
muss  sich  daher  nach  anderen  Kennzeichen  der  Convergenz  oder  Di- 
vergenz umsehen.  Setzen  wir  zunächst  alle  Reihenglieder  als  positiv 
voraus  und  bezeichnen  wir  sie  einfach  mit  tfo*  ^ii  ^  otc,  so  leuchtet 
augenblicklich  ein,  dass  dieselben  fortwährend  und  in's  Unendliche 
abnehmen  müssen,  d.  h.  dass  lÄm ««» =  0  werden  muss  (für  n  =  oo), 
wenn  die  Reihe  convergiren  soll;  denn  betrüge  jeder  Term  mehr  als 
irgend  eine  Zahl  £,  so  würde  die  Summe  der  unendlichen  Heihe 
mehr  als  £  -|-  £  -|-  •  •  •  in  inf.  ausmachen,  d.  h.  unendlich  gross  sein. 
Dieses  Criterium  reicht  aber  nicht  aus,  wie  man  schon  an  der  Heihe 

1 — - — I — ~ — I"  •  •  •  H sehen  kann,   welche  (nach  Nro.  5) 

divergirt,  obschon  ihre  Glieder  in's  Unendliche  abnehmen.  Die  Sache 
bedarf  daher  einer  genaueren  Untersuchung,  welche  im  Allgemeinen 
auf  dem  Principe  beruht,  eine  gegebene  Reihe  mit  einer  anderen  zu 
vergleichen,  deren  Convergenz  oder  Divergenz  bereits  festgestellt  ist. 


§.  37. 
Reihen  mit  positiven  Gliedern. 

I.   Die  gegebene  Reihe  sei 

und  zugleich  werde  vorausgesetzt,  dass  der  Quotient  -^ —  bei    un- 

endlich  wachsenden  n  sich  einer  bestimmten  Grenze  A  nähere;    diese 
ist  jedenfalls  positiv,  kann  aber  <;  1 ,  =  1  oder  >  1  sein. 

Wenn  A  weniger  als  die  Einheit  beträgt,  so  muss  der  Quotient 

**"*'^  von  einer  gewissen  Stelle  n  =  A;  an  kleiner  als  ein  zwischen 

A  und  1    eingeschalteter  ächter  Bruch  /5  bleiben,  denn   wenn    dies 
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nicht  der  FaU  wäre,  so  könnte  sich  — ^^  nicht  einer  Grenze  nahem, 

welche  yoraasgesetztermaassen  unter  ß  liegt.  Man  hat  dann  von 
n  =  Ä;  an 

^^<Pi  2^<P,  i—  <  /5,  .  .  .  . 

and  erhält  daraus  sehr  leicht 

und  durch  Addition 

«**  +  <**  +  i"+  <**+«  +  tli+8  +  •  •  •  • 

<ii,(i  +  /^  +  1»^  4-/5« +  ••••)• 

Die  Summen,  welche  entstehen,  wenn  man  immer  mehr  Glieder 
der  Reihe  Ut,  Ut^i,  t^i  +  s  etc.  vereinigt,  wachsen  fortwährend ,  sie 
bleiben  aber,  wie  die  vorige  Ungleichung  zeigt,  kleiner  als 

«*(i +  /J +  /»'  +  •••)  =  «*i4:^. 

and  da  dieser  Ausdruck  einen  endlichen  Werth  hat,  so  muss  die  Summe 
der  unendlichen  Reihe  Uk  H~  ^i  +  i  ~l~  ^1+2  -h  ^^  ^^^^  endliche  Grösse 
sein.  Durch  Hinzufugung  der  endlichen  Summe  Uo-f*^  -|-"*-|-*'i— 1 
erhält  man  wieder  eine  endliche  Grösse,  d.  h.  die  Reihe  Wo  +  **i  +  ••  • 
in  inf.  convergirt. 

Wenn  zweitens  A  ^  1  ist,  so  denke  man  sich  zwischen  1  und  A 
den  unächten  Bruch  y  eingeschaltet  und  nehme  n  so  gross,   dass 

— ^  >  y  bleibt,  was  von  einer  gewissen  Stelle  n  =  Ä;  an  der  Fall 

sein  muss,   weil  sich  ausserdem  — —  nicht  einer  über  y  liegenden 

Grenze  nähern  könnte.  Man  erhält  durch  ähnliche  Schlüsse  wie 
vorhin 

t*4   +  «*  +  l    +   1*4  +  2   +   ««A  +  3   +   •  '  • 

>t«*(i  +  y  4-y«  +  y«  + ); 

die  rechter  Hand  stehende  Reihe  divergirt  wegen  y  >  1,  mithin  ist 
die  Summe  der  Reihe  links  unendlich  gross ;  dasselbe  gilt  dann  von 
der  Summe  Uo  4*  Wi  -f~  ^  ~l~  ^^^'  Nach  diesen  Erörterungen  haben 
wir  den  Satz: 

Die  unendliche  Reihe  Uq  -^  Ui  -\-  th  -\-  etc.  convergirt 

oder  divergirt,  je  nachdem  der  Grenzwerth  von 

weniger  oder  mehr  als  die  Einheit  beträgt. 
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Als  Beispiel  diene  die  Reihe 
^.         a;     ,     1     fljs    ,    1  .  3  Äj5        L .  3  .  5  a?''    , 
^  1^2     3     ^2.46     ^2.4.67     ^  ' 

X 

hier  ist  Wo  =  0,  Wj  =  —  u.  s.  w. 

Lim  — ^-=^  =  Inm  7; — ■;t — f— r:  =  -^^  — ^ : =^  ^  > 

Un  2n(2n+  1)  1 

^  +  2^ 
mithin  convergirt  die  Reihe  für  a;  <"  1  nnd  divergirt  f ür  a;  >  1. 

Ebenso  leicht  ergiebt  sich,  dass  die  Reihe 
«N  X     ,     x^     .     x^    .     x^     . 

^  IP     '     2P    '     3P        -4^ 

für  a:  <  1  convergirt  und  für  a?  >  1  divergirt 

Wendet  man  überhaupt  das  obige  Theorem  auf  eine  sogenannte 
Potenzenreihe  an,  nämlich 

«0  -\-  dix  -]-  a^x^  -\-  flfg  a?3  -f" » 

worin  x  und  alle  a  als  positiv  vorausgesetzt  werden,  so  findet  man 
leicht,  dass  dieselbe  convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem  x  weniger 

oder  mehr  als  Lim beträgt. 

Ö^n  +  l 

Das  soeben  bewiesene  Criterium  verliert  seine  Anwendbarkeit 
in  dem  Falle  A  =  1 ,  weil  die  Herleitung  desselben  auf  der  Yoraus- 
setzung  beruht,  dass  zwischen  1  und  A  eine  Zahl  eingeschaltet  wer- 
den könne;  der  genannte  Ausnahmefall  bedarf  daher  einer  weiteren 
Untersuchung. 

IL    Wenn  das  Product 

bei  unendlich  wachsenden  n  sich  einer  bestimmten  endlichen  Grenze 
(i  nähert,  so  kann  letztere  (wegen  w«+i  <  w«)  nur  eine  positive 
Grösse  sein,  rücksichtlich  deren  wir  die  drei  Fälle  |L(  ^  1,  fi  =  1 
und  (i  <i  1  unterscheiden. 

Im  Falle  f(  ^  1  denken  wir  uns  zwischen  ft  und  1  den  un- 
ächten  Bruch  y  eingeschaltet  und  n  so  gross  genommen,  dass  das 
oben  erwähnte  Product  grösser  als  y  bleibt,  was  jedenMls  einmal 
geschehen  wird.  Von  einer  bestimmten  Stelle  n  =  &  an  haben  wir 
dann 


Ui 
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u.  s.  w. 
nnd  erhalten  hieraus 

Je±2-Y  ^  (fe-y)(ft-y-|-i)(A;-y4-2) 

«*+»<       Ä  +  2     "*+'  <  Ä(Ä +-!)(& +  2) "*■ 

mithin  durch  Addition 

(Ä:-y)(A;^y+l)(fc~/+2) 
■^  Ä;(Ä+l)(Ä  +  2)  "^ 

Die  rechts  stehende  Reihe  ist  ein  specieller  Fall  der  Reihe 
Nro.  3)  in  §.  36  und  zwar  a  =  Ä;  —  1,/3  =  Ä  —  y,  wohei  immer 
\^  y  ^  \  gewählt  werden  kann;  auch  convergirt  unsere  Reihe, 
weil  y  ^  1,  mithin  a  ^  ß  ist.  Daraus  folgt  die  Convergenz  der 
Reihe  linker  Hand,  sowie  die  Convergenz  der  Reihe  Uq  -]-Ui-\-ti2-\-  etc. 

Wenn  (i  <^  1  ist,  so  denke  man  sich  zwischen  fi  und  1  den 
ächten  Bruch  y  eingeschaltet  und  nehme  n  so  gross,  dass  das  Pro- 

duct  n  ( 1 ^^  1  von  einer  hestimmten  Stelle  n  =  %  ab  kleiner 


"('-^) 


als  y  bleibt.     Durch  ganz  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin  gelangt  man 
jetzt  zu  der  Ungleichung 


kik  +  l) 

(J,^y)(Jc-.y+l)k^y  +  2) 
■^  Ä(Ä-fl)(Ä  +  2)  "*" 

Wegen  y  <^  1  divergirt  die  eingeklammerte  Reihe,  um  so  mehr  di- 
vergirt  auch  die  Reihe  linker  Hand,  sowie  die  Reihe  tio  4~  ^i  4'  ^s 
etc.     Alles  zusammen  giebt  den  Satz 

Die  unendliche  Reihe  w©  +  *«i  +  ^2  +  ©tc.  convergirt 
oder  divergirt,  je  nachdem  der  Grenzwerth  des  Pro- 
ductes 

mehr  oder  weniger  als  die  Einheit  beträgt. 
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Dieses  Kennzeichen  erledigt  meistentheils  die  Fälle,  wo  das 
vorige  keine  Entscheidung  giebt.  So  erhalten  wir  z.  B.  aus  Nro.  1) 
f ür  a;  r=  1 

mithin  convergirt  die  Reihe  1)  auch  für  a;  =  1. 
Für  die  Reihe  2)  ist  im  Falle  x  =  1 


oder,  wenn  —  =  S  gesetzt  wird, 

mithin  convergirt  oder  divergirt  die  Reihe 
ox  1.1.1.1. 

je  nachdem  |)  >  1  oder  p  <^  1  ist. 

Da  sie  für  p  =  1  divergirt,   wie  wir  schon  aus  §.36  wifisen, 
so  sind  jetzt  alle  möglichen  Fälle  erledigt. 

Ein  etwas  zusammengesetzteres  Beispiel  bietet  die  Reihe 

«  -.(.-ii)-<.-ii)-«(.-§)-.. . 

worin  x  einen  ächten  Bruch  bezeichnen  möge.  Hier  Hesse  sich  zwar 
das  gegebene  Criterium  direct  anwenden,  würde  aber  zu  einer  etwas 
complicirten  Rechnung  führen.  Kürzer  gelangt  man  durch  die  Be- 
merkung zum  Ziele,  dass  nach  §.  8,  Formel  5)  jederzeit  1(1  +  Ä)  <Z  h 
ist  und  dass  folglich  die  Summe  der  obigen  Reihe  weniger  beträ^^  als 

°^  12  — a?2  "^  23  — ä;2  "^  32  — a?2  "^ 

Bezeichnet  man  die  vorstehenden  Summanden  mit  Mi ,  u^,  1^3  etc., 
80  erhalt  man 
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=  J««  7 ,  s,        >_x,  =  2  >  1; 


('+i)'-(T)' 


demnach  convergirt  die  Reihe  5)  und  um  so  mehr  die  Reihe  4). 

Es  kann  sich  treffen,  dass  der  mit  (A  bezeichnete  Ghrenzwerih 
gerade  =  1  wird;  dann  verliert  das  vorige  Kennzeichen  seine  An- 
wendbarkeit und  macht  wieder  eine  neue  Untersuchung  nothwendig. 
Biese  Fälle  sind  indessen  so  selten,  dass  wir  die  Aufstellung  weiterer 
Convergenzregeln  unterlassen  können*). 


§.  38. 
Beihen  mit  positiven  und  negativen  Gliedern. 

Aus  einer  Reihe,  welche  Glieder  mit  verschiedenen  Vorzeichen 
enthält,  kann  man  eine  neue  Reihe  dadurch  bilden,  dass  man  allen 
Gliedern  das  nämliche  Vorzeichen  giebt;  wenn  nun  die  letztere  Reihe 
convergirt,  so  ist  zu  erwarten,  dass  auch  die  erste  convergiren  werde. 
In  der  That  kann  man  sich  hiervon  durch  sehr  einfache  Schlüsse 
überzeugen,  die  wir  nur  an  dem  Falle  zu  erörtern  brauchen,  wo  die 
Vorzeichen  altemiren.    Die  ursprüngliche  Reihe  ist  dann 

1)  «0   —   «*1    4"   **2   —  W3    +  W4  ' —  •  •  • 

und  die  abgeleitete 

2)  «0  +  Wi  +  w-i  +  «3  +  <*4  +  •  •  •  • 

Wenn  nun  die  letztere  convergirt,  so  nähert  sich  jede  der  bei- 
den Summen 

(p(n)  =  «o4-f|,4-«4    + +   tt2fi-2 

einer  endlichen  Grenze  [im  entgegengesetzten  Falle  wäre  der  Grenz- 
werth  von  (p(n)  -{-  '^  (n)  unendlich,  was  der  Convergenz  von  Nro.  2) 
widerspräche],  mithin  ist  auch  der  Grenzwerth  von 

(p(n)  —  *(n) 

=  «0  —  «1   +«a  —  «3   + h  ^in-2  —  W2„-i 


*)  VergL  d.  Verf.  Handbuch   der   algebraischen  Analysis; 
5.  Aufl.  Jena  1873. 
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eine  endliche  Grösse;  die  Reihe  1)  convergirt  daher  und  hat  emo 
kleinere  Summe  als  die  Reihe  2).  Aehnliche  Schlüsse  gelten  in  jedem 
anderen  Falle. 

Bei  den  häufig  vorkommenden  Reihen  mit  altemirenden  Vor- 
zeichen kann  man  die  Convergenz  noch  auf  einem  anderen  und  viel 
einfacheren  Wege  erkennen,  sobald  von  einer  bestimmten  Stell©  n  =  ii 
an  jeder  Term  grösser  als  der  nächstfolgende  ist,  also 

Ut  >  «*  +  i  >  w*  +  2  >  ^*  +  « 

und  ausserdem  wie  £cüher  Lim  Un  =  0.     Setzen  wir  nämlich. 
El  =Ut, 

J?5  =  t*4  —  (Ut^i  —  Ut^ß)  —  (w*  +  8  —  ««*  +  4), 


und  beachten,  dass  aUe  eingeklammerten  Differenzen  positiv  sind,  so 
haben  wir 

3)  jRi  ^  R^  ^  i?5  ]i>  Mj  .  •  •  • 

Andererseits  gilt  für  die  Grössen 

It2  =  (Ut  —  Ui^l), 

Bi  =  (Uk  —  w*  +  i)  +  (t**  +  2  —  Wji  +  a). 


die  Beziehung 

4)  ^     <^    M4    <^    JRq     <^   Rs     .     .  •    m 

Endlich  ist  bei  unausgesetzt  wachsenden  m 

Lim  (Ä2m-1  —  -B2m)  =  Li^  «*  +  2m-l  =  0| 

hieraus  folgt,  dass  sich  B2m-i  ^^^  -^2«»  einer  und  derselben  Grenze 
jß  nähern }  und  zwar  B^m—i  durch  Abnahme,  B2m  durch  Zunahme. 
Dieses  B  muss  aber  eine  endliche  Grösse  sein,  weil  es  nach  Nro.  4) 
positiv  und  nach  Nro.  3)  kleiner  als  jede  der  Zahlen  Bi,  B^,  B^  etc. 
ist    Zufolge  der  Gleichung  B  =  Lim  JB2m— i  =  J^*w  Bzm  ^^^  man 

B  =^  Ui  —  Ut^l  +  Uk  +  2  —  w*  +  3  +  •  •  •  • 
mithin  convergirt  die  vorliegende  Reihe  und  daher  auch  die  Reihe 
uo  —  Wi  -f-  U2  etc.     Dies  giebt  den  Satz: 

Eine  Reihe  mit  altemirenden  Vorzeichen  convergirt 
immer,  sobald  ihre  Glieder  von  einer  bestimmten 
Stelle  an  fortwährend  und  in's  Unendliche  abnehmen. 

Hieraus  folgt  z.  B.,  dass  die  Reihe 

1        aT^8        410        ei^ 
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convergirt  und  dass  ihre  Summe  zwischen 

f  und  1  -  1 
1  -  I  +  i  und  1  -  1  +  I  -  i 
u.  s.  w. 
enthalten  ist;  dagegen  würde  eine  divergente  Reihe  entstehen,  wenn 
man  alle  Glieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reduciren  wollte.     Der 
obige  Satz  entscheidet  daher  auch  in  solchen  Fällen,  wo  das  vorige 
Kennzeichen  zu  keinem  Resultate  fuhren  würde. 

Wir  wollen  hier  eine  Eigenthümlichkeit  erwähnen,  die  bei  den 
divergenten  Reihen  mit  altemirenden  Vorzeichen  stattfinden  kann. 
Wenn  nämlich  Lim  tin  eine  endliche,  von  Null  verschiedene  Grösse 
9  ist,  so  nähert  sich  tin  —  Un+i  der  Grenze  Null,  und  es  kann  sich 
tr^en,  dass  die  Reihen 

S2m  =  («*0   —  Wl)   +   («2   —  Ws)   +   •  •  •    +   («*2m-3  —  W2m-l) 
^2«  +  !  =  tto  —    (««1  —  «2)  —  (%  — ■  W4)  —   •      •  —   (U2m-l  —  W2m) 

convergiren,  indem  man  jede  eingeklammerte  Differenz  als  ein  Rei- 
henglied betrachtet.  Unter  diesen  Umständen  sind  lAm  S2m  ^^^ 
Lim  Sqm+i  endliche  Grössen,  und  als  Grenzwerth  ihrer  Differenz 
erhalt  man 

Lim  (Sim+i  —  82m)  =  Li^  «*3m  =  Qt 
d.  h.  die  Summen  der  Reihenglieder 

«0  —  Ui  +  U2  —  W3  + 

n&hem  sich  zwei  endlichen,  um  q  von  einander  verschiedenen  Gren- 
zen, je  nachdem  man  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  von  Glie- 
dern zusammenrechnet.  Divergente  Reihen  dieser  besonderen  Gat- 
tung hat  man  oscillirende  Reihen  genannt. 

Das  einfachste  Beispiel  hierzu  bietet  die  Reihe 

a  —  a  -\-  a  —  a  -\- 

deren  <Summe  bei  gerader  Gliederzahl  =  0 ,  bei  ungerader  Glieder- 
zahl =  a  ist. 

Als  zweites  Beispiel  kann  die  Reihe 

dienen.    Hier  ist 


11,111  1      I    2W  +  2 

bezeichnen  wir  mit  6  die  Summe  der  unendlichen  convergirenden  Reihe 

1  —  lJ-1  —  i-L 


•  .  •  . . 
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80  erhalten  wir 

Idm  82m  =  ^*      Xrt*»  S2m+1  =  <^  4"  1» 
mithin  oscillirt  die  obige  Keihe  zwischen  C  und  6  -|-  1. 

§.  39. 
Bedingte  und  unbedingte  Convergenz. 

Die  in  §.  36  gezeigte  Entstehungsweise  der  unendlichen  Reihen 
heweist  unmittelbar,  dass  durch  die  gegebene  Function  9>(m)  nicht 
nur  die  Grösse  der  einzelnen  Keihenglieder  Uq=z  q>(0),  Wi  =  9(^, 
U2  =  (p(2)  etc. ,  sondern  auch  die  Stelle  eines  jeden  derselben  be- 
stimmt wird;  die  Anordnung  der  Glieder  ändern,  heisst  demnach, 
die  Function  (p  durch  eine  andere  ersetzen,  wobei  sich  nicht  im  Vor- 
aus absehen  lässt,  ob  die  Summe  der  Beihe  ungestört  bleiben  wird 
oder  nicht.  In  der  That  wird  das  folgende  Beispiel  zeigen,  dasseme 
andere  Anordnung  der  Reihenglieder  zu  einer  anderen  Reihensumme 
führen  kann. 

Wir  betrachten  die  folgenden  zwei  convergirenden  Reihen 

"   1  213  4I6  ei^7  81^0  » 

*  1^8  2IB»7  4^on^ii         e  ^  » 

deren  -zweite  so  aus   der  ersten  gebildet  ist,  dass  auf  zwei  positive 
Glieder  ein  negatives  folgt;  es  darf  dann  Ö  als  der  Grenzwerth  von 

....  (_l 1_  ,     1     _  J_\ 

\4w  —  3        4«  —  2"^4»— 1        4  m/ 
angesehen  werden,  ebenso  s  als  Grenzwerth  von 

^  \4n  — 3  ^  4«  — 1        2»/ 
Die  Differenz  beider  Gleichungen  giebt 

und  hieraus  folgt  für  n  =  00 


•  •  .  . 
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womit  die  Yerschiedenheit  yon  6  und  8  dargethan  ist. 

Man  erkennt  demnach  die  Nothwendigkeit,  zweierlei  convergi- 
rende  Beihen  zu  unterscheiden;  ist  die  Summe  der  Eeihe  abhängig 
von  der  Anordnung  der  Glieder,  wie  im  vorigen  Beispiele,  so  heisst 
die  Beihe  bedingt-convergent,  im  Gegenfalle  unbedingt-con- 
vergent.  Daran  knüpft  sich  gleichzeitig  die  Aufgabe,  die  Kenn- 
zeichen der  unbedingten  Convergenz  aufzusuchen. 

Wir  bezeichnen  mit  DJ,  die  Summe  einer  Keihe  von  n  Gliedern, 
nämlich 

1)  ^n  =  «0  -h  Wi  +%  +  ••••  +  «n-r 

und  setzen  voraus,  dass  (für  n  =  oo)  Lim  Un  gleich  einer  bestimm- 
ten endlichen  Grösse  U  sei,  mithin 

2)  U=  Uq  -{-  Ui  -{-  U2  -\' ; 

die  vorliegende  Reihe  ist  dann  convergent.    Ferner  bedeute 

3)  «^0  +  <^i  +  «^2  +  <^3  + 

eine  Beihe,  welche  aus  Nro.  2)  durch  andere  Anordnung  der  Glieder 
gebildet  ist;  es  fragt  sich  dann,  unter  welchen  Umständen  die  neue 
Reihe  gleichfalls  U  zur  Summe  haben  wird.     Setzen  wir  vorläufig 

4)  Vp  =Vo    +  Vi    +   V2    +   '  -  -  '   -{■   Vp-i, 

80  können  wir  p  so  gross  wählen,  dass  die  vorliegende  Reihe  alle  in 
Nro.  1)  vorkommenden  Glieder  enthält  und  ausserdem  noch  p  —  n 
anderweite  Glieder,  deren  Indices  grösser  als  n  —  1  sind,  und  die 
wir  in  der  Form 

Wj  4-  Wr  +  «*•  +  ••'  • 
zusammenfassen.     Demnach  ist 

Vp  ■—    Un=  Ug   ■{-  Ur  +  tlß  -^^   '  '  •  ' 

mithin  bei  unendlich  wachsenden  p  und  n 

Lim  Vp  —  U  =  Lim  (Wg  +  Wr  +  w,  +  •  •  •)  5 
Boll   nun  die  Reihe  3)   gleichfalls   U  zur   Summe   haben,  so  muss 
Lim  Vp  =  U  oder 

6)  Lim  (Wg  -|-  Wr  +  «*•  +  •••)  =  0 

Bein,  und  dies  ist  das  Kennzeichen  der  unbedingten  Convergenz  der 
Reihe  2).  Um  aber  den  Gegenstand  weiter  zu  verfolgen,  wollen  wir 
voraussetzen,  dass  die  Reihe  2)  von  einer  bestimmten  Stelle  an  nur 
positive  Glieder  enthalte.  Bei  hinreichend  grossen  n  sind  dann  alle 
in  der  Gleichung 

U  —    Un   =  Un    '\-   Un^i   +   Wn  +  2   + 
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vorkommenden  Glieder  positiv,  und  die  Summe  Un  +  Wn+i  +  ®^*'-» 
der  sogenannte  Rest  der  Reihe,  hat  die  Null  zur  Grenze,  weil  bei 
unendlich  wachsenden  n  die  linke  Seite  in  CT  —  Idm  Di,  =  0  über- 
geht. Nun  besteht  die  Summe  Uq  -{-  Ur  -{-  Ug  -\-  etc.  aus  p  —  n 
Gliedern,  deren  Indices  ^  n  —  1  sind;  diese  Glieder  sind  positiv 
und  man  hat  desshalb 

mithin 

Lim  (Wg  +  <*r  +  w#  +  '••)==  ö- 

Unter  der  gemachten  Yoraussetzung  convergirt  also  die  Reihe  un- 
bedingt. 

Diese  Schlussweise  ist  nicht  mehr  anwendbar,  wenn  die  ur- 
sprüngliche Reihe  theils  positive,  theils  negative  Glieder  enthält;  der- 
artige Reihen  können  daher  möglicherweise  zu  den  bedingt-conver- 
girenden  gehören.  Nur  in  dem  speciellen  Falle,  wo  die  Reihe  auch 
dann  convergent  bleibt,  wenn  man  statt  jedes  einzelnen  Gliedes  des- 
sen absoluten  Werth  setzt,  lässt  sich  die  Sache  folgendermaassen  er- 
ledigen. Der  absolute  Werth  irgend  eines  Gliedes  Um  werde  mit 
[^m]  bezeichnet,  dann  ist  zufolge  der  Yoraussetzung 

bh']  +  [%]  +  [U2]  +  M  + 

eine  convergente  Reihe,  mithin  nach  dem  Vorigen 

Lim  { [ug]  +  [ur]  +  M  H }  =  0, 

d.  h.  der  absolute  Werth  von  Wg  +  Wr  +  w,  +  etc.  kann  der  Null 
beliebig  nahe  gebracht  werden.    Daraus  folgt  sehr  leicht,  dass 

Lim  (wg  -|-  w,.  4-  w#  +  •••)  =  Ö 

sein,  mithin  die  Reihe  unbedingt  convergiren  muss.  Wir  können  da^ 
her  folgenden  Satz  aussprechen: 

Eine  unendliche  Reihe  convergirt  unbedingt,  wenn 
sie  ihre  Convergenz  auch  in  dem  Falle  behält,  wo 
alle  Glieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reducirt 
werden. 

Die  anfangs  erwähnte  Reihe 


i  —  lJ-1  —  1-L 
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1  — 

6 


.  •  • 


genügt  dieser  Bedingung  nicht,  und  es  wird  daher  nicht  überraschen, 
dass  sie  nur  bedingt  convergirt. 
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§.40. 
Convergenzbedingimgen  für  periodisolie  Beiheiu 

Wegen  späterer  Anwendungen'  betrachten  wir  noch  Reihen  von 
den  Formen 

1^0  -\-  Ol  C08X  +  (h  cos2x  +  Oj  cosSx  +  ••'•» 
dl  sinx  +  hf  sin2x  +  bj  stnSx  +  •  •  •  •, 
worin  die  Coefficienten  Oq  ,  ai ,  Oj  etc.,  di ,  h^  etc.  als  positiv  yoraus- 
gesetzt  werden  mögen.     Wir   unterscheiden  dabei  drei  Hauptfalle; 
die  Coefficienten  können  nämlich  gleich   sein,   sie  können  zweitens 
eine  steigende,  oder  drittens  eine  fallende  Reihe  bilden. 

Für  Oq  =  ai  =  O)  •  . .  .  ist  nach  einer  bekannten  Formel  die 
Summe  der  n  ersten  Glieder 

Oo  [|  +  cosx  -{-  cos2x  -}-  cosSx  +  •  •  •  +  cos(n —  l)a?] 

sin  (n  —  |)  a; 


=  öo 


2sinlx 


Bei  unendlich  wachsenden  n  oscillirt  sin  (n  —  |)  a;  zwischen  —  1 
und  4"  1  hin  und  her,  ohne  sich  einer  hestimmten  Grenze  zu  nähern ; 
die  Reihe  hat  also,  in's  Unendliche  fortgesetzt,  keine  angehbare 
Summe,  d.  h.  sie  divergirt.     Zufolge  der  Gleichung 

5i  [sinx  -\-  sin2x  -f-  sinSx  +  *  • '  +  sin(n —  l)a?] 

gelten  ganz  ähnliche  Schlüsse  für  die  zweite  Reihe;  letztere  divergirt 
daher  gleichfalls  für  hi  =  hj  =  63  etc. 

Bilden  Oq»  ^9  ^  ^tc.  und  ebenso  5i,  h^  etc.  eine  steigende  Reihe, 
80  findet  offenbar  die  Divergenz  um  so  mehr  statt;  demnach  bleibt  nur 
noch  der  Fall  zu  untersuchen,  wo  jene  Coef&cienten  eine  abnehmende 
Reihe  ausmachen. 

Die  Summe  der  (n  4"  1)  ersten  Glieder  der  ersten  Reihe  heisse 
Sn^i;  multipliciren  wir  die  Gleichung 

Sn+i  =  Jöo  +  öl  cosx  -}-  02  cos2x  +  *  '  '  +  cinCOsnx 
mit  2  sin  |  x  und  zerlegen  rechter  Hand  jedes  doppelte  Product  in 
die  Differenz  zweier  Sinus,  so  erhalten  wir 

2  Sn+isinlx 

=  oosinlx  -|-  öl  (sinlx  —  sin\x)  -}-  02  (sin^x  —  sinfa?)  +  •  •  • 

/  .   2n— 1         .   2w— 3  V      /  .  2n+l         .  2n— 1   \ 
—-j-an-il«« — - — x^stn — - — xj-YOnKsm — - — x — sin — - — xj 


184  Cap.  VI.    §.  40.  Convergenzbedingungen 

und  bei  anderer  Anordnung 

2n  4-  1 

2sinlx  ,8n^i  —  ff«  sin x 


.  .  .  •  >   a 


•     •     •     •  - 


=  (oo  —  Oi)m  Jj»  +  (oi  —  a2)si»|a?  +  («2  —  aa)sm|rr  + 

•  •  .  •  +  (a»_i  — a„)sm  — ^ ä?. 

Unter  der  Yoraussetzung,  dass 

1)  ao  >  «1  ]>  «2  >  ^3  •  •  •  • »  ^cuid  liim  a„  =  0 
ist,  lassen  wir  n  in's  Unendliche  wachsen  und  haben 

2)  Xfm  Sn+i  =  ^-T-TT   (ö^o  —  öi)s*w I  a?  +  («1  —  «0  sin  | a? 

+  («2  — ö3)s«w|a?  + 
Hinsichtlich  der  Reihe 

3)  («0  —  ai)  +  («1  — Oa)  +  (^a  —  «a)  + 
als  deren  Glieder  die  eingeklammerten  Differenzen  gelten  mögen,  ist 
nun  klar,  dass  sie  aus  lauter  positiven  Gliedern  besteht  (wegen 
«0  i^  ff  1  i^  ^2  etc.)  und  dass  die  Summe  ihrer  n  ersten  Glieder 
=  «0  —  a„,  mithin  ihre  volle  Summe  =  Oq  —  lÄma^  =  Oq  ist; 
die  Reihe  3)  convergirt  also.     Um  so  mehr  muss  auch  die  Reihe 

4)  (oo  —  a^sm\x  +  (a^  — a^sin\x  +  (a^  —  a^sin\x  -|-  .  .  .  • 

convergiren,  denn  ihre  Glieder  sind,  den  absoluten  Werthen  nach, 
kleiner  als  die  gleichstelligen  Glieder  der  Reihe  3),  und  ausserdem 
besitzt  die  Reihe  4)  theils  positive,  theils  negative  Glieder.  Bezeich- 
nen wir  die  jedenfalls  endliche  Summe  der  Reihe  4)  mit  9>(^)t  so 
folgt  aus  Nro.  2) 

r.w  Q     —  y(^) 

^'^^-+^-2li;^' 

und  hier  ist  die  rechte  Seite  eine  endliche  Grösse,  qo  lange  x  nicht 
einen  der  speciellen  Werthe  0,  +2  ä,  +4  ä,  +  6  jr  etc.  erhält;  d.  h. 

Wenn  die  positiven  Coefficienten  Oq,  ffi,  ff2  etc.  eine 
unendlich  abnehmende  Reihe  bilden,  so  convergirt 
die  periodische  Reihe 

I  ao  -\-  aicosx  -\-  a^cos2x  -^  a^cosBx  -}-..•. 

«    für  alle  x,  die  nicht  von  der  Form  +2Ä;7r  sind. 

Indem  man  JC  -^  x  &n  die  Stelle  von  x  treten  lässt,  gelangt 
man  zu  dem  zweiten  Satze:  ^ 
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Unter  den   obigen  Bedingungen  convergirt  auch  die 
Reihe 

Ioq  —  Ol  cosx  -\-  ciiC0s2x  —  «3  cos 3 o?  +  •  •  •  • 
für  alle  x,  die  nicht  von  der  Form  +  (2Ä —  1)ä  sind. 
Um  die  entsprechenden  Theoreme  für  die  periodische  Keihe  der 
Siniis  zu  erhalten,  multipliciren  wir  die  Gleichung 

8n='bi  sinx  +  h^  sin2x  +  ^3  sinSx  +  •  •  •  +  ^nSinnx 
mit  2stn|a;  und  zerlegen  jedes  Product  zweier  Sinus  in  eine  Cosi- 
nusdifferenz;  bei  etwas  anderer  Anordnung  ergiebt  sich 

«    .   1         «     .    X         2n+ 1 

2stniX  .  8n  +  OnCOS — x 

=  hi  cos\x  —  (bi  —  l)i)coslx  —  (63  —  hz)coslx  —  •  •  •  • 

^  .       2  n  —  1 

•  •• (bn-l  —  hn)COS X' 

Vorausgesetzt,  dass 

l>i  I>  ti  I>  fts  '  •  •  •  •   »    nnd     Idm  l>„  =  0 
ist,  wird  aus  der  vorigen  Gleichung  die  folgende 

LimS^^=—-r-i-\hi<^slx  —  (bi—h2)coslx  —  (b2—'bz)coslx 1- 

Die  Reihe 

(Pi—h)  +  (p2—h)  +  (bz  —  h)  H 

enthält  lauter  positive  Glieder  (jede  eingeklammerte  Differenz  als  ein 
Glied  gerechnet)  und  ihre  Summe  ist  =  5^;  daher  convergirt  um  so 
stärker  die  Reihe 

(!>i  —  h2)co$lx  +  (b2-'hs)coslx  -\-  (bs  —  h)coslx  -[-•.•. 
imd  folglich  hat  auch  die  Reihe 

hicoslx  —  (bi—'l>2)coslx  —  (bi  —  h)co$lx  —  .  .  . . 
eine  endliche  Summe,  die  ^  (x)  heissen  möge.    Aus  der  nunmehrigen 
Gleichung 


Lim  Sn  = 


2sinlx 


geht  hervor,  dass  die  betrachtete  Reihe  convergirt,  wenn  X  keinen 
der  Werthe  0,  +  2  ä,  +  4  ä  ,  +  6  ä  etc.  erhält  Im  letzteren  Falle 
wurde  aber  die  Summe  der  Reihe  verschwinden,  und  man  kann 
daher  sagen: 

Wenn  die  Goefficienten  &i«&3fl^  etc.  eine  unendlich 
abnehmende  Reihe  bilden,  so  ist  die  periodische 
Reihe 
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hi sinx  +  ^2  sin 2x  -\-  h^sindx  +  •  •  •  • 
convergent  für  jedes  beliebige  x. 

Indem  man  tc-^-x  an  die  Stelle  von  x  treten  lässt,  gelangt  man 
noch  zu  dem  Satze: 

Unter  der  obigen  Voraussetzung  ist  auch 

hl  sin  X  —  1)2  sin  2  X  -\-  h^sinSx  —  •  •  .  . 
eine  stets  convergirende  Beihe. 

§.  41. 
Addition  und  Multiplication  unendlicher  Beihen. 

I.  Es  sei 

1)  JPn  =  Uo   +  Ui    +  U2   +   '  "   -\-  Un, 

2)  Qn  =  Vo    +  Vi    +  Vi    +   -  "   +  Vn, 

SO  ist  auch,  wenn  a  und  h  irgendwelche  von  n  unabhängige  Factoren 
bedeuten, 

3)  auo  -f-  ^^0  +  ö^%  +  ^*'i  +  •  •  •  +  aun  +  hvn 

==  aPn   +   ^Ön- 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  Lim  Pn  =  P  und  lAm  Qn=  Q 
endliche  Grössen  sind,  convergiren  die  Reihen  1)  und  2),  und  zwar 
hat  die  erste,  in's  Unendliche  fortgesetzt,  P  zur  Summe,  die  zweite 
Q'y  femer  wird  aus  Nro.  3) 

««0  +  ^^0  +  ötwi  +  l)t;i  -|-  au2  +  hv2  -\-  •  •  •  • 
=  Lim  (aPn  +  hQn)  =  aP  +  hQ. 
Man  kann  dieses  Ergebniss  folgendermaassen  aussprechen: 
Das  Aggregat  zweier  convergenten  Reihen  ist  wie- 
der   eine  convergirende   Reihe    und  die  Summe   der 
letzteren  gleich  dem  Aggregate  von  den  Summen  der 
ursprünglichen  Reihen. 

Dieser  Satz  gilt  auch  allgemeiner  für  jede  endliche  Anzahl 
gegebener  convergirender  Reihen. 

II.  Um  den  entsprechenden  Satz  für  das  Product  zweier  Rei- 
hen zu  erhalten,  lassen  wir  letztere  nach  Potenzen  einer  Variabelen 
X  fortschreiten,  wodurch  die  Uebersicht  über  die  entsprechenden 
Partialproducte  erleichtert  wird.    Es  sei  nämlich 

P2«  =  ao-\-aiX  +  (hix^^  +  '''-{-  ö2«JK^"» 
Q^^  =  ho  +  2>i  a?  +  hx^  +  •  •  •  +  ^2«a;2«, 
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mithin  P^«  $2»  =  «o^o  +  («o &i  +  «1  W^ 

+ 

+   («O^Jn   +   ai^2n-l   +   •  •  •    +   02tt--l^l    +   «2nW^'* 
+   («l^J«   +   fhhn-1   +   •  •  •   +   a2»-1^3    +   «anW«^""*"' 

+ 

+   («2»-1^2ii  4-  (hnhn-l)  ^'^"^ 

Tergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  folgenden 

0     &!•  =  Oo  ^0  +  (»0^1  +  «1 W^  +  («0 ^2  +  «1  ^1  +(hh)^^  -\ 

indem  man  x  sowie  alle  a  und  h  als  positiv  voraussetzt,  so  erhellt 
immittelbar  die  Bicbtigkeit  der  Ungleichung 

Es  sei  femer 

P„  =  Oo  +  «1^  +  «2«*  -|-  ....  -I-  a^x", 
C»  =  ^0  +  ^lÄ?  +  &2ic^  +  ....  -f.  5„af , 
mithin 

•P»  Cii  =  «0^0  +  («0^  +  aiho)x 

+ 

80  hat  man  durch  Vergleichung  mit  S^n 

Sin  >JPnQn 

und  mit  dem  Vorigen  zusammen 

ß)  P2nQ2n>   S2n>PnQn' 

Bei  unendlich  wachsenden  n  werden  die  für  Pani  Qinj  Pn^  Qn 
angegebenen  Beihen  gleichzeitig  unendlich  und  im  Falle  der  Con- 
Tergenz  sind 

Lim  P^n  =  Lim  P«  =  P, 

Lim  Q2n  =  Lim  Qn  =  Q 
endliche  Grössen ;  unter  dieser  Yoraussetzuug  ergiebt  sich  aus  Nro.  5) 
die  Gleichung 

6)  Lim82n  =  PQ, 

welche  sagt,  dass  die  Beihe  4),  in's  Unendliche  fortgesetzt,  convergirt 

uid  P  Q  zur  Summe  hat 
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Wenn  die  ursprünglichen  zwei  Reihen  mit  Gliedern  von  un- 
gerader Stelle  aufhören,  d.  h.  von  folgenden  Formen  sind 

60  erleidet  die  vorige  Betrachtung  nur  die  kleine  Modification,  dass 
in  Nro.  5) 

Pin  =  -P2n  +  1  —   «211  +  13?^"  +  ^       Q^n  =   Ö2n  +  1  —  Z>2n  +  liC^"  +  * 

ZU  setzen  ist.     Zufolge  der  angenommenen  Convergenz  der  Beihen 
wird  dann 

im(ö2«+iic2«  +  i)  =  0,        I^'wOin  +  iÄJ^'^  +  O  =  0, 
lAm  P2n+i  =  -P»       Li'ni  Ö2«+i  =  ö» 
und  damit  kommt  man  wieder  auf  die  Gleichung  6) ;  d.  h. : 

Wenlf  die  unendlichen  und  convergirenden  Reihen 
ÜQ  '\'  ttiX  -\-  a^x'^  -{-  a^x^  -\-  •  •  •  • , 
Z>o  +  hix  '\-  h-iX'^  -|-  63  a?3  +  •  •  •  • 
nur    positive  Glieder    enthalten,  so  ist  ihr  Product 
eine  gleichfalls  convergente  Reihe,  nämlich 

«0^0  +.  (ßa^i  +  ai^o)^  +  {<h^2  -^  Cbi^i -\- a^h^ x^  +  •  •  •  •, 
und  die  Summe  der  letzteren  ist  das  Product  aus  den 
Summen  der  beiden  ersten  Reihen. 

Die  Schlüsse,  mittelst  deren  die  Ungleichung  5)  hergeleitet 
wurde,  verlieren  ihre  Anwendbarkeit  in  dem  Falle,  wo  die  ursprüng- 
lichen Reihen  negative  Glieder  enthalten;  denn  es  könnten  z.  B.  die 
Glieder,  um  welche  P2n  02n  reicher  als  S^n  ist,  zusammen  so  viel 
Negatives  geben,  dass  p2n  Qin  weniger  als  S^n  betrüge,  unter  die- 
sen Umständen  wäre  es  also  möglich,  dass  die  Reihe 

Oo&o  +  («0^1  +  «iW^  +  («0^2  +  ö^i^i  +»2^^^  -|-  .  .  .  . 
divergirte,  und  dann  würde  ihre  Summe  nicht  angebbar,  mithin  anch 
nicht  z=z  PQ  sein.    Das  wirkliche  Vorkommen  dieses  Ausnahmefalles 
mag  folgendes  Beispiel  zeigen. 
Nimmt  man 

a?  =  1 ,     an  =  'bn  = 


(-1)- 


und  multiplicirt  die  convergente  Reihe 

mit  sich  selbst,  indem  man  die  Glieder  auf  die  obige  Weise  ordnet, 
so  ergiebt  sich  eine  neue  Reihe 
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deren  nies  Glied  ist: 

Nach  dem  bekannten  Satze,  dass  das  geometrische  Mittel  zweier 
Zahlen  kleiner  als  deren  arithmetisches  Mittel  ist,  hat  man 

mithin 

nimmt  man  in  der  letzten  Ungleichung  ä;  =  0,  l,2,...n  —  1 
and  addirt  alle  entstehenden  Ungleichungen,  so  erhält  man 

'•>«V^;rfr  °"*^  *- > K^TFi ^ '*^^^*^^' 

Daraas  ist  ersichtlich,  dass  tn  gleichzeitig  mit  n  in's  Unendliche 
wächst,  dass  also  die  Reihe  8  divergirt,  mithin  8  nicht  =  JP^  sein 
kann. 

Hiemach  bedarf  der  Fall,  wo  die  zn  multiplicirenden  Reihen 
negative  Glieder  enthalten,  einer  besonderen  Untersuchung.  Die 
Reihen  mögen  ans  Gliedern  mit  altemirenden  Vorzeichen  bestehen, 
etwa 

JP  =  ao  —  OiSS  •{-  (h^^  —  OsÄ^  +  ••••, 
Q  =  hQ  —  i^x  +  hiX^  —  ^3  a?^  +  •  •  •  • » 
nnd  conyergiren.   Fassen  wir  alle  positiven  imd  ebenso  alle   nega- 
tiven Glieder  jeder  Reihe  zusammen,  indem  wir  setzen 

Uq  =  Oo  -\-  a^x^  +  a^x^  +  o,%x^  +  •  •  •» 
üi  =  aia?  4-  ^x^  +  <^'oX^  + I 

Fo  =  6o  +  ^2^'^  +  ^4«*  +  fee  «*  +  •••  -f 
Fl  =  5i  rr  +  6j  a?3  -|-  ^5  rr^  -|- , 

80  sind  zwei  Fälle  möglich;  es  können  nämlich  die  vorstehenden 
vier  Reihen  ebensowohl  convergiren  als  divergiren  *) ,  und  es  sind 


'*)  So  convergirt  z.  B.  die  Reihe 

J— .l-Ll  —  IJ-I  —  1-L.... 
1        aT^a        416        61» 

aber  die  positiven  Glieder,  für  sich  genommen,  liefern  die  divergente  Beike ; 

i  +  l  +  i +  ••••>!(! +  1  +  1 +  •••). 

und  ebenso  divergirt  die  Reihe  der  negativen  Glieder: 

i  +  i  +  l+  ••  -==^0  +  1 +  §  +  •••)• 
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^o>  ^i>  ^o>  Vi  ini  ersten  Falle  endliche  Grössen,  im  zweiten  Falle 
unendlich  gross.  Beschränken  wir  uns  auf  den  ersten  Fall,  so  ißt 
nach  dem  in  Nro.  I.  bewiesenen  Satze 

P=  üi  —  CTi,  e=  Fo  —  Fi; 

femer  haben  wir  nach  der  Regel  für  die  Multiplication  solcher  con- 
vergirender  Reihen,  die  nur  positive  Glieder  enthalten, 

UqVq  =^  aobo  +  (aoh2 -{- a2ho)  x^  + 

+  («0^3  +02^^'    + 


UoVi  — 

OohiX 

UiVo 

aiboX 

üiFi  — 

luithin  . 

•     •    •    • 


üihiX^  4" 


^0^0  —  UoVi  —  UiVo  +  UiVi 

Die  linke  Seite  ist  eine  endliche  Grösse  und  identisch  mit 

(0'o-Dl)(Fo-7i)  =  i'e. 
mithin  convergirt  die  erhaltene  Reihe  und  hat  P  Q  zur  Summe.  Wie 
man  sieht,  bleibt  die  frühere  Multiplicationsregel  ungestört  bei  end- 
lichen Üq,  üi,  Fo,  Fl.  Diese  Bedingung  ist  aber  erfüllt,  wenn  die 
Reihen  P  und  Q  ihre  Convergenz  auch  in  dem  Falle  beibehalten, 
wo  man  die  negativen  Glieder  durch  gleichgrosse  positive  ersetzt, 
denn  sobald  die  Summe  zweier  positiven  Grössen  Üq  und  üi  oder 
Vq  und  Fi  eine  endliche  Grösse  ist,  muss  jeder  Summand  für  sich 
von  endlicher  Grösse  sein.     Wir  haben  daher  den  Satz : 

Wenn  die  unendlichen  convergenten  Reihen 

<h  —  Ol  a?  -f*  ^  ^^  —  «3  a?^  + 

5o  —  hiX  -\-  h2X^  —  hsX^  -^  '  '  '  ' 
ihre  Convergenz  auch  in  dem  Falle  behalten,  wo  alle 
Glieder  mit  gleichen  Vorzeichen  genommen  werden, 
so    ist    ihr  Product    eine    gleichfalls    convergirende 
Reihe: 

und  die  Summe  der  letzteren  ist  das  Product  aus  den 

Summen  der  beiden  ersten  Reihen. 

Die  Reihe  7)  genügt  der  ausgesprochenen  Bedingung  nicht  und 
daraus  erklärt  sich ,  dass  ihr  Quadrat ,  auf  gewöhnliche  Weise  ange- 
ordnet, eine  divergente  Reihe  liefert. 
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§.  42. 
Die  Differentiation  unendlicher  Beihen. 

Schon  in  §.  5  wurde  bemerkt,  dass  im  Allgemeinen  der  Diffe-» 
rentialquotient  von  der  Summe  einer  unendlichen  Reihe  nicht  noth- 
wendigerweise  gleich  der  Summe  von  den  Differentialquotienten  der 
einzelnen  Glieder  sein  müsse,  dass  man  also  aus  der  Gleichung 

1)  S  =  Uq  -}-  Ui  -}-  ti2  -\-  Us  -\-  *  ''  in.  inf. 

nicht  ohne  Weiteres  auf  die  Richtigkeit  von 

^x  dS  dup  dui  du^    _L  ....••  f 

dx         dx  dx  dx 

schliessen  dürfe.     Wir  wollen  dies  jetzt  näher  untersuchen. 

d  u 
Da  Un  und  ganz  verschiedene  Functionen  von  x  sind,  so 

CiX 

kann  es  geschehen,  dass  die  erste  Reihe  convergirt  und  gleichzeitig 
die  zweite  Reihe  divergirt ;   dann  ist  aber  die  Summe  der  letzteren 

nicht  angebbar  und  kann  folglich  auch  der  bestimmten  Function  -^ — 

01 X 

nicht  gleich  sein,  d.  h.  die  Gleichung  2)  besteht  dann  nicht.  Dass 
derartige  Fälle  vorkommen,  zeigt  das  Beispiel 

o        cosx    .    cos2x    .    cosSx    . 
1      ^       2       ^      3       ^ 

Hier  convergirt  die  Reihe  für  alle  zwischen  0  und  7t  enthaltenen  x 
nnd  daher  ist  8  eine  bestimmte  Function  von  x;  dagegen  divergirt 
die  Reihe  der  Differentialquotienten 

—  sin  X  —  sin  2x  —  sin  3x  —  .... 

d  8 
und  folglich  kann  ihre  Summe  nicht  =  -^ —  sein.      Das  Befremd- 

Cv  X 

liehe,  was  für  den  ersten  Anblick  hierin  liegen  mag,  verliert  sich 
übrigens  durch  die  Bemerkung,  dass  es  bei  der  Differentiation  unend- 
licher Reihen  eigentlich  auf  die  Umkehrung  der  Aufeinanderfolge 
zweier  ganz  verschiedenen  Operationen  ankommt.  Bezeichnen  wir 
nämlich  den  Differentialquotienten  einer  Function  durch  das  Vor- 
setzen von  D  und  die  Summe  von  «lo  +  t*i  +  «*3  +  etc.  kurz  mit 
£tt,  80  ist  in  unserem  Beispiele 

8  =  2^^^,    (farn  =  l,  2,  3...) 

1% 
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und  daher  auch 

n 
dagegen  ist  nicht 

DiS  ^=.  2JD =  2]  ( — stnnxX 

n 

d.  h.  man  darf  die  mit  2J  und  D  hezeichneten  Operationen  nicht  in 

umgekehrter  Ordnung  vornehmen. 

Wie  man  aus  dem  Yorigen  sieht,  hört  die  Untersuchung  dar- 
über, ob  überhaupt  DZJu  =  2JDu  ist,  sogleich  auf,  wenn  die  Reihe 
der  Differentialquotienten  divergirt ,  und  die  Frage  kann  daher  nur 
noch  sein,  wie  sich  die  Sache  in  dem  Falle  gestaltet,  wo  die  Reihe 
der  Differentialquotienten  convergirt.  Wir  wollen  die  wichtigsten 
hierauf  bezüglichen  Sätze  entwickeln. 

I.  Die  Reihe  1)  sei  eine  Potenzenreihe  und  f(x)  ihre  Summe 
etwa 

3)  f(x)  =  ÜQ  4-  «1  aj  4-  «2  flj2  _j_  «3  a?3  4-  .  .  . . 
Diese  Reihe  convergirt,  wenn  der  absolute  Werth  von 

weniger  als  die  Einheit  beträgt;  setzen  wir  den  absoluten  Werth  von 

Lim  — ^—  =  A 

öfi  +  i 

so  können  wir  die  ebenerwähnte  Gonvergenzbedingung  durch  —  X 
<^x  <^  -\-'  X  ausdrücken.  Für  alle  derartigen  x  convergirt  femer 
die  Reihe 

1  ai  -f-  2  02  a?  -|-  3  «3  o;«  4"  4  ÖJ4  a;3  +  •  •  •  • 
weil  hier  der  absolute  Werth  von 

ist;  mithin  besitzt  die  zweite  Reihe  eine  bestimmte  Summe,  die  q>{z) 
heissen  möge,  d.  i. 

4)  q>{x)  =lai  4-  2a2ic4-  3030524- 

Da  in  den  Gleichungen  3)  und  4)  x  zwischen  —  k  und  -f*  ^ 
liegt,  so  lässt  sich  immer  eine  willkührliche  Zahl  h  von  der  Beschaf- 
fenheit finden,  dass  auch  x  ■\-  h  zwischen  —  A  und  +  A  enthalten 
ist,  und  dann  gelten  die  Gleichungen 
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ö)      /(a;  +  Ä)  =  ao  +  (h(x  +  h)  +  (h(x  +  hy  H 

Von  den  Gleichungen  5)  xmd  3)  nehmen  wir  die  Differenz,  divi- 
diren  mit  h  und  benutzen  rechter  Hand  den  Satz 

oder  specieUer 

\ =  m(a;  +  Ö-,Ä)»-i,    0  <*„<!; 

wir  erhalten 

h 

=  lai  +  2(h(x  +  ^ih)  +  d(h(x  +  d'^hy  +  ^La^ix  +  »^hy  -\ 

Um  vorerst  den  einfachsten  Fall  zu  erledigen,  wollen  wir  an- 
nehmen ,  dass  alle  Coefficienten  ai ,  a^  etc.  positiv  seien  und  dass  x 
gleichfalls  nur  positive  Werthe  erhalte  (0  <  a;  <;  -}-  A) ;  die  Summe 
der  rechts  stehenden  Reihe  ist  dann,  h  als  positiv  vorausgesetzt, 
grösser  ab 

löi  +  2aiX  +  S(hx^  + =  g>(x) 

ond  kleiner  als 

loi  +  2ai(x  +  h)  +  3a3(Ä+Ä)2  H =  g>(x  +  hl 

wir  haben  also  zusammen. 

g,(x)  <  )^ =^-^  <  9(a?  +  h). 

Bei  negativen  ^  ist  dageg^en 

Aufi  beiden  Ungleichungen  folgt  durch  Uebergang  zur  Grenze 
für  verschwindende  h 

unter  den  gemachten  Voraussetzungen  ist  also  die  Summe  der  Reihe 
lai  -1-  2a2  X  '\'  Sct^  x^  -f"  ß^*  gleich  dem  Differentialquotienten 
?on  der  Summe  deii  Reihe  00  +  01«  +  ^^^  +  ®*c. 

£8  kann  sich  in  speciellen  FäUen  treffen,  dass  beide  Reihen  noch 
für  X  =  -|-  A  convergiren;  die  vorige  Betrachtung  bleibt  dann  wört- 
lich dieselbe ,  nur  muss  man  h  negativ  und  seinen  absoluten  Werth 
<^  X  w&hlen,  um  das  Convergenzintervall  nicht  zu  überschreiten. 

Wir  betrachten  nun  den  allgemeinen  Fall,  wo  die  Reihe 
f(x)  =  ao  +  ai«  +  a3ia?^  +  a3a?«-t- 

ScblömUch,  Analyiii.  I.  13 
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positive  und  negative  Glieder  besitzt,  wobei  wir  uns  x  immer  als 
positiv  vorstellen  können,  indem  wir  die  verschiedenen  Vorzeichen 
auf  Bechnung  der  Coefficienten  schreiben.  Denken  wir  uns  alle  posi- 
tiven Glieder  zu  einer  Beihe  zusammengefasst  und  ebenso  alle  nega- 
tiven. Glieder,  so  erscheint  f(x)  als  Differenz  zweier  Beihen,  deren 
jede  für  sich  nur  positive  Glieder  besitzt.  Diese  Beihen  convergiren 
zufolge  der  anfanglichen  Voraussetzung,  und  daher  sind  ihre  Summen 
bestimmte  endliche  Functionen  von  aj,  die  wir  mit  fi(x)  \mdfi(x) 
bezeichnen  wollen,  so  dass 

f(x)=Mx)-Mx). 

Für  die  Beihe  4)  gilt  Dasselbe  und  es  sei  ffi  (x)  die  Summe 
aller  positiven,  g}Q(x)  die  Summe  aller  negativen  Glieder,  mithin 

(p(x)  =  q>i(x)  —  q>9(x). 
Aus  dem  vorigen  Satze  folgt  nun 

mithin 

also  ist  auch  hier 

9(^)=/'(aj)-       ^ 
Wir  haben  jetzt  folgendes  Theorem : 

Wenn  die  Gleichung 

f(x)  =  «0  4-  «1  «^  +  ö«  ^^  +  ^  ^''  +  •  •  •  • 
für  alle  zwischen  —  A  und  -|-  X  enthaltenen  x  gilt,  so 
ist  unter  derselben  Bedingung 

f(x)  =  loi  +  2  02  X  -^  Sag  x^  +     '  -  •  ; 

diese  Gleichung  besteht  auch  noch  an  den  Grenzen 
der  ConvergensE  (für  a?  =  +  A),  wenn  in  diesen  Fällen 
beide  Beihen  convergiren. 

IT.  Die  vorigen  Betrachtungen  sind  leicht  auf  den  aUgemeinen 
Fall  auszudehnen,  wo  die  einzelnen  Glieder  der  ursprünglichen  Keihe 
irgend  welche  Functionen  von  x  bilden. 

Es  sei  nämlich  die  ursprüngliche  Beihe 

8)  fix)  =  i^ix,  0)  +  t(x,  1)  +  *(a?,  2)  + 

convergent  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  und  jedes  ihrer  Glie- 
der eine  stetige  Function  von  x\  femer  convergire  auch  die  Beihe 
der  Differentialquotienten 

9)  q>(x)  =  *'(aj,  0)  +  *'(a;,  1)  +  ^'(a?,  2)  + 

von   denen  jeder    einzelne    gleichfalls   continuirlich    bleiben    möge, 
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wenigstens  innerhalb  des  Convergenzinteryalles.  Wählt  man  jetzt 
h  so  klein,  dass  x-^h  die  Grenzen  der  Convergenz  nicht  überschrei- 
tet, 80  erh&lt  man 

10)  /(^  +  fe)-/(^) 

=  i/(x  +  ^oKO)  +  ♦'(ä  +  ^iÄ,  1)  +  t'(^  +  »ih,2)  H . 

imd  hier  mag  zunächst  der  Fall  betrachtet  werden,  wo  alle  Glieder 
gleiche  Vorzeichen  besitzen. 

Ist  nun  irgend  eine  einzelne  Function  ^(is)  und  ein  indivi- 
dnellerWerth  von  jer,  etwa  5  =  0;,  g^eben,  so  lasst  sich  h  immer  so 
klein  wählen,  daas  die  Function  V(ßf)  innerhalb  des  Intervalles 
g  z=z  X  bis  s  =  X  '\'  h  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt; 
man  wird  daher  in  den  meisten  Fällen*)  h  so  klein  nehmen  können, 
dass  jede  der  Functionen 

*'(«,  0),     t'(x,l),    1^(05,2), 

von  X  bis  o;  -f*  ^  ^^^  wächst  oder  nur  abnimmt.  Dies  vorausgesetzt, 
ist  unmittelbar  einleuchtend,  dass  die  Summe  der  in  Nro.  10)  vor- 
kommenden Reihe  zwischen 

♦'(«,  0)  +  i^ix,  1)  +  ♦*(«,  2)  H =  tp(x) 

und 

^(«4-  Ä,  0)  +  i^(x  +  h,  1)  +  ♦'(a;+  Ä,  2)  +  . . .  =  <p(x-\-h) 

enthalten  sein  muss;  es  gilt  folglich  die  Ungleichung 

q>{x)  ^ ^  g>{x  +  Ä), 

worin  sich  die  oberen  Zeichen  auf  wachsende,  die  unteren  auf  ab- 
nehmende ip  beziehen.  Durch  üebergang  zur  Grenze  für  verschwin- 
dende h  wird  die  vorige  Ungleichung  zur  Gleichung 

ip(x)=f(x)i 

in  diesem  Falle  ist  also  die  Differentiation  der  Gleichung  8)  erlaubt. 
Dasselbe  gilt,  wenn  h  so  klein  gewählt  werden  kann,  dass  von  einer 
bestinimten  unveränderlichen  Stelle  ab  die  Functionen 

ilf'(x,fn)j    ^(rc,  i»+l),    ^(o?,  m4- 2),  •  •  •  • 

entweder  nur  wachsen  oder  abnehmen;  denn  man  würde  dann  die 
Reihe  10)  zerlegen  in 

<f'(a?  +  a'oÄ,0)  +  *'(a?  +  ^iÄ,l)  +  .-.  +  *'(«  +  ^«-iÄ,m-l) 

+  #^'(a?  +  ^«Ä,i»)  +  *'(Ä  +  a',+iÄ,m+l)  + 

und  Jeden  Theil  besonders  behandeln. 


*)  Aasnahmefalle  sind  in  der  Thafc  möglich,  wie  nachher  gezeigt 
werden  solL 

13* 
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Durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  im  Abschnitte  I.  läset  sich 
der  gefundene  Satz  ^uch  auf  den  Fall  ausdehnen,  wo  die  Reihe  10) 
positive  und  negative  •  Glieder  besitzt ;  die  Aufstellung  eines  allge- 
meinen Theorems  mag  aber  unterbleiben,  weil  dieses  an  so  viele  Be- 
dingungen geknüpft  ist,  dass  es  eine  unförmliche  und  unbequeme 
Gestalt  erhalten  würde. 

Noch  wollen  wir  mit  wenigen  Worten  des  Ausnahmefalles  ge- 
denken.    Ist  z.  B.  a?  ^  1  und 

ihfx,  n)  =  ( — ' — ^)a;2«+i 

^(x,  n)  =  (l-.a?)a;2», 

so  kann  man  zwar  für  x  <i  1  dem  h  einen  solchen  Werth  geben, 
dass  i\>'{x^  rri)^  ^'(ir,  w  +  1)  etc.  zwischen  x  und  x  -{-  h  nur  wach- 
sen oder  nur  abnehmen,  für  x  ■=  \  und  ein  negatives  h  =  —  d  ist 
dies  aber  nicht  mehr  möglich.     Die  Function  il>\x^  n)  erreicht  näm- 

2  fi 

lieh  für  o;  = r-r  ihr  Maximum ;  man  mag  nim  8  so  klein  wäh- 

2n-^  1  '  * 

len  wie  man  will,  so  würde  es  doch  immer  Reihenglieder  geben,  für 

welche 

'-'<57TT<' 

ist  oder  deren  Maxima  zwischen  1  —  8  und  1  eintreten,  die  also 
innerhalb  dieses  Intervalles  zu-  und  abnehmen.  Die  Reihe  der  Diffe- 
rentialquotienten ist  daher  bei  diesem  Beispiele  zwar  für  x<^\^  aber 
nicht  für  a?  =  1  giltig. 

III.  Das  bequemste  Verfahren,  um  über  die  Anwendbarkeit  der 
gewöhnlichen  Differentiationsregel  zu  entscheiden,  besteht  darin,  dass 
man  noch  die  zweiten  Differentialquotienten  der  ReihengHeder  be- 
rücksichtigt, indem  man  von  dem  Satze*) 

Gebrauch  macht.     Lässt  man  nämlich  in  der  Gleichung 

11)  fix)  =  *(a?,  0)  +  *(a?,  1)  +  ^(x,2)  + 

X  um  h  wachsen,  ohne  das  Convergenziatervall  zu  überschreiten,  so 
erhält  man  nach  dem  erwähnten  Satze 


*)  Dieser  ist  ein  spccieller  Fall  der  Formel  18)  in  §.  18  und  folget 
aus  letzterer  für  f  =  ^,  a  ^=  x,  n  =  2. 
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12)  /(a;  +  h)-  /(x) 


•    •    •    • 


=  i^'(x,  0)  +  ^'(x,  1)  +  t'(x,  2)  +  *'(a^,  3)  + 

Hier  ist  einfach  zu  untersuchen,  in  wie  weit  die  Reihe 

i^"(x  +  »oh,  0)  4-  ^"(x  +  »ih,  1)  +  ^"(aJ  +  a-aÄ,  2)  +  •  • 
convergirt;  so  lange  sie  diese  Eigenschaft  hesitzt,  so  lange  ist  ihre 
Summe  eine  endliche  Grösse,  etwa  ^(x,  h)j  und  wenn  sie  dies  auch 
für  Ä  =  0  Weiht,  so  wird 

Lim[hW(x,  h)]  =  0, 
mithin  nach  Nro.  12) 

13)  f(x)  =  ^'(o?,  0)  +  i>'(x,  1)  +  n^'(x,  2)  H 

Als  Beispiel  diene  folgender  Fall.     Es  sei  x  ein  achter  Bruch 
i^(j?,  0)  =  0  und 


^(x,  n)  =  —  l[i—.^J  =  Unl 


nach  §.37  (Formel  4)  convergirt  dann  die  Beihe  Wi  4"  ^  +  etc. 
Setzen  wir  daher 

14)/(x)  =  -j(l-^)-j(l-|.)-z(l-|i) 

SO  folgt 

15)  j^ 

2a;       ,        2a;        ,        2a;       , 

+  t:^ — z;  +  si — zi  + 


+  »!r^ 


12 _ 2-2    ■    22  — a;«    '    32— ic» 
V  +  (x-\-»ih)^  2^ -\- (X  +  »,h)^ 

(X  +  d'ihyy   "*"    [22  —(X  +  '9'2Ä)2]2   "^ 


wobei  h  so  klein  gewählt  werden  muss,  dass  auch  x  -{-  h  ein  ächter 
Bruch,  ist.  Die  Summe  der  letzten  Beihe  wird  zu  gross,  wenn  man 
statt  x  -^  d'ih,  X  -{-  d'sh  etc.  die  grössere  Einheit  setzt,  es  ist  daher 


*^a'.»;^|-l_^^^_^^j)gp  -r  (2«_i)»  ^  (3»— 1)«  ^ 


hier  convergirt  die  von  x  unabhängige  Reihe  und  hat  eine  numeri- 
sche Summe  S,  mithin  ist 

0  <hV(lC,  Ä)  <     ^i_(^^^^;^),],     +  ÄS 

und 

IAm[hW(x,  Ä)]  =  0. 
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Die  Gleichung  15)  liefert  nun 

. .  V  ^x  2x  2x 

•'  ^'*'^        12— rp2  ~  2«— aj2  7    32  — a;2    ' 

und  daraus  erhellt,  dass  im  vorliegenden  Falle  die  Differentiation 
der  Gleichung  14)  erlaubt  ist. 

§.43. 
Die  unendlichen  Doppelreihen, 

Unter  einer  Doppelreihe  oder  einer  Beihe  mit  doppeltem  Ein- 
gange versteht  man  ein  Aggregat  von  folgender  Form: 

1)  \  +  ^i    +  \   +  \    + 

+  u]+u\   -\-ul   +ul    + 

+  u^  +  u^  +  u^  +  u^  + 

+ , 

das  allgememe  Glied  derselben  wird  durch  t.^'  dargestellt,  wo  m  und 

n  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Man  kann  sich  die  obige  unend- 
liche Doppelreihe  dadurch  entstanden  denken,  dass  man  in  der  end- 
lichen, aus  mn  Gliedern  bestehenden  Doppelreihe 

2)  Wo    +  Wi    +-  «*a    + +  Un^i 

+  u]   +  u\   +  u[   H +  u\_^ 

+  t*^  +  <  +  <+••••  +  <_i 
+ 

die  Zahlen  m  und  n  gleichzeitig  in*s  Unendliche  wachsen  lässt;  be- 
zeichnet daher  £r  die  Summe  der  endlichen  Doppelreihe  2),  so 
muss  man  unter  der  Summe  der  unendlichen  Doppelreihe  1)  den 
Grenzwerth  verstehen,  welchem  sich  ^^^  bei  gleichzeitig   unend- 

lieh  werdenden  m  und  n  nähert.  Im  Fall  dieser  Grenzwerth  ezi- 
stirt  und  von  endlicher  Grösse  ist,  heisst  die  unendliche  Doppelreihe 
convergent,  ausserdem  divergent. 

I.    Setzen  wir  zimächst  voraus,  dass  die  unendliche  Doppelreihe 
nur  positive  Glieder  besitze  und  8  zur  Summe  habe,  so  ist 
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8) 


»J-  «<■»    "  4-  .  . 

-'>J_  «<'»+W  4-  .  . 

+  "»  +  1     + 

•        •       • 

ond  da,  der  YoraussetzuDg  zufolge,  S^^  bei  gleichzeitig  in's  Unend- 
liche wachsenden  m  und  n  der  Grenze  S  zustrebt,  so  kann  die  linke 
Seite  der  vorstehenden  Gleichung,  mithin  auch  die  Summe  aller  rechts 
Terzeichneten  Grössen  kleiner  als  jede  angebbare  Grösse  gemacht 
werden,  wenn  man  m  und  n  gross  genug  wählt.  Wegen  des  positi- 
ven Vorzeichens  aller  Glieder  kommt  dieselbe  Eigenschaft  auch  fol- 
genden Grössen  zu: 


+  u^        +  w^         +  w^  -4- 


Xm—l)   ,     ^Xm— 1)   I        (m—1) 


p<-'=„<»)     +„^     +....  +  „^2, 
+  »<■"+»+«<•»+"+ +«<"+« 

'         0  1  »»~1 

+ 

+ , 

denn  68  besteht  jede  dieser  Summen  aus  weniger  Gliedern,  als  auf 
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der  rechten  Seite  von  Nro.  3)  yerzeichnet  sind*).     Die  nunmehrige 
Gleichung 

gestattet  eine  doppelte  Schreibweise;  man  kann  erstens  dafür  setzen 

und  hier  steht  auf  der  rechten  Seite  die  Summe  der  m  ersten  Hori- 
zontalreihen aus  Nro.  1).    Bezeichnen  wir  nämlich,  wie  folgt, 


8  =  u  -^  u  -^  u    + 


'in  inf. 


0   ■      1   ■      s 

si  =  w^  +  tt^  +  «'  + 

u.  B.  w. 

wo  8,  8  f  s    etc.  selbstverständlich  endliche  Grössen  sind,  so  hat  man 
statt  der  Gleichung  5) 

—   Q       —   (J^     ==  fi   +  S     +  8    +   •  •  •    +    S* 

Bei  unendlich  wachsenden  m  und  n  wird  hieraus,  weil  dann  q^^^  und 
0n     S^S^^  die  Null  convergiren, 

6)  S  =  s  +  s^  +  s^  +  s™  H 

Ferner  kann  man  statt  der  Gleichung  4)  schreiben 


♦)  Die  Bedeutung  von  p^,  ^^""^  und  ö^*^  wird  durch  folgendes  SchemH 
vollkommen  anschaulich:  * 


s<-> 

p. 

p<-) 

n 
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nnd  hier  enthält  die  rechte  Seite  die  n  ersten  Yerticalcolonnen  ans 
Nro.  1).     Für 

s  =  u  A-  u^  4-  u^  4-  •  '  '  '  in  inf  . 

0              0     '         0     '         0     ' 
8  =  U    +  w'  +  W°  4- 

1         1   '      1   '      1    ' 

U.   8.  W. 

ist  nämlich 

^n  n  0  12  *• — * 

und  hieraus  wird  bei  unendlich  wachsenden  m  und  n 

7)  s  =  8o  +  Si   +  8-2  +  Ss  +  "  '     ' 

Die  Gleichungen  6)  und  7)  geben  zusammengenommen  folgen- 
den Satz: 

Wenn  eine  nur  positive  Glieder  enthaltende  Doppel- 
reihe convergirt,  so  kann  man  sie  sich  ebensowohl 
aus  einzelnen  Horizontalreihen  als  aus  Yertical- 
colonnen zusammengesetzt  denken;  die  so  gebildeten 
Reihen  convergiren  und  haben  dieselbe  Summe. 

II.  Bei  der  vorigen  Betrachtung  wurde  angenommen,  dass  die 
Convergenz  der  Doppelreihe  bekannt  sei,  und  hieraus  die  Conver- 
genz  der  einfachen  Reihen  hergeleitet,  welche  entstehen,  wenn  man 
die  Summen  der  Horizontalreihen  oder  der  Yerticalreihen  als  Glie- 
der neuer  Reihen  (6  und  7)  betrachtet;  es  fragt  sich  nun,  ob  diese 
Schlüsse  umgekehrt  gelten. 

Die  Glieder  der  gegebenen  Doppelreihe  denken  wir  uns  zunächst 
anf  ihre  absoluten  Werthe  reducirt  und  bezeichnen  letztere  wieder 

mit  u  .  u    etc.  u  ,  u  etc.    Femer  setzen  wir  voraus,  dass  die  Reihe 
o'     1  o'     1  ' 

der  Horizontalsummen  s,  ^,  8^  etc.  convergire  und  S  zur  Summe 
habe;  es  ist  dann 

Zieht  man  hiervon  die  Summe  der  tn  ersten  Glieder  ab,  die  mit 
S^*"^  bezeichnet  werden  möge,  so  bleibt 

S  —  gC»»)  =  s<»»)  -f  s<"»+i)  -f-  s(»»+2)  -|-  .  . .  • 

Für  hinreichend  grosse  m  kann  die  linke  Seite  kleiner  als  jede 
angebbare  Zahl  gemacht  werden  (wegen  S  =  Lim  8^"^^) ',  von  der 
rechten  Seite  gilt  dasselbe,  und  wenn  daher  6  irgend  eine  willkühr- 
liche  Zahl  bezeichnet,  so  kann  m  immer  so  gross  gewählt  werden, 
daaa 
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8)  «<""      +  8<'"+^'  -I-  8f'»+*>  4- 

=  „(|»)      +  „^'      +«(•»>      + 

'      0  '      1  '      a  ' 


+ 


'         0  '         1  '2 


weniger  als  \s  beträgt.  Andererseits  sind  s,  s^,  S^  etc.,  der  Voraus- 
setzung nach,  endliche  Grössen,  mithin  convergiren  die  gleichg^lten- 
den  Horizontalreihen,  z.  B. 

Jm) -.(m)    1^      (m)    i        (m)    _i 

8     =  u     -r  u     -f-  u^     -1-  •  .  .  . 
0      '      1      '      a       ' 

Zieht  man  hiervon  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  ab,  so  bleibt 

-,(m)  j^      (m)     _i        (m)      j^ 

und  durch  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin  überzeugt  man  sich  leicht, 
dass  diese  Summe  kleiner  als  jede  angebbare  Zahl,  also  auch  <Z  -z —  « 
gemacht  werden  kann,  wenn  n  wächst.     Die  Summe  der  m  Reihen 

«„     +  «.+1  + ««+»  +  — 

lässt  sich  daher  unter  \£  herabbringen.  Vereinigen  wir  diese  w  Rei- 
hen mit  denen  in  Nro.  8),  so  gelangen  wir  zu  dem  Resultate,  dass 
die  Summe  der  Glieder 

«*«        +  ^n+i    H 

+  «*i        +<+i     +•••• 

+  .,(m— 1)    I       (m— 1)     1^ 


^_  „('»+»+„('»+«  + 

'         0  '         1  ' 

+ 

kleiner  als  £  gemacht  werden  kann,  also  jedenfalls  eine  endliche 
Grösse  ist  Durch  Hinzufugung  der  in  ^^^  enthaltenen  Glieder  ent- 
steht jetzt  eine  Doppelreihe  mit  gleichfalls  endlicher  Summe.  Unter 
Rücksicht  auf  Nro.  I.  giebt  dies  folgenden  Satz : 


•   • 


•  •  •  • 
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Wenn  die  absoluten  Werthe  der  Glieder  einer  unend- 
lichen Doppelreihe,  in  Horizontalreihen  gruppirt, 
lauter  convergente  Beihen.geben  und  wenn  die  Reihe 
der  Horizontalsummen  wiederum  convergirt,  so  ist 
auch  die  Doppelreihe  convergent  und  es  bleibt  dann 
gleichgiltig,  ob  man  die  Glieder  in  horizontaler  oder 
in  verticaler  Richtung  vereinigt. 

Dass  dieser  Satz  zu  gelten  aufhört,  wenn  die  absoluten  Werthe 
der  Reihenglieder  nicht  mehr  convergente  Reihen  Hefem,  mag  fol- 
gendes lehrreiche  Beispiel  zeigen.     Die  unendliche  Doppelreihe  sei 

JO-D  -I(i-D  +J(i-D  -i(i-i)  +1(1-1) 

+  1(1  — J)«-|(i-D«  +  |(i-i)»-ni-^'+l(i-i)*- 
+  J(i  — ö»-Ki-D»  +  Ki-i)*-Ki-D»+Ki-»'- 
+ 

worin  je  zwei  in  derselben  Horizontalreihe  stehende  Glieder  sich  auf- 
heben ;  die  Reihe  der  Horizontalsummen  ist  hier 

8  +  t^  +sn  +s™H 

=  1(1  ~D  +  J(i  -D*  +  1(1  -D'  + 

1 

1  g LI. 

-fYllj-  +  * 

Für  die  Reihe  der  Yerticalsummen  findet  man 

bier  ist  bei  Addition  einer  ungeraden  (2  k  —  1)  Anzahl  von  Gliedern 

S24-1  =  +  }    nnd     Lim  Sit -1  =  +  J, 

dagegen  bei  Zusammen£usung  von  2  k  —  2  Gliedern 

k 
&»-«  =  j  — r  rjTT»  ^^^  Sji-s  =  \  —  1  =  —  ff 

worauB  erhellt,  dass  die  Beike  der  Yerticalsnnimen  nicht  convergirt, 
sondern  zwischen  •\-  \  und  —  |  hin  und  her  oscilHrt 

Das  für  den  ersten  Augenblick  befiremdliche  Resultat,  daM  die 
betrachtete  Doppelreihe  bei  der  einen  Anordnung  eine  bestimmte 
Summe  liefert  und  bei  der  anderen  unbestimmt  wird ,  erklärt  sich 

sehr  einfach,  wenn  man  erst  die  Summe  £r     an&ucht.     Man  findet 

^  =  ,_<B..._(._i) +  (._!)- 

and  um  hienuu  die  Summe  der  unendlichen  Doppelreihe  abzuleiten 
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muss  man  m  und  n  gleichzeitig  in's  Unendliche  wachsen  lassen;  dies 
giebt 

s=i — 1 + xiwii^iwirri— —  j  ^  j  • 

Denkt  man  sich  in  dem  letzten  Ausdrucke  erst  m  als  constant 
und  vergrössert  n  in's  Unendliche,  so  hat  man 

Zimlfl ]         ==  1,  mithin l^'wilvimlfl )        1  =  li 

undS=  +  5- 

Lässt  man  dagegen  zuerst  n  constant  und  m  in's  UnendHche 
wachsen,  so  ergiebt  sich 

Z/imlfl ]        \==0,  miihm Lim Idmlll j        1=^ 

und  S  =  —  J- 

Man  könnte  aber  auch  m  und  n  gleichzeitig,  in  irgend  einen 
Yerhältnisse  zu  einander,  unendlich  vermehren;  setzt  man  z.  B. 
m  -\-  1  =^  hn,  wo  h  eine  constante  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  so 
wird 


LimUm  [(l^iy^']  =  Xf^[(l-^)'"]  = 


6-r 


S  =  -  §  +  e  *, 
Man  sieht  aus  diesen  Erörterungen,   dass  (1 )  bei 

gleichzeitig  unendlich  wachsenden  m  und  n  sich  keiner  bestimm- 
ten Grenze  nähert ;  dasselbe  gilt  von  iS^"*^  und  daher  ist  die  betrach- 
tete Doppelreihe  divergent,  obschon- sowohl  die  Horizontalreihen  als 
auch  die  Beihe  der  Horizontalsummen  convergiren.  Dagegen  wür- 
den die  absoluten  Werthe  der  Reihenglieder  keine  convergirenden 
Beihen  liefern  (es  wäre  schon  s=oo)  und  eben  desshalb  besteht  das 
vorhin  ausgesprochene  Theorem  nicht  mehr. 

III.     Es  seien  Pund  Q  die  Summen  der  beiden  convergirenden 
Reihen 

Uo  +Wi  -f-W2  +«<8  +••••• 

«'O    +    t^l    +   «^2    +    ^8    +   •  •  •  •  , 

von  denen  wir  voraussetzen,  dass  sie  ihre  Convergenz  beibehalten, 
wenn  die  Reihenglieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reducirt  werden; 
in  der  Doppelreihe 
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UqVq  ■}-  UiVq  +  tC2VQ  4-  **3  «'o  +  ■ 

+  UqVi    +  UiVi    +  t<2«^l    +   • 

+  • 

conyergiren  nun  die  Horizontalreihen  und  haben  die  Summen 
auch  convergirt  die  Beihe  der  Horizontalsummen 

PVq    4-  PVi  .+  PV2    +  PVs    + 

=  P(Vo    +  Vi    +  t?2   +   ^8    +  •   •  •)  =  ^Q- 

Zufolge  des  in  11.  ausgesprochenen  Theoremes  convergirt  jetzt 
die  vorige  Doppelreihe  und  darf  nach  Verticalcolonnen  geordnet  wer- 
den, d.  h.  die  neue  Beihe 

UqVo    +  (uo^i  +  Wi  Vo)  +  («0  «^2  +  ^  t^i   +  «<2  %) 

+   (^0^3+      «*1  «^    +   %  «'l    +   %  t'o)    +   •  •  •  • 

ist  convergent  und  hat  PQ  zur  Summe.  Die  Betrachtung  der  Dop- 
pelreihen führt  demnach  auf  den  in  §.  41 ,  11.  entwickelten  Satz 
zurück. 


Cap.  VII. 

Die  Potenzenreihen» 

§.44. 
Die  Theoreme  von  Taylor  nnd  Mao  Lanrim 

Um  vorerst  zu  einer  Verallgemeinemng  des  in  §.  18  unter 
Nro.  17)  verzeichneten  Theoremes  zu  gelangen,  setzen  wir  ähnlich 
wie  dort 

1)  9'(«)=/(«)  +  ^/'(«)+^=^/' («)  +  ••• 

•••■'■l.2...(«-l/      ^"^ 

und  verstehen  unter  qp  (x)  die  unbekannte  Summe  der  rechts  stehen- 
den Reihe;  gleichzeitig  nehmen  wir  an,  dass  die  gegebene  Function 
/{x)  nebst  ihren  n  ersten  Differentialquotienten  endlich  und  stetig 
bleibe  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  a;=a  bis  x  =  b*  Durch 
Differentiation  ergiebt  sich 


^'^^^=iL.t-i/'"^'^^ 


und  da  unter  den  gemachten  Vorausetzungen  q>(x)  und  q>^(x)  von 
x  =  a  bis  o;  =  &  endlich  und  stetig  bleiben ,  so  kann  die  Formel  6) 
in  §.  8  oder  die  mit  ihr  identische 
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aogevendet  Verden,  in  weldier  ^(«)eme  wülkürKche,  Ton  #=a 
Ins  X'=h  endlieh  nnd  stetig  bleibende  Function  bedeutet,  deren 
DiiFerentialquotient  if'(x)  gleich&lls  endlich  und  stetig  bleiben  muss 
und  überdies  swischen  a  und  h  keinen  Vorseichenwechsel  erleiden 
darf.  Nach  Nro.  1)  ist  9  (5)  =/(&),  ferner  lässt  sich  ans  der  Formel 
fär  g>*(x)  der  Werth  von  q>'(a-\'^{h  —  a])  ableiten,  und  so  erh&lt 
man  aus  der  letzten  Gleichung  den  Werth  von  (pia).  Setzt  man 
auch  in  Nro.  1)  x  =  a  und  vergleicht  die  beiden  Ausdrücke  von 
9  (a),  so  hat  man  das  Resultat 

/(«)  +  ^/  («)  +  ^^  r(a) + •. .. 

^^'       V(o  +  #[6  — a])         1.2...(n— 1)     ^    ^  ^   ^      ^' 

Ffir  h  —  a  =  h  oder  lf  =  a-\-h  folgt  hieraus  der  sogenannte  Tay- 
lor'sche  Satz 

2)    /(a  +  Ä)-B.=/(a)+"^Ä+-^Ä»+.... 

^  1.2...(«— 1)         ' 
wobei  rar  Abkürzung 

*^^  ^~       ^'(a+'&Ä)       *  1.2... (n—1) 

gesetzt  worden  ist  Zur  Gülti^lHit  dieses  Satzes  gehört,  dass  f(z) 
/'(^)./'Wi--./^"^  W»  *W  lind  ^'(ät)  von  iP=:a  bis  e  =  a  +h 
stetige  und  endlich  bleiben  und  dass  ^'  (z)  innerhalb  dieses  Interval- 
les  sein  Vorzeichen  nicht  wechselt. 

Für  a=0  und  ^  =  0?  ergiebt   sich   das  Theorem  von  Mao 
Laarin,  nämlich 

/(.-i)(0) 
^   1.2...(»  — 1)  ' 

«>  H.  _»(«')- »(0)  (l-»>^»/W(»a;) 

°'  -^^      *'(*«)     '     1.2. ..(n—1)  • 

welches  aber  nur  gilt,  wenn /{e),/ {e),  /" (e)  ... /"' («),  t^ (;?)  nnd 
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^'(ii)  von  0  =  0  bis  e  =  x  stetig  und  endlich  bleiben  und  wenn 
^'  (ef)  innerhalb  dieses  Intervalles  keinen  Yorzeichenwechsel  erleidet. 
Da  der  genaue  Werth  des  positiven  echten  Bruches  0"  unbekannt 
ist,  so  lässt  sich  auch  der  genaue  Werth  des  sogenannten  Beste s 
Bn  nicht  genau  angeben,  sondern  nur  sein  Maximum  und  Minimnm. 
Sehr  häufig  aber  ist  bei  unendlich  wachsenden  n 

6)  lAm  Bn  =0 
und  dann  hat  man  aus  Nro.  5) 

7)  /(«)=/  (o)  +  t^x+^x'  + 


■  •  •  • 


d.  h.  die  Function  f(x)  lässt  sich  unter  allen  genannten  Bedingun- 
gen in  eine  nach  Potenzen  Yon  X  fortschreitende  Reihe  verwandeln. 
Dass  letztere  convergirt,  versteht  sich  von  selbst.  Ob  und  unter 
welchen  Umständen  Lim  Bn  =0  ist,  bedarf  in  jedem  Falle  einer 
besonderen  Untersuchung.  Diese  kann  man  sich  einerseits  dorcli 
passende  Wahl  der  beliebigen  Function  ^  (z)  erleichtem ,  anderer- 
seits kann  man  hierzu  folgenden  Satz  benutzen:  wenn  Un  einen  von 
n  abhängigen  Ausdruck  bedeutet,  und  wenn  ferner  bei  unendlich 
wachsenden  n 

'-l<Lim  !^<+  1 

Un 

ist,  so  ist  lAm  Un  =  0.  Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  folgt  augen- 
blicklich aus  der  Bemerkung,  dass  unter  der  gemachten  Voraussetzung 
die  unendliche  Reihe  Mi  -}-M3  +  %  +  ®^«  convergiren,  mithin  auch 
Lim  Un  =  0  sein  muss.  |^ 

Die  Formel  7)  zeigt,  wie  man  eine  Function  /  (a;)  unter  gewis- 
sen Bedingungen  in  eine  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  unend- 
liche Reihe  verwandeln  kann,  und  es  lässt  sich  erwarten,  dass  diese 
Umwandlung  nur  auf  eine  einzige  Art  möglich  sein  wird.  Die  letz- 
tere BemerkuDg  bedarf  indessen  einer  genaueren  Untersuchung;  wir 
wollen  daher  eine  Gleichung  von  der  Form 

8)  f(x)  =ao  +  ai  a5  4-  Ö2  ^^  +  <*3  ÄJ'  H —  •  • 

als  bestehend  voraussetzen  und  umgekehrt  fragen,  welche  Werthe 
dann  die  Goefficienten  Oo,  a^  a^  ^tc.  haben  müssen. 

Zum  Bestehen  der  Gleichung  8)  gehört  vor  Allem  die  Conver- 
genz  der  vorkommenden  Reihe;  der  absolute  Werth  von 

anX""  On 
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darf  mithin  die  Einheit  nicht  übersteigen,  folglich  mnss  lAm  -^ 

eine  endliche  Grösse  sein,  welche  a  heissen  möge;  die  Gonvergenz 
der  Reihe  findet  dann  sicher  statt,  wenn  der  absolute  Werth  von  a  x 
ein  echter  Bruch  ist  oder 

<ar<H 

a  a 

Bezeichnen  wir  den  absoluten  Werth  einer  Zahl  e  wieder  mit 
[f],  80  haben  wir  nach  der  gemachten  Voraussetzung 


^[^]=t«"<'' 


bei  hinreichend  grossen  n  muss  folglich  der  genannte  Quotient  klei- 
ner bleiben  als  ein  zwischen  \ax\  und  1  eingeschalteter  echter  Bruch 
{.  Derartige  Werthe  von  n  mögen  Ä;,  Ä;  -|-  1,  Ä;  -|-  2  etc.  sein;  nach 
einer  oft  gebrauchten  Schlussweise  findet  sich  dann 

[a*+i  ir*+i]  <  [a,  o:*]  «,     [a*+2 a;*+2]  <-  [a, 3*]b\.... 
mithin 

Zerlegen  wir  nun  die  Reihe  8)  wie  folgt  . 

/  (a:)  =  Co  +  «1  oj  +  Ö2  a;2  -| +  a^-l  jc*"^ 

80  beträgt  der  absolute  Werth  des  zweiten  Theiles  rechter  Hand 
weniger  als  der  vorhin  gefundene  Ausdruck,  und  daher  lässt  sich 
die  vorsiehende  Gleichung  durch  die  folgende  ersetzen 


9)       /(a;)  =  ao  4"  ötio?  -J-  ajÄ*  +  •••  +  a*_iir*-^  + 


worin  Q  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bezeichnet. 
FOr  o;  =  0  folgt  hieraus 

10)  /(0)  =  ao, 

womit  der  Werth  von  ^o  bestimmt  ist.  Subtrahirt  man  die  Glei- 
chung 10)  von  der  Gleichung  9)  und  dividirt  mit  x^  so  hat  man 
weiter 

SehlOmilch,  Analysis.  I.  14 
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=  Ol  +  02  «+••••  +  a^-i  ic*  *  H — , 

beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  x  nimmt  der  Qao- 
tient  linker  Hand  die  Form  §  an,  man  findet  aber  nach  der  Regel 
des  §.31 


..)  =^= 


Vermöge  der  Werthe  von  Oo  ^i^d  ai  hat  man  weiter  aus  Nro.  9) 

/'  (0) 

x^ 
=  o,  +  «aa?  H +  at-iÄ*-»  +  ^ -- 

1  —  B 

und  als  Grenzwerth  für  verschwindende  x 

^^^  -172— «>• 

Auf  gleiche  Weise  fortgehend,  erhält  man  für  irgend  einen 
Coefficienten  ami  wenn  h^  m  genommen  wird, 

^     /<'">(0) 
*"       1.2.3.,.»i" 

Demnach  lässt  sich  eine  gegebene  Function  f{x)  nur  auf  eine 
Weise  in  eine  unendliche  unbedingt  convergirende  Potenzenreihe 
verwandeln. 

Eine  Folge  dieses  Satzes  ist,  dass  eine  Gleichung  zwischen  zwei 
convergirenden  Potenzenreihen,  also  eine  Gleichung  von  der  Form 

ö^o  4"  ^i  ^  +  ^  ^*  "I"  ö^  ^'  +  •  •  • 
=  5o  +  2>i  a;  +  &2  ^^  +  ^3  a?^  H 

nur  bestehen  kann,  wenn  die  Coefficienten   gleicher  Potenzen   von  % 
identisch  sind,  nämlich  ao^&o>  ai=&x,  a2  =  &3  u.  s.  w. 
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§.  45. 
Der  binomische  Satz. 

Da  wir  die  Entwickelong  von  (1  -{-  x)f*  für  den  Fall  eines  gan- 
len  positiven  fi  bereits  in  §.  7  erledigt  haben,  so  setzen  wir  im  Fol-' 
genden  immer  voraus,  dass  f(  keine  ganze  positive  Zahl  sei.  Behufs 
der  Anwendung  des  Theoremes  von  Mac  L aurin  nehmen  wir  ferner 

/(a!)  =  (l+xy 

und  haben 

/C*)(a?)  =  ^(^-l)öi-2)...(fi~[Ä-l])(l+a:)^-* 

(1  +  xf-H' 

irobei  die  zweite  Form  far  fe  ]>  ft  dient,  welcher  Fall  früher  oder 
«päter  eintritt.  Sollen  nun  f{x\  f  (rc),  /"  {x)  etc.  endlich  und  stetig 
bleiben,  so  darf  der  Nenner  (1  +  ic)*~"^  nicht  verschwinden,  mithin 
ist,  wenn  man  von  a?  =  0  ausgeht,  x  auf  das  Intervall  —  1  bis  -|-  ® 
ta  beschränken,  so  dass 

—  1  <  a?  <  +  00 

lue  erste  Bedingung  der  Entwickelung  ist.  Nach  Nro.  4)  und  5)  in 
§•  44  und  für  i\>  {z)  =  a;^  —  {x  —  zY  wird ,  i)  >>  0  vorausgesetzt, 

1)  (;i+xy^Bn 

^1      ^      1.2  ^  1.2.3  ^ 

^  1.2.3...(n— 1) 

2)  j^^|it(ft~l)(^-2)...  (|^.~[n^l])    (1  ~ ^)n-p x^ 

1.2....(w— l).j>  (l+'^a;)»-^ 

Um  zu  erfahren,  unter  welchen  Umständen  der  Rest  bei  unend- 
ücb  wachsenden  n  gegen  die  Null  convergirt,  nehmen  wir  zuerst 
^ie  beliebige  positive  Zahl  p  =  1  und  ertheilen  dem  Bn  die  Form 

B„  =  (-l)-i/ia?(l  +  ^a;)^-^(l-f)  (l-|)--- 

'     V        n— 1/  \l  +  'ö-a?y 
Da  Ä  zwischen  —  1  und  +  oo  liegt,  so  ist  1  -{-  O"«  jedenfalls 

14* 
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positiv,  mithin  fia5(l  + 'Ö'a?)^  ^  eine  endliche  Grösse;  daher  fragt 
sich  nur  noch,  ob  alle  übrigen  Factoren  zusammen  ein  Product  geben, 
welches  bei  unendlich  wachsenden  n  der  Grenze  Null  zustrebt 
Nennen  wir  |  den  absoluten  Werth  von  x,  so  ist  für  positive  o;,  d.  L 
für  a:  =  I, 

l  +  d'X         1+^1^  ^' 
und  bei  negativen  a; ,  d.  h.  für  o?  =  —  J,  wobei  |  ein  echter  Bruch 
sein  muss, 

X--»x  ^  ;^2l±ll=  -_  Izifi. 

der  absolute  Werth  des  letzten  Bruches  beträgt  weniger  als  |,  mi^ 
hin  ist  in  jedem  Falle 


Li  +  ^xl  ^  ^' 


+  ^x. 

wofern  nur  x  zwischen  —  1  und  -{-  00  liegt.  Aus  den  bisherigen 
Schlüssen  geht  hervor,  dass  LimEn=  0  wird,  sobald  der  Ausdruck 

«■=(-f)(>-f)--('-Ä)«- 

bei  unendlich  wachsenden  n  die  Null  zur  Grenze  hat.     Da  nun 

r*»^  =  x».[(.-f)|]  =  | 

ist,  so  findet  die  letztere  Bedingung  in  dem  Falle  |  <i  1  sicher  statt, 
während  dagegen  f ür  |  ^  1  sowohl  Lim  Un  als  LimRn  unendlich 
werden  würden.  Aus  der  Gleichung  1)  folgt  jetzt  durch  Uebergang 
zur  Grenze  fiir  n  =  oo 

-  1  <  rc  <  +  1. 

Die  beiden  extremen  Fälle  a;  =  +  1  und  x  =  —  1  bedürfen 
noch  einer  speciellen  Untersuchung.  Für  x  =  -\-  1  haben  wir  aus 
Nro.  2),  indem  wir  die  beliebige  Zahl  p  durch  n  ersetzen. 

Der  erste  Factor  ist  immer  von  endlicher  Grösse;  der  letzte 
Factor  liegt  zwischen  0  und  1 ,  doch  darf  man  hieraus  nicht  schlies- 
sen,  dass 
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^■'»  [(tt*)"] = ' 

sein  müsse,  weil  d"  auf  unbekannte  Weise  von  n  abhängt*);  das  Ver- 
schwinden von  Bn  findet  daher  nnr  in  dem  Falle  sicher  statt,  wo 
der  zweite  Factor  gegen  die  Null  convergirt  Um  hierüber  artheilen 
n  können ,  unterscheiden  wir  die  Fälle  eines  positiven  und  eines 
negativen  fL  Bei  positiven  fi  giebt  es  immer  zwei  aufeinander  fol- 
gende ganze  positive  Zahlen  h  —  1  und  k,  zwischen  denen  fi  ent- 
halten ist;  dem  entsprechend  kann  folgende  Zerlegung  vorgenommen 
Verden 

11(11  — 1)  (11-2)  .  .  .  (ft-[n-  1])^ 

^     ^  1.2...*  *     (ÄJ+1)  (A;  +  2)...(Ä;  +  n--Ä:) 

Der  erste  Bruch  rechter  Hand  besitzt  einen  unveränderlichen 
Werth;  der  zweite  Bruch  ist  von  der  Form 

a(a  +  1)  (a  +  2) (a  -}-  m—  1)* 

a=Ä;  +  l,     /5  =  Ä  —  fi,     m  =  n  —  k 
Dnd  hat  nach  §.36  die  Null  zur  Grenze,  weil  hier  a  ^  ß  ist.     Für 
jedes  endliche  positive  fi  gilt  daher  die  Gleichung 
5)  ^.^f»(f*-l)0^-2)...0.-[n-l3)^^ 

Wenn  zwätens  ft  negativ  etwa  fi  ^  —  A  ist,  «o  wird 

H(H—l}(lt  —  2)...(ti  —  [n—lJ) 


=  (-!)• 


1(1  +  1)  (i +  2)  ..  .  (A+n  — 1) 


X.^«0»...««91' 

QBd  nach  dem  vorhin  erwähnten  Satze  convergirt  der  Bruch  rechter 
Band  gegen  die  Null,  wenn  ll>il,  d.h.  —  l^  —  l  oder  —  1  <  f* 
isi  Die  Formel  5)  gilt  daher  unter  der  Bedingung  —  1  <;[  fi<^  -|-  od, 
und  dann  hat  man  auch  LhnBu  =■  0. 

Im  zweiten  Hauptüalle  o;  =  —  1  giebt  die  Formel  2) 

«)  J4.  =  (-  i)-*»(^-/)0*-2);-»-[«-l3)(i  _^y-,. 

^      '  1.2 (n— l).i>  ^  ' 


*)  So  würde  z.  B«  lor  ^  =  —  der  obige  Grenzwertb  nicbi  =  0  son- 
dern =  —  werden. 
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"Wir  betrachten  hier  zuerst  den  Fall,  wo  f*  negativ  =  —  l\&\ 
und  nehmen  dann  p  =  1-,  die  rechte  Seite  der  Gleichung 

n    _(A  +  l)(A  +  2)...(A+w-l)  l 

"  ""  1.2 (n-  1)  ■  (i_a)i+i 

besteht  jetzt  aus  zwei  Factoren,  von  denen  der  erste  in's  Unendliche 
wächst,  während  der  zweite  jedenfalls  mehr  als  A  beträgt;  demnacli 
wird  Lim  jß„  =  oo .  Ist  dagegen  fi  positiv ,  so  kann  man  p  =pi 
nehmen  und  erhält  aus  Nro.  6) 

7)  Bn  -  (-^  1) 1.2 (n-1) ^' 

mithin  nach  Nro.  1) 

^       ^  1.2 (n—l) 

^  jt         fi(ft— 1)  _  (i(fi  —  1)  (ft  —  2) 

l"*"      1.2  1.2.3  "^ 

^  ^       ^  1.2 (n— 1) 

Dieses  Resultat  bestätigt  sich  auch  durch  die  identische  Glei- 
chung (§.  36) 

ß(ß+l)(ß  +  2)...,(ß  +  m^l) 
«(«  +  1)  («  +  2)  .  .  .  .  (a  +  w  —  1) 

_  1  .  Lz^  4.  (ß-^^ß  .  (ß-<^)ßiß  +  i)  . 

"^      a      "^  «(«  +  1)  "^  a(a  +  1)  (a  +  2)  "^ 
(|3--«)/3(/3  +  l).    ..(ß  +  m-^2) 

"*"  «(«  -f  1)  (a  +  2) (a  +  m—l)' 

welche  fära  =  l,/3=l  —  ^,w  =  w  —  1  Dasselbe  giebt.  Durch 
die  Schlüsse,  womit  die  Gleichung  5)  erreicht  wurde,  überzeugt  man 
sich  ohne  Mühe,  dass  auch  hier 

Lim  (f^rl)»--^)--'(^-[^-^])  =  0 
1.2 (w  —  1) 

mithin  LimJRn  =  0  ist.     Alles  Bisherige  führt  zusammengenommen 

zu  folgendem  Theoreme: 

Die  binomische  Entwickelung 

(1  +  ^)^ 

=  1  +  £ ^  +  fiöizii) ^2  .  fi(^-i)(ft-2) 

^1^      1.2,^  1.2.3  ^ 

gilt  für  jedes  endliche  ft,  wenn  der  absolute  Werti 
von  X  ein  echter  Bruch  ist;  im  Falle  x  =  -{-  It  m^ss 
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dagegen  ft  zwischen  —  1    und   -|-  oo    liegen,    und    im 
Falle  X  =  —  1  darf  fi  nur  positiv  sein. 

Häufig  vorkommende  specielle  Fälle  dieses  allgemeinen  Binomial- 
theorems  sind: 

^^      (j7:p^=  1  -  2aj  +  3a?3-  4a?3  +  .-..., 

-  1  <fl;<  +  1; 

Qx     1  ,         1       ,    1.3    ,       1.3.5   3    , 

9)        ,  =1 X  A x^ x^  + , 

^      YT+lc  2      ^2.4  2.4.6       ^ 

-  l<x^+  1; 

;  -r*  T-  2         2    4  ^  2.4  6 

-  1  <a?<  +  1; 

ans  der  letzten  Gleichung  erhält  man  noch  durch  Anwendung  einer 
bekannten  Formel 


11)      Y'-^^'=i{]rrrx-vr^x) 

x^        US^  x^        1.3.5.7  x^ 

~  2  "^2.4   6  "'"2.4.6.8IO"'" ' 

—  1  <  a;  <  +  1. 

Handelt  es  sich  um  die  Entwickelung  der  ftten  Potenz  einer 
zweitheiligen  Grösse,  so  nenne  man  a  denjenigen  Theil,  dessen  ahso- 
later  Werth  der  grössere  ist,  und  J)  den  ührigen  Theil;  es  ist  dann 

12)  (a  +  »'♦  =  af'fl  +  ^Y 

Diese  Formel  lässt  sich  u.  A.  zur  Ausziehung  der  Wurzeln  helie- 
big  hoher  Grade  anwenden;  so  ist  z.  B. 


f  132  =  fl2?TV  =  y  125(1  +  ^) 
\     '^    3     125         3.6\125/    "'"3,6.9X125/  I' 
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l?^=f-81— 5  =  ^/81(1-^) 

\         4     81        4.8  \SlJ        4.8.12\81/ 
Das  hierbei  befolgte  Princip  wird  man  leicht  erkennen. 


§.  46. 
Die  logarithmiBchen  Reihen  und  die  Exponentialreihen. 

I.     Die  Annahme 

/(x)  =  l(l+x) 
giebt  ztmächBt 

_  (-1)*-U.2.3...(fe-1) 

/    w—  (i  +  xy 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  f(x),  f  (x),  /"  (x)  etc.  endlich  und  stetig 
bleiben  so  lange  x  zwischen  —  1  und  -j-  00  liegt,  unter  dieser  Vo^ 
anssetzung  und  fttr  i>(e)=i^  — (x  —  «y  führt  das  Theorem  von 
Mac  Laurin  zu  folgender  Gleichung 

1)  lil+x)-B^ 

=  \x-\x^  +  \x» +  tzi^a,,-!. 

Für  p  =  1  erhält  der  Rest  die  einfachere  Form 

wegen  —  l  <^  x  <^  -\-  <x>    ist  1  -\-  d'x  positiv,    mithin  der  erste 

Bruch  jederzeit  von  endlicher  Grösse;   femer  gilt  wie  im  vorigen 

X  — ^x 
Paragraphen  die  Bemerkung,   dass  der  absolute  Werth  von         ^ 

weniger  beträgt  als  der  absolute  Werth  von  a?.  Der  Rest  convergirt 
daher  gegen  die  Null,  wenn  der  absolute  Werth  von  x  ein  echter 
Bruch  ist;  bei  dieser  Voraussetzung  folgt  aus  Nro.  1) 

2)  l(l+x)  =  x  --Ix^  +  lx^  ^\x^  -\ , 

—  1  <  a?  <  +  1. 
Die  extremen  Fälle  a?  =  +  1   und  x  =  —  1  verlangen  eine 
besondere  Untersuchung.    Für  aj  =  -f  1  ergiebt  sich,  wenn  j?  =  « 
genommen  wird, 
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mithin  bei  nnendlich  wachsenden  n 

LimBn  =  0. 
Für  X  =  —  1  und  j?  =  n  wird 


n(l  — '^)«' 

hier  wächst  zwar  der  erste  Factor  des  Nenners  in's  Unendliche,  dage- 
gen könnte  Q'  die  Einheit  zur  Grenze  haben  und  folglich  der  Nenner 
die  imbestimmte  Form  ao  .  0  erhalten ;  man  darf  daher  nicht  behaup- 
ten, dass  LimBn  =  0  sei.     Nach  diesen  Bemerkungen  haben  wir 

3)  i(i+xi  =  \x  —  \x^  +  Ja-a  -.  Ja;*  .| , 

-  1  <  aj  ^  +  1. 

Läset  mun  —  o;  an  die  Stelle  von  x  treten,  so  folgt 

4)  1(1  —x)  =^\x  —  \x^  —  \x^  —  \x^ , 

-  l^x<^  1; 
die  Differenz  der  Gleichungen  3)  imd  4)  ist 

5)  ^([^)  =  2(1« +  J*»  +  la!» +  ....), 

-  1  <  «  <  +  1. 

g \ 

Für  X  =  — r-r»  ^o  z  jede  positive  Zahl  sein  darf,  folgt  weiter 
e-\- 1 


«) 


-=»ß^+*C^)'+'C^)'+-l 


und  damit  ist,  wenigstens  theoretisch,  die  Aufgabe  geldst,  zu  Jeder 
positiven  Zahl  den  natürlichen  Logarithmus  zu  finden«  Bei  kleinen 
Werihen  von  g^  ine  z.  B.  f&r  jT  :=  2  und  z  ^  3^  ui  die  Formel  6) 
zur  nnmeriachen Berechnung  ToHkommen  brauchbar^  bei  grösseren  z^ 
z.  B.  sehon  fwr  z  =^  10,  conTergirt  dagegen  die  Reibe  §o  langsam, 
dass  sie  praktisch  nicht  mehr  heaatzi  werden  kamt 

Ans  der  Bemerkung,  da«i  l(a  -{-  V)  =  la  -{-  l\l  f  -- )  ist,  er« 

V  (1/ 

hüt  man  leicht  unter  Anwendung  Ton  Nro.  <3) 
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diese  Formel,    welche  auch  mittelst  des  Taylor 'sehen  Satzes  ent« 
wickelt  werden  kann,  dient  zur  Berechnung  von  i(a  +  ^)»  ^®^  ^ 
bekannt  ist.     Eine  zu  demselben  Zwecke   noch   bequemere  Form 
ergiebt  sich  aus  der  identischen  Gleichung 

1  +  tA. 

l(a  +  h)  =  la  +  l[        ^""^^ 


2a  +  6 

wenn  der  zweite  Logarithmus  rechter  Hand  nach  Nro.  5)  entvrickelt 
wird,  nämlich 

8)  Ka+.)=?«+2[^4-j(2^y+<2^y+-} 

Diese  Formel  gilt  für  alle  positiven  a  und  6,  weil  dann  - — — 

2a-f  b 

immer  ein  echter  Bruch  ist.  Hat  man  aus  Nro.  6)  den  Betrag  von 
12  gefunden,  so  kann  man  jetzt'  23,  14,  16  etc.  berechnen,  indem 
man  b  =  1  und  a  =  2 ,  3 ,  4  etc.  setzt ;  selbstverständlich  braucht 
man  nur  die  Logarithmen  der  Primzahlen  mittelst  unendlioher  Rei- 
hen zu  berechnen. 

Die  künstlichen  Logarithmen  der  Zahlen  lassen  sich  aus  deren 
natürlichen  Logarithen  auf  folgende  Weise  herleiten.  Es  ist  gleich- 
zeitig 

e  =  e'*  und  e  =  5*'<>^*» 

mithin,  wenn  man  von  beiden  rechten  Seiten  die  natürlichen  Loga- 
rithmen nimmt  und  vergleicht, 

lg  .  le  =  Hogz  .  Ih  oder  le  =  Hoge  .  Ih, 
and  umgekehrt 

Hoge  =  --Iz  =  MöIb, 
lo 

wo  Ml,  den  sogenannten  Modulus  des  aus  der  Basis  5  constroirten 
Logarithmensystems  bezeichnet.  Für  das  Brigg'sche  System  ist 
b  =  10  und  nach  den  vorigen  Formeln 

HO  ==  2,30258509,     Mio  =  0,43429448. 

IL  Nehmen  wir  f(x)  =  e*,  so  ist/W(a;)  =*  e*  und  es  bleiben 
daher /(äj), /'(«), /"(oj)  etc.  durchaus  endlich  und  stetig j  der  Mac 
Laurin'sche  Satz  giebt  dann 

e*  — i2« 

^  1      ^  1.2       ^  ^  1  .  2  .  ..(n— 1)^ 
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ond  zwar  ist,  wenn  ^  (jgr)  =  af  —  (x — jb?)"  gesetzt  wird. 


^  »X 


1 . 2  •  3  .  • .  91 

Man  übersieht  augenblicklich,  dass  LimRn  =  0  wird,  sobald  x 
eine  endliche  Grösse  ist,  und  wenn  der  Aasdruck 


u. 


1.2.3...n 
gegen  die  Null  converg^;  wegen 

lAm  ^~±-*  =  Lim  — ^  =  0 

findet  die  letztere  Eigenschaft  bei  jedem  endlichen  x  statt,  mithin 
ist  LimRn  =  0  und 

Für  o;  =  1  erhält  man  ein  Resultat,  welches  im  Wesentlichen 
mit  dem  übereinstimmt,  was  in  §.  7  gefunden  wurde. 

Lässt  man  —  o;  an  die  Stelle  von  x  treten ,  so  ergiebt  sich  aus 
Nro.  9)  die  Gleichung 

X          x^             x^ 
10)  e-'  =  l--  +  ^-j-^  + 

welche  nut  der  vorigen  durch  Addition  oder  Subtraction  verbunden 
werden  kann;  man  erhält 

^^)         2 ^  +  172  +  1:2:374  +  •  •  •  ' 

e^-e--        x_       _x^  x^  

^  2  1   ^  1.2.3  ^  1.2. ..5  ^ 

Die  Formel  9)  führt  auch^  zur  Entwickelang  einer  beliebigen 
ExponentialgröBse  a*,  wenn  nur  deren  Basis  a  positiv  ist;  man  hat 
nämlich 

13)        a*  =  (e'«)*  =  e*'* 

~  ^  1  ^  1.2  ^  1.2.3  ^ 

Setzt  man  in  Nro.  9)  e'  =  ^er  und  nimmt  beiderseits  die  Loga- 

log  B 
nthmen  irgend  räiee  Systemeit,  so  folgt  x  =  -= ,  mithin 

'  '  ^  \   loge^  1.2  \logeJ   ^ 

Hierin  liegt  die  Lösnng  der  Aufgabe,  ans  dem  Logsritbmiu  önor 


220  Cap.  VII.    §.47.    Goniometrische 

Zahl  die  letztere  herzuleiten.     Am  einfachsten  wird  die  Formel  bei 
natürlichen  Logarithmen. 

§.47. 
Goniometrisohe  und  oydometrisoho  Reihen. 

I.  Da  die  Dififerentialquotienten  des  Cosinus  abwechselnd  Sinns 
und  Cosinus,  mithin  jederzeit  endlich  und  stetig  sind,  so  lässt  sich 
der  Mac  Laurin'sche  Satz  auf  den  Fall /(rc)  =  cosx  anwenden  und 
giebt,  wenn  im  Reste  tif  (z)  =  af^  —  {x — zy  genommen  wird, 


n 


X 

1)  COSX  —  ^    ^   ^ COS (\nn  +  ^x) 

x^    ,       x^  a5«  a;*»"^  (n — 1)« 

=  1 U  ...  J -rCOS- —  ' 

1.2^1.2.3.4      1.2. ..6^       ^1.2...(n— 1)  2 

Aus  Abschnitt  U.  des  vorigen  Paragraphen  weiss  man   femer, 
dass  bei  unendlich  wachsenden  n 

^"»1.2.^...»  =  ^ 

ist;  verbindet  man  hiermit  die  Bemerkung,  dass  cos(\n7t  -{-  %'x) 
nicht  über  das  Intervall  —  1  bis  -}-  1  hinausgeht,  so  gelangt  man  zu 
der  Formel 

2)  cosx  =1 r  T -!-...•' 

^  1.2^1.2.3.4        1.2.,. 6  ^  ' 

welche  für  jedes  endliche  x  gilt. 

II.    Auf  ganz  ähnlichem  Wege  findet  man 

8)  sinx  •—  sm(|n3r  4"'^a?) 

X  x^       .        x^  ,         a;»-i  .    (n— 1)« 

~1        1.2.3  ^  1.2. ..5  ^1.2...(n— 1)  2 

und  bei  unendlich  werdenden  n 
^.  X  X*  x^ 


.  t  •  • 


1         1.2.3    '    1.2.. .5 

Da  sich  aus  sin  x  und  cos  x  die  übrigen  goniometrischen  Fnnctio- 
nen  des  Bogens  x  herleiten  lassen,  so  ist  hiermit  das  Problem  der 
Berechnung  aller  goniometrischen  Functionen  gelöst.  Uebrigens  wer« 
den  wir  später  noch  besondere  Beihen  für  tanx,  cotXy  secx  und 
C8CX  entwickeln. 
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nL  um  das  Theorem  von  Mac  Laurin  auf  den  Fall  f{x) 
=  aresinx  anzuwenden,  lassen  wir  zunächst  n  -f-  1  an  die  Stelle 
von  n  treten  und  schreihen  demgemäss 

fix)  -  Ä  +  i 

=/(o)  +  -j-o;  +  ^j^x^  +  ••••  +  TTi:::^^  • 

Ans  der  in  §.  14,  Nro.  7)  entwickelten  Formel 

/c*  +  i)(a?)  =  D^  +  ^  aresinx  = 
1.3.5...(2Ä;— l)j         l{h)i    l—g  1.3(fe)a        (^^^^     J 

2*(i-a:)*V^r^l         2Ä— 1  l+aj'^(2Ä— 1)(2Ä;— 3)\l+a;/     "1 

geht  nun  zunächst  hervor,  dass  f(x),  f(x),  f"(x)  etc.  endlich  und 
stetig  Ueiben  so  lange  x^  die  Einheit  nicht  erreicht;  wir  müssen 
daher  —  1  <^  a;  <;^  4"  1  voraussetzen. .  Die  genannte  Formel  liefert 
aach  dieWerthe  von/'(0),/"(0)  etc.,  doch  kann  man  dieselben  kur- 
ier aas  der  Relation 

^         ^^~  1— a;» 

herleiten  (§•  14,  Nro.  6);  es  folgt  nämlich 

/<*  +  2)(0)  =  Ä2/(*)(0) 

mithin,  weil/(0)  =  0  und/'(0)  =  1  ist, 

/'(O)  =  0  ,    /iv(0)  =  0        ,    /VI  (0)  =  0  

/"'(0)=1«,    /v(0)  =  12.32,    /vu(0)=  19.32.52, 

Denken  wir  uns  n  als  ungerade  Zahl,  so  haben  wir  bis  jetzt  fol- 
gendes Resultat 

5)  aresinx  —  22n+i 

"~1  ■'"  2    3  "'"2.4  5  "^  "'"2.4...(n  —  1)   n' 

welches  noch  durch  eine  Discnssion  des  Restes  zu  vervollständigen 
ist  Wollte  man  letztere  auf  die  bisherige  Weise  ausfähren,  so  würde 
man  eine  etwas  compHcirte  Untersuchung  anstellen  müssen;  wir 
benutzen  daher  "ein  anderes  Verfahren.  Dieses  beruht  auf  der  Bemer- 
^ong,  dass  der  Di£ferentialquotient  von  aresinx  eine   algebraische 

Function,  nämlich  gleich  der  Potenz  (1  — a:2)~9  ist  und  dass  folglich 
der  Di£Perentialquoti^t  der  Gleichung  5)  mit  einer  nach  dem  bino- 
niischen  Satze  vorgenommenen  Entwicklung  übereinstimmen  muss. 
Um  diesen  Gedanken  auszuführen,  bezeichnen  wir  den  Rest  Rn^ii 
der  jedenfalls  von  x  abhängt,  mit  <p(x)^  und  setzen  n  =  2  m —  1; 
tt  iBt  dann 
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1^23^2.45^ 

/        1.3. 5. ..(2m  — 3)   g;^"»-^ 
'  "  "^  2  . 4 .  6 . . .  (2  m  —  2)  2  we  —  1  "*■  ''^^^ 
und  durcH  Differentiation 

'^V^,  =  '  +  Y^'  +  'd^  + 

. ,  1.3.5...(2m-3) 

^  2.4.6. ..(2»»-2)*  +9'.W- 

Andererseits  ist,  wenn  man  in  Formel  9)  des  §.  45  — «*  für 
X  setzt,. 

=  1  +  — S!«  ^-  -— -«*  -)-      •  .  .  - 


\^l_a,«  ^2       ^2.4 


1.3.5...(2«»-3)  , 

2 . 4 .  6 ...  (2  w  —  2) 


1.3..(2m-l)        I        2m+l    ,  ■  (2m+l)(2m  +  3) 
^2.4....(2«j)  I    ^2m4-2      ^  (2»»4-2)(2»»  +  4)       ^ 

und  nun  giebt  die  Yergleichung  beider  Resultate 

q>'(x)  = 

1.3..(2m-l)        j        2m  +  l  (2m  +  l)(2m  +  3)    .   ,     l 

2. 4. ...(2m)  <    ^2m  +  2      ^(2m +  2)  (2m  +  4)      ^    ) 

Ans  den  Gleichungen  6)  und  7)  geht  femer  hervor,  dass  (p(x) 
und  ip'(x)  innerhalb  der  Grenzen  —  1  und  -f"  1  endlich  und  stetig 
bleiben;  zur  Ermittelung  von  q)(x)  lässt  sich  daher  das  Theorem 

(p(x)  =  9(0)  +  xq>\^x) 

benutzen,  und  zwar  giebt  dies,  weil  qp(0)  =  0  ist, 

^^  ^        2.4 (2m)  f     '  2m  +  2 

(2m +  1)  (2m +  3) 
^  (2m  +  2)  (2«»  +  4)  ^ 

Die  Summe  der  eingeklammerten  Beihe  liegt  zwischen  Null  und 
sie  kann  daher  mit 


•    •    • 
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1  —  ^^x^ 
kezeiclmet  werden,  wo  s  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  ech- 
ten Brach  vorstellt.     Zufolge  des  hiermit  gefundenen  Werthes  von 
ip{x)  ist  mm  nach  Nro.  6) 

,v  .  1.3.5...(2W—  1)   «-^«ma-Sm  +  l     . 

oj  arcstnx  —  ^    ,    ^ .^    .       -:; tht-t 

2.4.6 (2m)         l  —  d^^x^ 

■~l'^2    3'''2.4'5"'''"'''  2.4...(2w  — 2)  2w— l' 

Die  hier  vorkommende  Reihe  zählt  m  Glieder  und  wird  unend- 
lich für  »i  =  oo ;  wegen  x^  <^  1  ist  in  diesem  Falle  Idmx^^  =  0, 
während  1  —  Q'^x^  immer  von  Null  verschieden  bleibt.  Hieraus 
folgt  sehr  leicht,  dass  sich  der  Rest  der  Grenze  Null  nähert  und 
da8s  mithin  die  Gleichung  besteht : 
ß^         .  a;    ,     1  a;3        1 . 3  a;5        1 . 3 . 5  a;7 

;      wmu.         1^2    3^2.45^  2.4.6   7  ^ 

-  1  <  a;  <  +  1. 

Für  a;  =  +  1  verliert  diese  Schlussweise  ihre  Gültigkeit ;  der 
Best  erhält  nämlich  die  Form 


,    1.3.5...(2w— 1)     _£ 


-ö-» 


m 


2.4.6 (2m)  1— .a*» 

wid  besteht  ans  zwei  Factoren,  deren  erster  zwar  gegen  die  Null 
wnvergirt,  von  denen  aber  der  zweite  unendlich  wird,  falls  d'  die 
Enheit  zur  Grenze  hat,  was  man  nicht  wissen  kann.  Wir  stellen 
^er  noch  folgende  Betrachtung  an. 

Bezeichnet  u  einen  Bogen  des  ersten  Quadranten,  so  gilt  die 
Gleichung 


-.•    1            \  /  l  —  cosu     _      .  .1/^1 

«n  |ti  =  y oder  |w  :=Mrc8tn   1/  - 


—  cosu 


2 

worin  das  Wurzelzeichen   im    absoluten  Sinne  zu  nehmen  ist;  für 
ÄÄtt  =:  0?  wird   cosu  =  Vi  —  a;',  u  =  aresin x^  mithin 


=  arcsin  y   5 = 


^        \  arcsinx  =  arcsin  y   0 ^^  arcsiny^ 

wobei  y  eine  von  selbst  verständliche  Abkürzung  vorstellt.     Wäre 
Ättii  die  Gleichung  9)  auch  nur  für  alle  Werthe  von  a?  =  0  bis  a? 

== )(  -r-  bewiesen,  so  könnte  man  doch  die  rechte  Seite  von  Nro«  10) 
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entwickeln,  da  hier  y  das  Intervall  0  bis  l^  —  durchläuft,  wenn  x 
von  0  bis  1  geht;  demgemäss  ist 


I  aresin  x 


=  ^i^v^  +  ,[V^-]gEE]V 


Das  erste  Glied  lä438t  sich  für  alle,  die  Einheit  nicht  überstei- 
genden Werthe  von  x^  in  eine  Potenzenreihe  verwandeln,  wie  For- 
mel 11)  in  §.45  zeigt;  dasselbe  gilt  von  den  übrigen  Gliedern,  wenn 
man  beide  Seiten  der  erwähnten  Formel  der  Reihe  nach  aof  die  3te, 
5te  etc.  Potenz  erhebt;  man  hat  daher 

J  arcsinx  =  \x  +  ^x^  +  ^^x^  H 

+  ^(^^^  +  ••••) 

+ 

Diese  Doppelreihe  erfüllt  alle  Bedingungen ,  welche  nach  §.  43 
nöthig  sind,  um  die  Reihenglieder  in  Yerticalcolonnen  summiren  zu 
dürfen;  vereinigt  man  daher  die  unter  einander  stehenden  Glieder 
und  multiplicirt  nachher  mit  2,  so  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

11)  arcsinx  =  x  -\-  \x^  -f  ^^*  +  ••••» 

und  zwar  gilt  dieselbe  von  x  =  0  bis  ic  =  1  oder  auch  von  a?  =  —  1 
bis  a;  =  +  1,  da  beide  Seiten  immer  gleiche  Vorzeichen  besitzen. 
Zufolge  des  in  §.  44  bewiesenen  Satzes  muss  die  jetzige  Entwicke- 
lung  11)  mit  der  früheren  9)  identisch  sein;  formell  gelangt  man 
also  zu  keinem  neuen  Resultate,  wohl  aber  erfahrt  man,  dass  die 
Gleichung  9)  auf  das  Intervall  x  =  —  lbisa?=-f-  1  ausgedehnt 

werden  darf,  wenn  sie  früher  auch  nur  von  o?  =  0  bis  «  =  y  r 

gegolten  hätte. 

Giebt  man  dem  x  einen  solchen  Zahlwerth,  dass  arcsinx  einen 
bekannten  aliquoten  Theil  der  Ereisperipherie  ausmacht,  so  erhält 
man  in  jedem  Falle  eine  Reihe  zur  Berechnung  der  Ludolph^schen 
Zahl;  so  ist  z.  B.  für  a;  =  | 

6    ~  2   "^   2  '3. 2«  "^2. 4*5. 2«^"^ 

Die  Specialisirungen  x  =  y   -^  und  «  =  1  liefern  ähnliche 

Reihen,  jedoch  convergiren  letztere  zu  langsam  für  die  nnmerisdie 
Berechnung. 
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Ans  Formel  9)  lässt  sieb  endlich  noch  eine  Reihe  für  arccasx 
ableiten,  wenn  man  von  der  Beziehung 

arccosx  =  Jjr  —  arcsinx 
Gebranch  macht. 

IV.     Die  in  §.  14,  IV.  entwickelten  Formeln  zeigen,  dass  die 
Difierentialquotienten  von 

f(x)  =  ardanx 
för  jedes  endliche  x  continnirlich  und  endlich  bleiben;  ferner  ist 

/P*)(0)  =  0,    /f"+i)(0)  =  (— 1)*  1.2.3. ..(2ÄJ). 
mithin  nach  Mac  Laurin  für  fl;(js)  =  »"  —  (x  —  xr)'* 

( 1)«— 1  x"  /  1  \ 

ardan  x \^    '        ==r  sin  l  n  arctan  -r—  ) 

=  x^  _  1^3  +  1^5  «  ..  .  +  (_  i)»^'^iO^-l)^^,^., 

n  —  1 

Der  absolute  Werth  von     ,  .  =  beträgt  weniger   als    der 

Vl+^2^ 

absolute  Werth  von  x\  der  Ausdruck 

x^ 1  / X         \* 

nV{l-\-Q^^x^Y  ~  ^ \VT+^2x2/ 
convergirt  also  bei  unendlich  wachsenden  n  gegen  die  Null,  wenn 

Lifn(— a;»J  =  0  ist,  und  Letzteres  findet  so  lange  statt  als  der 
absolute  Werth  von  x  die  Einheit  nicht  übersteigt.  Da  femer 
^(n  arctan  ir— )  das  Intervall  —  1  bis  +  1  keinenfalls  überschrei- 
tet, 80  hat  der  Rest  unter  den  vorigen  Bedingungen  die  Null  zur 
Grenze,  und  mithin  ist 

12)  ardanx  =  }«  —  \x^  +  \x^  — =- t 

—  1  ^  a?  ^  +  1. 
Im  Fall  der  absolute  Werth  von  x  mehr  als  die  Einbeit  beträgt, 
kann  man  die  Gleichung 

13)  ardanx  X  =  lüt  —  arccotx  =  \%  —  arda/n  — 

*  ^  X 

benutzen  und  arda/n  —  nach  der  obigen  Formel   entwickeln ;    dies 

X 

giebt,  X  als  positiv  vorausgesetzt, 

arda/nx  =— V-  -r-r  —  -— r  +  .  .  . . 

«  2         a?  ^  3ic8         bx^  ^ 

a?>  1. 

S«hl5uilch,  Aiudytlf.    I.  15 
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Bei  negativen  x  sind  beiderseits  die  Yorzeiclien  nxnzakehren. 
Durch  die  Formel  13)  erledigt  sich  auch  die  £ntwickelang  Ton 
arccotx. 

In  dem  speciellen  Falle  x  =  1  geht  die  Gleichung  12)  über  in 

1-  —  1_14_1_1_L 

4^  1  3      \     6  71  » 

dieses  Besultat  ist  indessen  nur  formell  merkwürdig  und  eignet  sich 
wegen  der  ausserordentlich  langsamen  Convergenz  der  Keihe  nicht 
zur  numerischen  Berechnung  von  n.  Bequemere  Formeln  erhält  man 
dadurch,  dass  man  \3t  in  zwei  oder  mehrere  kleinere  Bögen  zerlegt 
und  diese  einzeln  berechnet.  So  findet  man  z.  B.  nach  Formel  10) 
in  Abschnitt  II.  der  Einleitung 

|ä  =  curctan  |  -f-  afdan  |, 
^jt  =  arctan  |  -f"  ö*"^«»  I  "f"  ^^^^^^  h 
und  hier  kann  man  die  einzelnen  Bögen  leicht  nach  Formel  12)  in 
rasch  convergirende  Reihen  verwandeln. 

§.48. 
Die  Methode  der  unbestimmten  Goeffloienten. 

Bei  Functionen,  die  irgendwie  aus  sogenannten  einfachen  Func- 
tionen zusammengesetzt  sind,  gelingt  es  nicht  selten,  direct  das  Inter- 
vall zu  bestimmen,  innerhalb  dessen  eine  Reihenentwickelung  fär  die 
zusammengesetzte  Function  existiren  muss;  in  solchen  Fällen  wird 
die  Restuntersuchung  unnöthig  und  sind  nur  noch  die  Coef&cienten 
der  Reihe  zu  ermitteln.  Hierzu  benutzt  man  oft  mit  Yortheil  ein 
vom  Mac-Laurin'schen  Satze  unabhängiges  Verfahren,  das  im 
Wesentlichen  darauf  hinauskommt,  die  Coefficienten  vorläufig  unbe- 
stimmt zu  lassen  und '  sie  durch  ir-gend  eine  Eigenschaft  der  gegebe- 
nen Functionen  erst  später  zu  bestimmen,  wie  dies  schon  in  §.  7  ge- 
schehen ist;  gewöhnlich  leisten  hierbei  Di£ferentiationen  gute  Dienste. 
Das  Detail  des  Verfahrens  wird  man  aus  den  folgenden  Beispielen 
ersehen.  ' 

I.  Multiplicirt  man  die  Gleichung  11)  des  vorigen  Paragraphen 
mit  sich  selbst,  was  nach  §.41  ohne  Weiteres  erlaubt  ist,  so  gelangt 
man  zu  dem  Resultate 

(arcsinxy  =  ar^  -f-  |a;4  +  ^x^  +  '•••> 
welches  fär  alle,  das  Intervall  —  1  bis  -|-  1  nicht  überschreitendem? 
gilt.    Das  Bildungsgesetz  der  Coefficienten  tritt  aber  bei  jener  Mol^ 
plication  nicht  klar  zu  Tage  und  würde  auch  nach  dem  Mac-Lau- 


ttnbestiminten  OoeMcienieü.  ä^/ 

rin'schen  Satze  schwer  zu  finden  sein,  weil  hier  f^^^(x)  ein  äusserst 
complicirter  Ansdmck  ist ;  wir  setzen  daher  vorläufig 

1)  (arcsinxy  =  a^x^  +  a^x*  -{-  a^x^  -\- , 

—  1  <  flj  <  +  1. 
Aehnlich  verhält  sich  die  Sache,  wenn  man  dieBeihe  für  aresin  x 

mit  der  Beihe  fiir  (1  — x^)  ^  multiplicirt,  wobei  nicht  zu  übersehen 
ist,  dass  die  letztere  nur  unter  der  Bedingung  —  1  <^  x  <^  -^  1 
convergirt;  man  erhält  dann  eine  Gleichung  von  der  Form 

_.  arcsinx        .        ,    ,     «    ,    ,     .c    • 

2)  77= =  =  hix  +  h3X^  +  hx^  + , 

-  1  <  a?  <  +  1, 

und  auch  hier  ist  das  Bildungsgesetz  der  Coefficienten  nicht  näher 
bekannt. 

Um  nun  alle  a  und  5  zu  bestimmen,  differenziren  wir  die  Glei- 
cimng  1)  und  erhalten 

,.  2 arcsinx       ^  .    ^        •    •    ^       ^    • 

y  1— fl?2 
diese  Di£Ferentiation  ist  erlaubt,  weil  sowohl  die  ursprüngliche  als 
die  abgeleitete  Beihe,  welche  letztere  mit  Nro.  2)  übereinstimmen 
mnss,  innerhalb  des  Intervalles  —  1  bis  -f"  1  convergirt.  Multipli- 
cirt man  die  Gleichung  3)  mit  yl  —  x^  and  dififerenzirt  noch  ein- 
mal, so  wird 


2 


(1.202  +  BAa^x^  +  Ö-Öoefl;*  H )Vl—x^ 


Vi  — «»" 

X 

—  (2aiX  +  ^a^x^     +  ßaßX^     4-  •  •  Q^  ; 

Vl—x^ 

nach  Hultiplieation  mit  y  1  —  x^  verschwinden  die  Badicale  und  es 
Ittsen  sich  dann  alle  negativen  Grössen  auf  die  linke  Seite  schaffen, 
wodurch  bei  gehöriger  Zusammenziehung  folgende  Gleichung  entsteht: 

1 . 2  03  +  3 . 4  04  flj«  +  5 . 6  Oß  »*  + 

=         2  +  2»Oaa?2      +•  4^04«*     + 

Bie  Yergleichung  der  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  vonop 
giebt  nun 

2«  22 

fl,  =  l.     «4  =  02—  =  —, 

4^  2».  4» 

^  =  "^^  676  "=  3.4.5.6'  ^-  '•  ^- 

16» 


228  Cap.  VII.   §.  48.   Die  Methode  der 

überhaupt  für  jedes  ganze  positive  k  ^ 

_  2^4g.6g...(2Ä?  — 2)«_  2.4.6...(2fe  — 2)    J. 
^*  ~      3.4.5. 6. ..(2Ä;)       ""  3.5.7. ..(2Ä— 1) '   *' 

und  demgemäss  haben  wir  nach  Nrö.  1) 

.V  ,       .V,        «2         2  a?4        2 . 4  «8 

4)  (arcsinxy  =  J  +  J  ^2  "^  sTsl  "^ ' 

—  1  <a?^  +  1. 

Man  übersieht  augenblicklich,  dass  sich  auf  ähnlichem  Wege 
auch  die  höheren  Potenzen  von  aresin x  entwickeln  lassen;  die  Goef- 
ficienten  werden  aber  weniger  einfach. 

Substituirt  man  dieWerthe  von  Oa,  ^4,  Og  etc.  auch  in  die  Glei- 
chung 3),  so  erhält  man  noch 

^.  arcsinx  ,2     «   ,    2.4    .    , 

- 1  < « <  + 1. 

Dieses  Besultat  gewinnt  eine  bemerkenswertlieForm,  wenn  man 
X  =    ,.  mithin    arcsinx  =  arclane 

setzt;  es  wird  nämlich 

Mit  Hülfe  der  schon  in  §.  47  benutzten  Gleichung 

\yt  =z  arctan  5  +  arctan  | 
findet  man  z.  B.  aus  Nro.  6) 

4   10  L  ^3  10  ^  3.5  \io/  ^  3.5.7  Vio/  ^  J 
^  10  L  ^3  10  ^  3.5  Vio/  ^  3.5.7  Vio/  ^     J 

wonach  die  Berechnung  von  x  sehr  leicht  ist. 

n.     Zufolge    der   in    §.  47  für  den  Cosinus  eines  beliebigen 
Bogens  gefundenen  Beihe  hat  man 

,  .     X        ,        ii^ (arcsinx)^   .    u^(arc8inxy 

cos(i^armnx)  =  l-     \^        +     ^\^^^  - 

oder  auch,  wenn  man  die  Potenzen  von  arcsinx  entwickelt, 


•  •  • 
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coeQiaresmx)  =  1  —  ^  (a?»  +•  }«*  +  ^x«  + ) 

720  ^      ^  ^ 

+ 

Aue  liier  Yorkommendeii  Horizontalreilieii  oonvergireii  von 
x=  —  1  bi8X=  -|~^>  femer  coBYergirt  die  Reihe  der  Horizontal- 
Bummen  (die  Yoiige  Reihe)  und  sie  behält  ihre  Gonvergenz  aach  in 
dem  Falle,  wo  man  den  Gliedern  gleiche  Vorzeichen  giebt;  es  sind 
also  die  Bedingungen  erfallt,  nnter  denen  die  Doppelreihe  nach  Yer« 
ticaloolonnen  geordnet  werden  darf  und  folglich  ist 

t08(narc8mx)  =  1  —  ^x^  +       94,      ^ 

720  ^ 

oder  mit  anderen  Worten,  es  existirt  eine  Reihenentwickelong  Yon 
der  Form 

7)     cos  (ji  aresin  x)  =1  —  Ä^x^  +  A^x^  —  A^x^  +  ••••, 

—  1  <  «  <  +  1. 

Durch  Multiplication  mit  der  Entwickelung  Yon  (1  — x^)"^  er- 
hält man  noch 

-.     eosQiarcsinx)         ■       t>    •   •    t>    a        -n    *   i 

y  1  — X* 

-  1  <  X  <  +  1. 

Ganz    ähnliche  Betrachtungen   knüpfen    sich  an   die  Function 
»nifi  aresin  x)\  diese  kann  zunächst  in  die  einfache  Reihe 

liarcsinx       ii^(arcsinxy       (i^(arcsinx)^ 

i  1.2.3        ^  1.2.3.4.5 

verwandelt  werden,  welche  nach  Entwickelung  der  Potenzen  von 
aresin  X  in  eine  Doppelreihe  übergeht.  Letztere  genügt  den  Bedin« 
gnngen,  unter  denen  die  Anordnung  nach  Yerticalcolonnen  erlaubt 
ist,  und  so  ergiebt  sich  ein  Resultat  von  der  Form 

ö)  sinQi aresin x)  =  [ix  —  A^x^  -\-  Ä^x^  — 

—  1  <  «  ^  +  1 ; 

durch  Multiplication  mit  der  Entwickelung  Yon(l — x^)"^  folgt  noch 
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iA\  sin Qi aresin x)  -d     ,    i    «    . 

10)  — y  =  ^flj  —  J^a  aj3  4-  5g rp5  —  . . .  • 

--  1  <  a?  <  +  1. 

Um  nun  die  Coefficienten  zu  bestimmen,  differenzirea  wir  die 

Gleichung  7)  und  erhalten 

< 

,,.       iisindi aresin x)       ^  ^  ,  m  \    %    ^  a     . 

Vi— fl;2 

die  Befngniss  zu  dieser  Differentiation  liegt  darin,  dass  sowohl  die 
ursprüngliche  als  die  abgeleitete  Beihe  11),  welche  letztere  mit 
Nro.  10)  übereinstimmen  muss,  zwischen  —  1  und  -f*  1  convergirt 

Wir  multipliciren  femer  die  Gleichung  11)  mit  Vi  —  x'^  und  difie- 
renziren  noch  einmal;  das  Ergebniss  ist 

ft^  cos  (fi  aresin  g) 

Vi  — a?^  

—  (2^2«  —     4-44««  +      ^A^x^ )  y 

oder  nach  beiderseitiger  Multiplication  mit  Vi  — «*  und  gehöriger 
Zusammenziehung 

12)  ft«  eosifi  aresin  x) 

=  1.2^2  —  ^AA^x^  +  5.6^«*  —  r.SAg««  +  •  •• 
—    2«^2»^+     4»il4Ä*—     62J«a?«+..- 

Diese  Entwickelung  kann  nicht  Terschieden  von  Nro.  7)  sein; 
substituirt  man  in  Nro.  12)  für  eos((i  aresin x)  die  ursprüngliche  Beilie 
und  schafft  die  zweite  Beihe  rechter  Hand  auf  die  linke  Seite,  so  hat 
man 

^2— (^2_22)^2aj2  +  ö*«— 42)^44 a;4  —  ((i«— 6«)^«««  H 

=  1.2^2  —  3.4^4a;2  +  6.6A^x*  —  I.SAqX^  -f  •  •  • 

mithin  durch  Yergleichung  der  Coef&cienten 

^~1.2'     ^  —  ^2      3^^     —     1.2.3.4' 


"^"/^     5.6      ~        1.2.3.4.5.6      * 


Zufolge  dieser  Werthe  ist  nach  Nro.  7)  . 
13)  cos  (11  aresin  x) 

1.2       "^    1.2.3.4  1.2.. ..6  '^   '^ 

—  1  <  a?  ^  +  1, 
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ond  nach  Nro.  11) 

• .  X  8in  (n  orestn  x) 

Vi— 0?« 

1  1.2.3  ^  1.2. ..5 

-  1  <  ar  <  +  1. 

Die  Goefficienten  der  beiden  übrigen  Reihen  8)  und  9)  bestim- 
men sich  durch  eine  sehr  ähnliche  Bechnung.  Man  differenzirt  zu- 
nächst die  Gleichung  9)  und  erhält 

15)  fi£^=i^=^_343X»  +  5Ax* . 

was  mit  Nro.  8)  übereinstimmen  muss ;  man  multiplicirt  ferner  mit 

Vi  —  flj',  differenzirt  und  multiplicirt  wieder  mit  Vi  — x^\  dies 
giebt 

^^  sin  Qi,  aresin  x) 

=  2.3^3»  —  4.5^50?»  +  6.7^7«*  — 

+  fiÄ  —     32^13«'^  +     öMsa;»  — 

Substituirt  man  für  sin  Qi  aresin  x)  die  ursprüngliche  Reihe  9) 
and  vergleicht  dann  die  beiderseitigen  Goefficienten,  so  gelangt  man 
znrKenntniss  von  A^,  A^  etc.  und  überhaupt  zu  folgendem  Resultate 

16)  sin  (ft  aresin  x) 

_H  ndi^ -  V)  _,    .    ft(fi« -  V)  (ft« - 3») „, 

1  1.2.3  ^  1.2.3.4.5 

-  1  <aj<  +  1; 
endlich  giebt  die  Gleichung  15) 

..  eos(ii  aresin  x) 

Vi— a?« 

_  1  ^iilZLL%.  +  0t2-12)(ft2~32)      _ 

"■^  1.2     ^    ^  1.2.3.4 

-  1  <  «  <  +  1. 

Nicht  selten  ertheilt  man  den  Gleichungen  13)  und  14),  16)  und 

17)  eine  goniometrische  Form ,  indem  man  aresin  x  "=  u,  mithin  x 
=  sinu  setzt;  dem  Intervalle  x  =:  —  1  bisaj:^4-l  entspricht 
dann  das  Intervall  u  =  —  Ja  bis  t*  =  +  In,  und  unter  der  ge- 
meinschafblichen  Bedingung 

gelten  hei  jedem  ft  folgende  vier  Gleichungen : 


•    ■    •    • 
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18)  miiu  =  1  —  f^sin^u  +  ^,  ^   ^   /  5w*u 

i • ^  1.J.0.4 

_ft»(ft«-2«)»»-40  

1.2.. ..6  ^ 

sm/itw        fi    .  |tt(^2  — 23) 

^   cosw         1  1.2.3 

^(|tt»--28)(^3^43) 

+  — r:2:::ö — '*^"- 

20)  sinfiu  =  ^  sinu  —     |^  sin^u 

^  1.2.3.4.5 

^   costt  1  .2  '  1.2.3.4 

Dabei  ist  nur  zu  bemerken,  dass  die  Formeln  18)  und  20)  auch 
für  w  =  +  jÄ  richtig  bleiben,  während  dann  die  beiden  übrigen 
ihre  Gültigkeit  verlieren. 

Nimmt  man  für  ft  eine  gerade  Zahl,  so  brechen  die  in  18)  nnd 

19)  vorkommenden  Beihen  ab,  d.h.  sie  werden  zu  endlichen  Reihen, 
deren  erste  ans  |ft  -f-  1»  und  deren  zweite  aus  |ft  Gliedern  besteht. 
Man  kann  sich  in  diesem  Falle  leicht  überzeugen,  dass  jene  Glei- 
^chungen  für  alle  u  bestehen.  Ist  nämlich  k  irgend  eine  ganze  Zahl, 
V  ein  Bogen  des  ersten  Quadranten,  und  bezeichnet  (f  (u)  die  Summe 
der  Reihe,  so  hat  man,  weil  sin  (Je  ^  —  v)  =  +  stwv, 

(p(kx  —  v)  =  ip(v)  =  cosiiv  =  cos(i(kx  —  v) 

oder  q>  (to)  =  cosfiw,  wo  w  =  Ä  »  —  v  jeden  beliebigen  Bogen  vor- 
stellen kann.  Eine  ähnliche  Schlussweise  gilt  für  die  Formel  19). 
Nicht  minder  leicht  ist  einzusehen,  dass  bei  ungeraden  fi  die  Glei- 
chungen 20)  und  21)  allgemein  richtig  bleiben.  Damit  kommt  man 
auf  dieselben  Resultate,  welche  bereits  am  Ende  von  §.  7  angedeutet 
wurden. 


§.  49. 
Die  unendlichen  Producte  für  Sinus  und  Cosinus. 

Nach  der  bekannten  elementaren  Formel 

IN  ^    .     u     ,    u  -{-  IC 

1)  stnu  =  2 stn  --•  stn  — - — 
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hat  man  znnächBt 

sine  =  2 sin  -r-  sin  — - — , 

ferner,  wenn  rechter  Hand  jeder  Sinus  wieder  nach  Nro.  1)  zerlegt 

wird, 

o«    •     e    .    B  +  7t    ,    B  +  27C    ,    is  +  Bk 
stnz  =  2»  stn  —  stn  — - —  stn  — -- —  stn  — : — ; 

4  4  4  4 

die  Wiederholung  desselben  Verfahrens  liefert 

o7    •     ^    •    ^  +  5r    .    J3  +  27C  .    g  +  77C 

smz  =  2^  stn  rr  stn  — - — stn  — - —  •  •  •  sew  — • 

8  8  8  8 

Wendet  man  überhaupt  diese  Zerlegung  n-mal  an  und  setzt  zur 
Abkürzung  2^  =  p,  so  erhält  man 

me  =  2*^1  stn  —  stn stn •  •  •  sm  — —^ ^ 

P  P  P  P 

oder  in  kurzer  selbstverständlicher  Bezeichnung 
2)  sinz  =  2P""^  SqSiSq  .  .  .  Sp^i, 

Die  Reihe  der  Factoren  So,Si, ...Sp-i  werde  nun  in  zwei  Grup- 
pen s©,  s^  ..  .  Si     j  und  Si  ,  Sip,  1»  .  .  .  Sp_i  getheilt  und  die  zweite 

2  2  2 

Gruppe  in  umgekehrter  Ordnung  folgendermaassen  unter  die  erste 

gesetzt 

^Oi       ^1»       ^2»       •       •       •       ^Ip— 1» 

Sp— 1,  Sp— 2)  •       •      •      ^Ip-l-i»  ^IpJ 

irgend  zwei  unter  einander  stehende  Factoren  sind  dann 

.     hTC  -\-  z 

Sä  =  s«w f 

P 

.      (p  —  Ä)Ä  +   j8f  .      h'tt.  —  Z 

Sp^^  =  Stn =  stn • 

P  P 

Das  Product  derselben  ist 

.  _  Ä  JT  .  ^  z 

ShSp^h  =  stn^ stn^  — : 

P  P 

macht  man  hiervon  Gebrauch  für  h  =   1,2,...||>  —   1   und 
beachtet  noch  die  Gleichung 

z 
Si    =  cos  — , 
äP  p 

Bo  erhält  man  statt  der  Gleichung  2)  die  folgende 
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3)  sine  —  2^^ sin  -  (sm^  ~  —  stn»  -^  (sin^  —  —  sm«  -V 

P  \        P  P/\P  P) 

\  P  PJ       P 


f  •  •  * 


Hierans  folgt  noch  eine  specielle  Formel,  wenn  man  beidersei 
mit  B  diyidirt  und  nachher  zur  Grenze  för  anendlich  abnehmende 
übergeht;  sie  lautet 

2P-1    .  .  «    .  .  2 


4)       1  = sin»  -  Site«  —  sin«  —  •  •  •  sin^^^ ^• 


P  P  P  P  P 

Diyidirt  man  die  Gleichung  3)  durch  Nro.  4)  und  bezeiclm( 

zur  Abkürzung  |i>  —  1  mit  g,  so  kann  man  den  Quotienten  in  fol 

gender  Form  darstellen  . 

6)  .55 

»sin  —  cos- 
P       P 


1— 


1— 


f  sin  — 

*« 

f  sin  —  1 

«' 

P 

1 

P 

.    2ä 

•    •    • 

.    gar 

sin  —  , 

,  sin  ^—  , 

l    pj } 

l    pj 

Lässt  man  p  ins  Unendliche  wachsen,  so  convergirt  die  linke 
Seite  dieser  Gleichung  gegen  die  Grenze  ,   während  das  rechts 

verzeichnete  aus  g  =  ~  |)  —  1  Factoren  bestehende  Product  zu 

einem  unendlichen  Producte  wird.  Man  ersieht  hieraus  die  Mög- 
lichkeit, sinn  in  Form  eines  unendlichen  Productes  darzustellen; 
die  Ausführung  dieses  Oedankens  verlangt  aber  eine  genauere  Dis- 
cussion  des  Productes  in  Nro.  5). 

Zur  Abkürzung  geben  wir  der  Gleichung  die  folgende  Gestalt 

sine 

e        e 
p  sin  —  cos  — 

P       P 
=  (1  -  Tj)  (1  -  T,)  (1  -  T3)  ....  (1  —  T,), 

worin  irgend  eine  der  Grössen  T,  z.  B.  T«  durch  die  Formel 


6) 


Th  = 


stn 


sm 


hg 
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kstimmt  ist.  Unter  h  eine  beliebige  positive  ganze  Zabl  <Z  g.  ver^ 
itehend,  zerlegen  wir  die  obigen  2  Factoren  in  zwei  Gruppen,  deren 
«nte  h  Factoren,  und  deren  zweite  die  übrigen  ^  —  ft  Factoren  ent- 
Ult;  dem  entsprechend  schreiben  wir 

sing 

7)  

e        B 

psm  "  COS" 
P       P 

=  (l  -  Ti)  (1  -  T,)  (1  -  r,)  ...  (1  -  T,).R, 

8)  12  =  (1  -  T*+i)  (1  —  T*+,)  ...  (1  -  T,), 

nnd  untersuchen  zunächst  das  Ergänzungsproduct  22.  In  den  Nen- 
nern der  mit  Tt-\-i,  Tt^i,  .  .  .  T^  bezeichneten  Brüche  kommen  die 
Bögen  vor 

(h  +  1)ä   (A;  4-  2)yt  gar ggr 

P        '         P        "**  i>    ~23  -t- 2' 
£eBftmmtlich  <C|^  sind;  in  den  Zählern  steht  immer  der  Bogen 

f 

~,  velcher  kleiner  als  alle  jene  Bögen  ist ,  wenn  e  K^hx  oder 

g 
i>-  gewählt  wird,  was  im  Folgenden  immer  vorausgesetzt  werden 

möge.  Da  im  ersten  Quadranten  dem  grösseren  Bogen  der  grössere 
Siniu  entspricht,  so  sind  die  Nenner  von  Ti+i ,  Tt^si ,  ...  7g  immer 
groBBer  als  die  zugehörigen  Zähler,  mithin  T^+i ,  2^+2«  .  .  •  Tg  posi- 
tive echte  Brüche;  daraus  folgt 

(1  -  T,+i)  (1  -  T,+a)  ...  (1  -  n)<l 
(LL 

9)  JB<  1.  ^ 

Um  zweitens  eine  unterhalb  B  liegende  Grösse  zu  erhalten, 
knutzen  wir  den  leicht  erweisbaren  Satz,  dass  jedes  Product  von 
der  Form  (1  — .  «i)  (1  —  £2)  •  »  •  mehr  als  die  Differenz  1  — 
(*i  +  ^2  "f"  •  •  0  beträgt,  falls  «1,  ^2»  •  •  •  positive  echte  Brüche  sind*). 
Hiemach  gilt  die  Umgleichung 

10)  ^  ^  B>1  —  (T*+i  +  Tt+2  +  '-+  Tg),  ^ 

die  sich  vereinfachen  lässt,  wenn  man  die  Bemerkung  hinzubringt, 

dass  die  Function innerhalb  des  ersten  Quadranten  fortwährend 


*)  Es  ist  nämlich  miter  der  obigen  Yoraussetzxing 
(l  —  ei)  (1  —  Ca)  =  1  —  («1  +  cj)  +  €i«j  >  1  —  («1  -f  fij; 
daraoB  folgt  durch  Mnltiplication  mit  dem  positiven  Factor  1  —  ^8 

(1  ~  ^1)  (1  -  «2)  (1  -  H) 

>1  —  («1  +  «2  +  «»)  +  («1    +  «2)«8  >   1   —  («1   +  «2  +  H) 


U.    8.   W. 
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abnimmt,  wie  man  ans  dem  negativen  Yorzeiohen  des  Differential 
quotienten  ersieht.  Für  einen  zwischen  0  nnd  |9r  liegenden  Bog«| 
I  ist  daher 


j>     ,  '     oder 


\n 


<- 


mithin,  wenn  |  =  '-^^  gesetzt  und  qoadrirt  wird, 

Diese  Umgleichong  moltipliciren  wir  mit  der  folgenden 
und  erhalten  vermöge  der  Bedeutung  von  Th  (Nro.  6) 

")  ^*<fG-^-i)- 

Durch  Addition  aller  für  h  =  Je  -{-  1,  Ä  +  2,  ...g  hieraus 
stehenden  Umgleichungen  ergiebt  sich  femer 

e^  /l         i\        5« 


ferner 


JS 


2 


+  2V)>i-tj: 


ik 


nnd  am  so  mehr  nach  Nro.  10) 

12) 

Die  Zusammenstellung  der  Ungleichungen  9)  und  12)  zeigt,  dass 


^>1— Tu 


J8=  1  — 


2 


4k 


gesetzt  werden  darf,  wo  Q  einen  nicht  näher  bekannten  positiYen 
echten  Bruch  bedeutet.     Unter  den  Bedingungen 

(jy  <  Ä»  <  fl«  und  0  <  ^  <  1, 

gilt  nun  die  Gleichung 

13)  — '^■"' 


8tn 

1— 

P 

Ä 

1  stn  — 

l    p. 

stn 


e 


1- 


stn 


Jen 
P 


(■ 


gz^ 


a 


Der  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  p  bietet  jetzt 
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keine  Schwierigkeit  mehr,  wenn  man  eich  dabei  k  als  constante  Zahl 
denkt;  mittelst  der  Werthe 

lÄm  [^  sin  — )  =  0f  Lim  — - —  =  7— 

stn  — 

erliält  man  nämlich  aus  Nro.  13)  die  Formel 

"'-=•(■ -i^)('--i^)-('-iS.)(>-S> 

welche  nur  an  die  Bedingung 

ÄÄ  <  £f  <  -f  ÄJr 

gebonden  ist.     Statt  der  Gleichung  14)  kann  man  schreiben 

4& 
und  wenn  nun  auch  die  beliebige  ganze  positive  Zahl  h  als  unendlich 

vaeliBend  gedacht  wird,  so  convergirt  linker  Hand  der  Nenner  gegen 

die  Einheit,  wofern  £  irgend  einen  endlichen  Werth  behält;  das  end- 

Hcbe  Product  wird  zu  einem  unendlichen ,  und  so  ergiebt  sich  die 

für  jedes  endliche  ß  gültige  Formel 

«'  --='(-Ä)(-F:Fi)(-ä^)-- 

In  dem  speciellen  Falle  z  =  \n  erhält  man  hieraus 


jr^     1.3     3.5     5.7 


•  •  •  • 


.  .  •  • 


2        2»         42  62 

oder  umgekehrt 

2   ""   1    '   3   *   3   *    5  '    5  '    7 
Ganz  ähnliche  Umwandlungen  können  mit  der  Gleichung  18)  in 

§•  48  Yorgenommen  werden ,  doch  gelangt  man  zum  Endresultate 
kürzer  auf  -folgendem  "Wege.  In  Nro.  15)  ersetzen  wir  einmal  "k 
durch  die  gerade  Zahl  2X;,  das  andere  Mal  z  durch  \z  und  haben 
^nn  die  beiden  Gleichungen 

sinz 

Sk 
sin\z 


16Ä 


^  '^^  V     22  %^)  y     4'-»  ny  y     ß^^y        v    i2kyxy 
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worin  Qi  und  Q2  positive  echte  Brüche  sind.     Die  erste  Gleichung; 
dividiren  wir  durch  das  Doppelte  der  zweiten  und  erhalten 

1  _.£2f! 
8Ä 

welche  Formel  das  Correlat  zu  Nro.  15)  bildet.    Für  unendlich  wer- 
dende k  geht  diese  Gleichung  über  in 

18)    o«,M  =  (l-^)(l-3^)(l-3^).....; 

auch  ist  noch,  wenn  ß  durch  2ß  ersetzt  wird, 

wobei  e  jeden  beliebigen  Bogen  Yon  endlicher  Grösse  bedeuten  darl 

Aus  den  Gleichungen  16)  und  19)  geht  unmittelbar  hervor,  das 
überhaupt  alle  sechs  goniometrischen  Functionen  in  Form  von  un- 
endlichen Producten  dargestellt  werden  können. 

§.  60. 
Die  Reihen  für  Tangente.  Cotangente  eto. 

Es  liegt  sehr  nahe,  von  den  unendlichen  Producten  des  voriges 
Paragraphen  die  Logarithmen  zu  nehmen,  um  wieder  auf  unendliche 
Reihen  zu  kommen;  die  etwa  vorhandenen  negativen  Factoren  lassen 
sich  hierbei  vermeiden,  wenn  man  die  Gleichungen  erst  quadrirt,  bo* 
vor  man  zu  den  Logarithmen  übergeht.  Dies  giebt  folgende  Re- 
sultate 

,)  !(*'.) = m  +  '[(•-F^)l+'[('-ife)l +•••■ 

daraus  erhält  man  femer  durch  Differentiation,  welche  nach  §.  42 
erlaubt  ist, 

1  2xr  2£f  2» 


3)    cate  = 


e       {Iny-^B^       (2«)«  — iP«        (3ar)»  — ;ef^ 
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^)    ^«^  =  ^^^nr;^  +  ^^^73^  +  ^„y_^,  +  ••••. 

oder  anch,  wenn  J  jer  für  jer  gesetzt  wird, 

Addirt  man  die  Gleichungen  3)  und  5),  indem  man  linker  Hand 
die  Formel  cotjs  4~  tctnl^  =  cscg  henntzt,  so  findet  sich 
-X  1      ,  2jer    •  20  ,  2z 

6)    CSC0=—   +  7— r- 3-  —  7— r- :r   + 


xr      '    (1^)2  — jer2        (23r)«  — xr»    '    (3  3r)*^  —  xr*^ 

Um  noch  eine  Reihe  für  sec  b  zu  erhalten,  hringen  wir  die  Glei- 
ehtmg  6)  anf  die  Form 

1,(1  1     )        (      1  1       , 

CSC»  = \-     ] ; {    — ' 

^g  (JT  — jer        Ä  +  xr)         i2n  —  e        271  +  0 

+  !_i L_|  _  . . . 

'    (3ä— .jer        Sn+0) 

und  lassen  ^n  —  xr  an  die  Stelle  von  0  treten;  durch  Vereinigung  der 
anander  entsprechenden  Brüche  folgt  dann 

V)      8ec0  =  -i-T^^ — -i  —  7frz^:z — 15  + 


•  •  •  • 


Die  unendlichen  Reihen,  welche  in  den  bisherigen  Gleichungen 
vorkommen,  gestatten  weitere  Umwandlungen,  wodurch  sie  wieder 
zn  Potenzenreihen  werden.     Beschränkt  man  nämlich  in  Formel  1) 

£S  £S  tt 

die  Variabele  0  auf  das  Intervall  —  ä  bis  +  n,  so  sind  — ,  tt— ,  :r— 

7C     23t   Btc 

etc.  echte  Brüche;  dann  ist  femer 

und  hier  lassen  sich   rechter  Hand  alle  Logarithmen  mittelst  der 
Formel 

Z(l— a?)  =  —  a?  —  1««—  |a?» , 

-  l<a?<  +  1 
entwickeln;  dies  giebt 

j(9in0\  _  _     0^     _  j    0^    _  j    jg«     _ 

— ^  *  — ^-^^  —  •  — ^■^—  -^»  .  •  •  . 


0^  1    ^  1     ^* 


3*««        *3*3r*       »3««« 


•  • 


ii 
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Die  vorstehende  Doppelreihe  genügt  den  Bedingungen,  nnter 
welchen  die  Anordnung  nach  Verticalcolonnen  erlaubt  ist,  folglich 
hat  man  auch 

\   e   J  1  \12   ^   22  ^  32  ~        /  3r2. 

3  V16   ^  2«   ^   3«   ^         J  n 

Bezeichnet  man  die  Summen  der  eingeklammerten  Horizont^]- 
reihen  mit  82  ^  S4,  8q  etc.,  so  dass  überhaupt 

ist,  so  geht  die  vorige  Gleichung  über  in, 
.  (sinz\  _       1  S2ier2  g^z^        j  S^z^ 

—  Ä  <;  ;er  <;  +  ^» 
Eine  ganz  ähnliche  Transformation  kann  mit  der  Gleichung  2] 
vorgenommen  werden,  sobald  z  innerhalb  des  Intervalles  —  ^  :r  bis 
•\-  \n  liegt;  mit  Hülfe  der  Abkürzung 


m       ■       Qtn       ■       Km 


erhält  man 

11)     Icosz  =  —  } i \ I 1 , 

—  |Ä<;ef<  +  ijr. 
Die  hier  vorkommenden  Summen   2\^  24,  T^  etc.  lassen  sicli 
wieder  durch  £2»  £^4f  £>6  etc.  ausdrücken;  nach  Formel  8)  ist  nämlich 

1.1.1 


Sm  =  "7^   +  -73-   +  -^r-   + > 


2»»  2"*  4***  6"* 

und  wenn  man  dies  von  Nro.  8)  abzieht,  so  bleibt 

2"  -  1    q     _      1         ,         1        ,         1         ,  _„ 

2«!       '^         1»»     '     3*»    "■"    5«»    -r  •  •  •  —  -^m« 

Demnach  wird  aus  der  Gleichung  11)  die  folgende 

12)  Icosz 

^  _  ,  (22--l)&^2  ^  ,(2^-.l)g,^4  ^  ,(2e-l)jS^x^e 
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Die  Formeln  3)  nnd  4)  lassen  sicli  analog  behandeln,  wobei  man 
dieför  —  hic  <Ci  sf  <^  -\-  kn  geltende  Reihenentwickelung 
e  js  1 


Qcny  —  e-i        (kny 


\k%/ 


J f f I 


Qcny    '    {kny     '     {kny 

za  benutzen  hat;  das  Endresultat  findet  sich  aber  rascher  durch  Dif- 
ferentiation der  Gleichungen  9)  und  12),  nämlich 

,„x  .  1  28<iZ         2S^0^        2S6Z^ 

13)  cots  = i ^ -^ •  •  •  •, 

'  e  n^  7C^  71^  ' 

—  Ä<^<  +  ä;    ^ 

14)  tanz  =  '^'''-p^'+'^''-p'^''   . 

H ^B +  •••• 

Ersetzt  man  in  der  letzten  Gleichung  z  durch  |  z  und  addirt  die 
entstehende  Gleichung  zur  vorhergehenden,  so  erhält  man  noch 

15^     ^^-    ^     ,    (21-1)^2^        (2^-1)5,^3 

15)  cscz  =  —  + +  2i7^5— 

(2^^1)SeZ^ 

—  i?r  <  xr  <  +  Ä, 

wie  sich  auch  durch  Transformation  von  Nro.  6)  finden  würde. 

TJm  endlich  eine  Potenzreihe  für  secz  Zugewinnen,  beschränken 
wir  in  Nro.  7)  die  Variabele  z  auf  das  Intervall  —  |  ä  bis  +  J « 
und  entwickeln  die  einzelnen  Glieder  nach  der  Formel 

WÄ  4  1 

^nar)»— xr«         nn  '  /2;er\8 

XnJtJ 

'  \n7t/    '    \n7t/ 


•  •  •  • 


nn 
Indem  wir  zur  Abkürzung 

1 L  J_  -i l 

im  3m       •       5m  7« 

setzen,  gelangen  wir  zu  folgendem  Ergebnisse 

BchlOmilch,  Analyiia.  I.  16 


16)  U^  = U  .  .  .  . 
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2«^       2*tr3^«       26^£r* 


17)  Becz  =  ^4P  +  ^l-::^^  +  ^^fP  +  ••••» 


—  I^r  <jer<  +  |ä. 


An  die  OleicKungen  14)  und  17)  knüpft  sich  noch  eine  weitli- 
voUe  Bemerkung.  Die  Tangentenreihe  muss  nämlich  gleichfalls  zum 
Vorschein  kommen,  wenn  man  .das  Theorem  von  Mac-L  aurin  un- 
mittelbar auf  die  Function  f(js)  =  tane  anwendet;  es  ist  daher 
innerhalb  der  schon  bekannten  Grenzen 


tane  =  ^ — - — ^e  -j-  i^- — r-^xr»  + 

X  1  •  iS 


und  zwar  bezeichaet  hier  (I)^ianB)o  den  speciellen  Zahlwerth,  wel- 
chen der  Ate  Differentialquotient  von  tanz  far  z  =  0  erlangt  Der 
Vergleich  mit  Nro.  14)  zeigt  erstens,  dass  bei  geraden  h  jederzeit 
(I>*to»j6f)o  =  0  ist,  wie  man  auch  auf  anderem  Wege  leicht  findet, 
und  zweitens,  dass  für  ungerade  k  die  Relation 

,^v                       (D'tanz^  2(2*+^— l)S,.n 

^  1.2.3 h~  «*+i 

besteht.  Um  den  Zähler  linker  Hand  zu  ermitteln,  benutzen  wir  die 
Formel  4)  in  §.  14  für  o;  =  0  und  setzen  zur  Abkürzung 

(D^tane)o  =  r*,  (Ä  ungerade); 

wir  haben  dann  bei  ungeraden  n 

19)  i^n  —  (n)2T«_,  +  (n\rn-4 =  stn|n3r, 

und  hieraus  ergeben  sich  der  Reihe  nach  ti ,  tß^  t^  etc.,  wenn  succes- 
siv  n  =  1,  3,  5  etc.  genommen  wird.     Man  hat  nun  einerseits 

20)  tanz  =  ^^  +  TT2Tl^^  +  1727771'^'  +  '  "  • 

femer  nach  Nro.  18),  wobei  fcu  grösserer  Deutlichkeit  ä;  =  2jp  —  1 
sein  möge, 

^^^  *'-2(2»P-l).1.2...(2i,-l)* 

Aus  der  Formel  19)  geht  hervor,  dass  tj,  ^3,  tß  etc.  ganze  ri^ 
tionale  Zahlen  sind,  und  zwar 

ti  =  1,    r,  =  2,     rß  =  16  etc.; 
betrachtet  man  sie  als  bekannt,  so   zeigt  die  Formel  21),  wie  mit 
ihrer  Hülfe  die  Summen  82^  S4,  S^  etc.  gefunden  werden  können,  z.B. 
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12      '      2^      '      32      '  6 

1   +JL  +  4.+ 


14     •      24      '      34      '  90 


*      •      • 


16     T^    26      ^      36      '  945  ' 

u.  s.  w. 

Was  zweitens  die  Gleichimg  17)  anbelangt,  so  ist  zunächst  klar, 
dass  dieselbe  innerhalb  des  angegebenen  Intervalles  mit  der  Ent- 
wickelung^ 

sec  js  =  1  -^ sf  -f-  — - — - —  ;ef  ^  -f-  •  •  •  • 

1  1  •  ^ 

übereinstimmen  muss;  demnach  hat  man  für  ungerade  h 

(D^  sec  0)0  =  0 

und  für  gerade  k 

^  l  .2  .3  .  .  .k  :n;*+i 

Zar  Abkürzung  sei 

(ly^secz)^  =  ^*i  (k  gerade); 

die  Formel  2)  in  §.  14  liefert  dann  für  a;  =  0  und  bei  geraden  n 

23)  tn   —  W2'Pn~2   +  (n\'^n-4.  —   ••••  =  0, 

woraus  man  r^,  x^^  r«  etc.  erhält,  wenn  man  der  Eeihe  nach  n  =  2, 
4,  6  etc.  nimmt.     Es  ist  nun  einerseits 


.  .  ., 


24)  «ec.=  l+^2.»+3-^^.*  + 

andererseits  nach  Formel  22)  fOr  Ti  ^  2p 

25)  Fäp+i  —  22p  +  2i.2...(2i>)' 
mithin  können  die  rationalen  ganzen  Zahlen 

T2  =  1 ,       1^4  =  5  ,       te  =  61  etc. 
zur  Bestimmung  der  Summen  Ui^  ü^,  üi  etc.  dienen;  so  ist  z.  B. 

_1 Lj^-i =  — 

13  3«    "^    53  32 

u.  s.  w. 

Schreibt  man  in  Formel  23)  rechter  Hand  sin\n%  statt  0,  waa 
bd  geraden  n  richtig  ist,  so  erhält  man  dieselbe  Gleichung,  welche 

16* 
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in  Nro.  19)  für  ungerade  n  verzeiclinet  ist;  demnach  sind  die  Tangen- 
tencoefficienten  nach  derselben  Regel  gebildet  wie  die  Secantencoef- 
ficienten.     Aus  der  Bemerkung,  dass 

secz  -\-  tanz  =  tanQn  -|-  |^) 
ist,  folgt  noch  die  Formel 

26)  tan(Ü7C  +  Iz)  =  l  -f  A^  +  ^,7  +  —^,s+.... 

worin  alle  mit  t  bezeichneten  Coefßcienten  vorkommen. 

Die  Reihen  für  Cotangente,  Tangente  und  Gosecante  stellt  man 
häufig  unter  einer  etwas  anderen  Form  dar,  mit  deren  Angabe  wir 
diese  Untersuchungen  beschliessen  wollen.  Nach  Formel  13)  ist 
nämlich 


l-wl-        ^  S'^'  S,x* 


xcotlx  =  1  — 


dagegen  würde  das  Theorem  von  Mac-Laurin  liefern 

27)        bc.^b=l-T^-i.a;3.4- • 

—  2ä  <  flj  <  +  2ä, 
wobei 

Bip^i  =  —  lD^P(^xcotlxy]o 

gesetzt  wurde.  Aus  Gründen,  die  sich  später  ergeben  werden,  hat 
man  die  Form  27)  vorgezogen  und  die  Coefficienten  ^1,  B^,  B^  etc. 
mit  dem  Namen  der  Bernoulli'schen  Zahlen  belegt;  es  ist  daher 

&p        B2P—1 

2'ip-^n^p  ~  1  .2  .  3...  (2p) 

oder 

^^^  *'-1.2.3...(2|,)' 

und  nach  den  Formeln  13),  14),  15) 

29)        cotz  = -:; — ^z —^^ jff8 

^  e  1-2  1.2.3.4 

2^B,         ^ 


1  .  2  ...  6 

-•  Ä<Är<  +  ä; 
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30)  ^^^^2H2^-1)^.  2«(2i-l)B3^, 

1.2  ^1.2.3.4 

^    1  .  2  .  .  .  6        ^  * 

—  |:«:<£r<  +  ijr; 

oiN  1      .    2(21—  1)^1  2(23—1)53    , 

31)  ^^  =  T+  1.2        ^+1.2.3.4^^ 

.     ^2(25-1)5 

^    1  .  2  .  .  .  6        ^ 

Ein  Mittel  zur  Berechnung  der  Bern oulli' sehen  Zahlen  erhält 
man  durch  Yergleichung  der  Formeln  21)  und  28);  es  folgt  nämlich 

^^)  ^2p-i  —  22P-1(22P—  1)' 

mithin   können    die  Bernoulli' sehen  Zahlen  aus    den    Tangenten- 
coefficienten  hergeleitet  werden,  z.  B. 


6  '    ^  30  '       ^  42  '    ^  30  '    "  66   ' 

7,  691        !>     _    7        „     _  3617  _  43867 

^^'=■2730'    ■   ^^-"6"'    ^'^-"ölo"'    ^^^—"798"'^*'- 

Anfangs  fallen  diese  Werthe,  von  B^  an  steigen  sie  wieder,  und  da 

nach  Nro.  28  bei  unendlich  wachsenden  p 


1 


ist,  so  nehmen  die  Bernoulli'schen  Zahlen  schliesslich  rascher  zu 
als  irgend  eine  geometrische  Progression. 

§.  51. 

Beihenentwickelungen  für  Functionen  mehrerer 

Variabelen. 

Da  nach  dem  Taylor'schen  Satze /(a?  +  Ä)  in  eine  nach  Poten- 
zen von  h  fortschreitende  Reihe  verwandelbar  ist,  so  lässt  sich  der 
Analogie  nach  erwarten,  dass  bei  zwei  Variabelen  x  und  y  die  ge- 
änderte Fimction  F(x  +  Ä ,  2^  +  Ä)  nach  Potenzen  von  h  und  Je  ent- 
wickelbar sein  werde.  In  der  That  macht  sich  dies  leicht  mittelst 
folgenden  Kunstgriffs.  Die  zu  entwickelnde  Function  kann  als  der 
specielle  Werth  angesehen  werden,  welchen  der  Ausdruck 
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1)  f(t)  =  F(x  +  ht,  y  +  Jcf) 

füit=l  annimmt;  als  Function  von  t  betrachtei,  läsßt  sich  f{t) 

nach  der  Mac-Laurin'ßchen  Formel 

f(t)  =/(0)  +  ^t  +  ^P  + 


'""'"  1.2.3. ..(n—1)  "•"  ^ 

in  eine  Beihe  umsetzen  und  hieraus  muss  für  ^  =  1  die  gesuchte  Ent- 
wickelung  von  F(x  -\-h,  y  -\-hy  hervorgehen.  Durch  Buccesaive 
Differentiation  der  Gleichung  1)  erhält  man  die  Formeln 

^'^^  =  dix  +  ht)^  +  8(y  +  &0  ^' 

XL.  S.  W. 

von  deren  Richtigkeit  man  sich  leicht  überzeugt,  wenn  man  F  zuerst 
als  Function  zweier  Variabelen  |  und  iy  behandelt,  welche  mit  t 
durch  die  Gleichungen  S  =  o?  -f"  Ä^  und  rj  =z  y  -{-  ht  verbunden 
sind.     Für  ^  =  0  wird 

f(0)  =  F(x,y), 

92_p  g2jp  82F 

u.  s.  w., 
überhaupt  stimmt  f^^^(0)  mit  dem  vollständigen  mten  Differential 
von  F(Xy  y)  überein,  wenn  man  sich  in  demselben  dx  durch  hj  und 
dy  durch  Je  ersetzt  denkt;  in  kurzer  symbolischer  Form  geschrieben 
ist  also 

Dies  giebt  folgende  Reihenentwickelung 

2)    ■F{x  +  ht,y  +  kt)  =  F(x,y)  +  Q^h+j^k^^t 

/l  1    V8»F 


+  te*  +  8^V       1.2. ...(n—l)'" 
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wobei  noch  der  Rest,  wofür  wir  die  Form  wählen 

durch  F  auszudrücken  ist.  Die  Vergleichung  von  f'(t)  und/'(0), 
f"(i)  imd/"(0)  etc.  lehrt  nun,  dass /(»>(<)  als  Dasjenige  betrachtet 
werden  kann,  was  aus  /^*»^(0)  wird,  wenn  x  -\-ht  iur  X,  und  p -{- kt 
för  y  eintreten;  bezeichnet  man  daher  wie  folgt 

80  ist 

fM(t)  =  Fn(x  +ht,y  +  ht,  h,  &), 
miühin,  wenn  &t  sai  die  Stelle  von  t  gesetzt  wird, 
4x  _ß   _  fFn(x  +  »ht,y  +  »lct,  h,  Je) 

Für  t  =  1  hat  man  schliesslich  folgende  Entwickelung 

5)2r(x+ft.y  +  ifc)  =  J.(:c.y)+^-^"'f'-'^  +  ''''^"'"''''^  +  --- 

Fn-i(x,y,h,7c) 


+ 


1.2.3...(w— 1) 


4- 
'  1.2. 3. ..w 

diese  gilt  aber  nur  unter  der  Bedingung,  dass  die  Functionen  F^  Fi 
-Pii  .  .  .  Fn  stetig  und  endlich  bleiben,  während  x  hia  x  -{-  h  und  y 
^iB  y  -\-  7c  zunimmt. 

Setzt  man  nach  Ausführung  der  in  Nro.  3)  angedeuteten  Diffe- 
rentiationen x=Oj  y  =  0  und  schreibt  dann  x  und  y  für  h  und  Ä, 
so  erhält  man  die  Entwickelung  von  F(Xi  y)  nach  Potenzen  von 
X  und  y. 

Aehnliche  Formeln  gelten  für  Functionen  mehrerer  Variabelen 
und  sind  mittelst  des  anfangs  erwähnten  Kunstgriffs  so  leicht  herzu- 
leiten, dass  eine  nähere  Auseinandersetzung  unterbleiben  kann. 

§.  52. 

Das  IJnendlichkleine« 

In  allen  Untersuchungen  dieses  Capitels  kam  es  darauf  an,  mit- 
telst der  Differentialquotienten  einer  Function  für  letztere  eine  Reihe 
2U  finden;  es  kann  aber  auch  umgekehrt  die  Reihenentwickelung, 
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wenn  sie  schon  bekannt  ist,  zur  Ableitung  der  Differentialquotienten 
dienen.  Gesetzt  z.  B.,  man  habe  durch  irgend  welche  Mittel  für 
fix  +  Ä)  folgende  Reihe  gefunden 

1)    /(OJ  +  Ä)  =  ^  +  ^lÄ  +  ^,Ä2  +  .  .  .  +  Z--1*""'  +  ^»^^ 
^^  >Ko»  X\^-•'llLn—\  bekannte  Functionen  von  x  und  ^,Ä"  den  gleich- 
falls bekannten  Rest  bedeuten,  so  ist  erstens  für  ^  =  0 

2)  /(a;)  =  a:«- 

Diese  Gleichung  werde  von  Nro.  1)  abgezogen  und  der  Unterschied 
mit  h  dividirt;  dies  giebt 

und  beim  Üebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  h 

Setzt  man  femer  in  Nro.  1)  f{x)  für  J^  und  /'(x)  für  %\,  so 
folgt 

/(iC  +  Ä)-/(a!)--f/'(ar) 
5) _ =Z2+Z3Ä  +  -  +  Z--iÄ»-» +*-»•' 

und  bei  verschwindenden.  }k 

6)  ,    =f^  =  Z,    oder  /"(a;)  =  1.2  aj,. 

Den  weiteren  Fortgang  dieser  Schlüsse  übersieht  man  leicht 
und  findet  bei  jedem  ganzen  positiven  m,  wenn  n^  m  genommen 
wird, 

/(«)(a;)  =1.2.3...  m%^. 

Hiermit  rechtfertigt  sich  die  anfangs  ausgesprochene  Behaup- 
tung und  zugleich  ist  ersichtlich,  dass  die  vorausgesetzte  Entwicke- 
lung  1)  mit  der  Taylor 'sehen  Reihe  übereinstimmen  muss. 

An  diese  Ableitung  knüpft  sich  noch  eine  wichtige  allgemeine 
Bemerkung.  Der  Vergleich  von  Nro.  3)  und  Nro.  4)  zeigt  nämlich, 
dass  in  Nro.  3)  das  Hinschreiben  der  Glieder  %f^  Ä,  %^^  h^  etc.  überflüs- 
sig war,  da  letztere  gleichzeitig  mit  h  verschwinden;  aus  demsel- 
ben Grunde  hätte  man  sich  in  Nro.  5)  das  Hinsetzen  der  Glieder 
Zs^y  TU^^  ^^'  ersparen  können.  Beachtet  man,  dass  h  der  Zuwachs 
von  07,  also  =  ^x  ist,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Vorigen  die  prakti- 
sche Regel: 

In  allen  Fällen,  wo  es  auf  die  Ableitung  eines  Diffe- 
rentialquotienten oder  einer  Differentialgleichung 
ankommt,  darf  m«n  die  Glieder  weglassen,  welche  hö- 
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hdre  Potenzen  von  ^x  enthalten,  als  die  Ordnung  der 
DifferentialgleicHang  beträgt. 

Will  man  z.  B.  den  binomischen  Satz  für  ganze  positive  Expo- 
nenten, der  in  der  That  auch  ohne  Differentialrechnung  beweisbar 
ist,  zm*  Bestimmung  Yonc2(af")  benutzen,  so  yerfahrtman  der  obigen 
Regel  gemäss  folgendermaassen;  es  ist 

2i(Ä*»)  =  (oj  -{-  dxy^  —  55*  =  mx^'~'^dx  +  etc., 
mithin  bei  Weglassung  aller  mit  „etc.**  bezeichneten  Glieder 

d{ix^)  =  mx^^'^dx. 

Vielleicht  ist  ein  geometrisches  Beispiel  nicht  überflüssig.  Be- 
deutet fp{x)  die  über  der  Abscisse  OM=x  stehende  Fläche  BOMP^ 
^x  die  Abscissenzunahme  MMi  =z  PU^  y  die  Ordinate  JKf P,  t  den 
Berührungswinkel  UFT  (Fig.  39),  so  hat  man 

Fig.  89.  Fläche  B  OMiFi  ==  Fläche  BOMP 

j  4-  Rechteck  MMi  ÜP 

~     /  +  Dreieck  PVT 

+  Abschnitt  PTP^ 
oder  in  den  obigen  Zeichen  und  mit  Rück- 
sicht auf  den  Umstand,  dass  der  Abschnitt 
0  M    MT    PTPx   einen  Bruchtheil  des  Dreiecks  PPj  V 

ausmacht, 
9)(aj-|-z^a;)  =  9?(a?)  +  y  Jx  +  |tonr  .  /Hx^  +  \Q/!lx^y^ 

-1<9<1;        . 
aaraos  folgt 

und  durch  Üebergang  zur  Grenze  fär  verschwindende  ^x 

— ^^  =  j^    oder    dg)(x)  =  ydx. 

Hier  übersieht  man  augenblicklich,  dass  die  Genauigkeit,  welche  das 
Dreieck  PITT  und  den  Abschnitt  PTPi  in  Rechnung  zog,  am  un- 
rechten Platze  angebracht  war;  man  hätte  kürzer  sagen  können,  „je 
kleiner  ^x  ist,  um  so  genauer  kommt  der  Flächenzuwachs  ^<p(x) 
out  dem  Rechtecke  y^x  überein*'  und  indem  man  die  Worte  „je 
kleiner,  um  so  genauer"  durch  den  Gebrauch  von  d  statt  ^'in  die 
Sprache  der  Analysis  einführt,  gelangt  man  sofort  zu  der  Gleichung 
i^(x)  ==  ydx. 

Dieselben  Bemerkungen  wiederholen  sich  bei  mehreren  Yaria- 
Wen;  so  hat  man  z.  B.  bei  der  Entwickelung  von  d^/ix^y)  alle 
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Grössen  wegzulassen,  die  von  höherer  Dimension  ab  von  der  s^ten 
sind,  nämlich  ^x^^y^  ^x^y'^^  jdx^  etc. 

Nicht  selten  nennt  man  Grössen,  welche  die  Null  zur  Grenze 
hahen,  unendlich  klein  werdende  oder  kurz  unendlich  kleine  Grössen; 
in  diesem  Sinne  sind  die  Differentiale  dx^  dy  etc.  unendlich  kleine 
Grössen,  und  zwar  der  ersten  Ordnung;  Producte  von  zwei  Diffe- 
rentialen, wie  z.  B.  Ja?2,  dx  dy,  dy^,  heissen  entsprechend  Unendlich- 
kleine zweiter  Ordnung,  ebenso  sind 

dx^^      dx^-^dy^      dx^'^^dy^,      dx^—^dyde^  etc. 
Unendlichkleine  von  der  Ordnung  m.     Als  Regel  gilt  dann: 

Bei  der  Bildung  einer  Differentialgleichung  sind  alle 
unendlichkleinen  Grössen  wegzulassen,  deren  Ordnun- 
gen die  Ordnung  der  gesuchten  Differentialgleichung 
übersteigen; 

eine  Ungenauigkeit  ist  hierbei  nie  zu  fürchten,  weil  es  sich  immer 
nur  um  Grenzwerthe  handelt,  und  weil  bei  jedem  solchen  Grenzüber- 
gänge alle  jene  Grössen,  welche  der  Einfachheit  wegen  im  Yorans 
weggelassen  worden  sind,  in  der  That  gegen  die  Null  convergiren 
und  deshalb  auf  das  Endresultat  keinen  Einfluss  ausüben. 


Oap.  VnL 
Die  Functionen  complexer  Variabelen. 

§.  53. 
Die  algebraisohen  Functionen  oomplexer  Zahlen. 

Sowie  man  sich  jede  negative  Zahl  — y  dadurch  entstanden 
denken  kann,  dass  eine  absolute  Zahl  y  mit  der  negativen  Einheit 
multiplicirt  worden  ist  [ —  y  =  ( —  1)  y] ,  so  kann  man  auch  imagi- 
näre Zahlen  bilden,  indem  man  y  mit  der  imaginären  Einheit  V  —  1 
multiplicirt;   dabei  wird  die  Wurzel  im  absoluten  Sinne  genommen 

und  gewöhnlich  zur  Abkürzung  V —  l  =  i  gesetzt,  so  dass  die  Glei- 
chungen 

U«  =  —  1,    **=+!,     *-«  =  ~l,     *«=+!,..•. 
(  »«  =  —  t  ,    i*  ==  4-  i  ,    iT  =  —  t  ,    *»  =  -|-  t  ,  .  .  .  . 

statt  finden.  Aus  einer  reellen  Zahl  x  und  einer  imaginären  Zahl 
%  lässt  sich  femer  ein  Complex  x  -^^  iy  bilden;  dieser  heisst  eine 
complexe  Zahl,  x  ihr  reeller,  y  ihr  imaginärer  TheiL  Während  wir 
nun  bisher  immer  voraussetzten,  dass  die  unabhängige  Variabele  0 
einer  Function  /(js)  auf  das  Gebiet  der  reellen  Zahlen  beschränkt 
sei,  wollen  wir  jetzt  allgemeiner  0  als  eine  complexe  Variabele  be- 
trachten und  untersuchen,  welchen  complexen  Werth  die  Function  in 
diesem  Falle  erhält.  Hierzu  wird  es  aber  nöthig  sein,  auf  die  ersten 
Elemente  der  Buchstabenrechnung  zurückzugehen,  da  alle  bisherigen 
Rechnungsregeln  nur  für  reelle  Zahlen  bewiesen  sind« 

Zwei  complexe  Zahlen  heissen  gleich,  wenn  ihre  reellen  und 
gleichzeitig  auch  ihre  imaginären  Theile  gleich  sind.  Für  o;  =  |, 
Sf  =  ij  ist  hiernach  x  -\-  iy  =^  ^  -\-  ir^  und  umgekehrt. 
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Addition  und  Subtraction.  Unter  der  Summe  zweier  com- 
plexen  Zahlen  x  -{-  iy  und  |  -f  ti^  verstehen  wir  den  Ausdruck 
(a?  +  I)  +  *  (y  +  »?) ;  die  Addition  complexer  Zahlen  geschieht  dem- 
nach eben  so,  als  wenn  i  ein  reeller  Factor  wäre.  Für  die  Sub- 
traction behalten  wir  die  gewöhnliche  Erklärung  bei ,  dass  der  gö- 
suchte  Rest,  mit  dem  Subtrahenden  vereinigt,  wieder  den  Minuenden 
geben  muss.  Hiernach  findet  man  sehr  leicht  (X  +  t  Y)  —  (p-\~*y) 
=  (X  —  x)  +  i(T — y)  ganz  wie  bei  reellen  Zahlen. 

Multiplication  und  Division.  Unter  dem  Producte  zweier 
complexen  Zahlen  versteht  man  den  Ausdruck,  der  ebenso  gebildet 
ist,  als  hätte  man  jene  Zahlen  wie  reelle  multiplicirt  und  dabei 
t^  =  —  1  gesetzt,  nämlich 

Bei  der  Division  behalten  wir  die  gewöhnliche  Definition  bei 
und  bestimmen  in  der  Gleichung 

X  -{-iy  ,     . 

X  +  iY  ^ 

die  Unbekannten  u  und  v  aus  der  Bedingung 
aj  4- 1>  =  (Z  +  iT)  (u  4-  iv)  =  (Xu  —  Yv)  +  i(Xv  +  Yu). 

Diese  liefert  die  Gleichungen 

X  ^=  Xu  --  Yv  ,    y  =:  Xv  +  Yu, 
und  wenn  man  die  hieraus  gezogenen  Werthe  von  u  und  f;  in  die 
obige  Gleichung  substituirt,  so  erhält  man 
„,  ^  +  iy  _Xx+Yy  Xy—Yx 

3;  z  +  iY  "■  Z2  -f  r^  "^    X3  +  r^ 

Zu  dem  nämlichen  Resultate  gelangt  man  auch  dadurch,  dass 
man  linker  Hand  Zähler  und  Nenner  mit  X  —  iY  multipKcirt  und 
die  Gleichung  (X  +  iY)  (X  — «T)  =  X^  +  Y^  beachtet 

Eine  andere  Methode  zur  Ausführung  der  Multiplication  und 
Division  complexer  Zahlen  beruht  auf  der  Bemerkung,  dass  jede 
complexe  Zahl  x  -\-  iy  unter  der  Form  r(cos  0  +  isinO)  dargestellt 
werden  kann.     Aus 

4)  X  i-  iy  =  r(cosO  +  isinO)  =  rcosd  +  irsinO 
folgen  nämlich  die  Gleichungen 

X  =  rcosd  f    y  =  rsinO 
und  diese  geben,  wenn  r  und  0  als  Unbekannte  angesehen  werden, 

5)  x^  +  y^  =  r^,    r  =  Vx^  +  y^ 

e)  ^  z=tanO  9      ö  =  arctan  —  +  & jr, 

^  X  ^ 


complexer  Zahlen.  253 

worin  h  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bedeutet.  Man  nennt 
liier  r  den  Modulus  der  complexen  Zahl  x  -{-  iy  und  nimmt  ihn 
stets  im  absoluten  Sinne;  das  Quadrat  des  Modulus,  also  den  Aus- 
dnick  flj*  -f-  y^,  nennt  man  die  Norm,  6  das  Argument  oder  die 
Amplitude. 

Nach  dieser  Umwandlung  von  x  -^  iy  in  r{co&0  +  isinff) 
ist  es  nicht  mehr  nöthig,  complexe  Zahlen  der  ersten  Form  zu  be- 
trachten. 

Man  hat  nun  bei  gewöhnlicher  Multiplication 

r(cosO  -^isinff)  .  ri(cosOi  -f  isinOi) 
=rri  [cos  0  cos  öi  —  sin  0  sin  0i  +  t  (sin  0  cos  0i  +  cos  d  sin  0i)] 
= rn  [cos  (ö  +  00  +  i  sin  (0  +  0i)], 
der  neue  Modulus  ist  also  das  Product  des  früheren  Moduli,  das 
flcue  Argument  die  Summe  der  gegebenen  Argumente. 

Durch  mehrmalige  Anwendung  dieser  Regel  gelangt  man  zu  der 
allgemeineren  Formel 

7)  fi  (cos  01  +  i  sin  0i) .  ra  (cos  0a  +  «  sin  0a) . . .  rm(cos  0«  +  *  sin  dm) 
=  nra  ...r,„[cos(0i  +  0,  +  ...  +  0,„)  +  tsm(0i  +  0«  +,-  +  0m)]. 

Ganz  ähnlich  verhält  es  sich  mit  der  Division.  Multiplicirt  man 
nämlich  Zähler  und  Nenner  des  Bruches 

r(cosd  4"  isinO) 
ri(cosüi  +  i sin  Öl) 

mit  —(cos Ol  — isindi)^  so  wird  der  Nenner  =  1  und  folglich  ist 

der  gesuchte  Quotient  ' 

f 

—  (cos 6  4-  isinff)  (cosdi  —  isinOi) 

=—  [cosO  cosdi  +  sind  sindi  +  i(sind  cosOi  —  cosO  sinOi) 

oder  zusammen 

Qv  r(cosO  ■}-  isinff)         r   ^     ,^      /i  \  i   .  .  //i      /int 

8)  --^ — - — — .  .     '    =  —  [cos(0  — 0i)  4-«S2n(0  — 0,)]. 
ri(cosOi  4-  «szn0i)        ri         ^  ^-^ 

Potenzirung  und  Kadicirung.  So  wie  man  bei  ganzem  po- 
sitiven m  unter  ß^  das  Product  versteht,  welches  aus  dem  Producte 
'i'a  •  •  •  ^m  för  gleiche  £f  entsteht,  so  möge  [r(cosd  4-  isinff)]^ 
Da^enige  bezeichnen,  was  aus  dem  Producte  in  Nro.  7)  wird,  sobald 
alle  r  und  0  gleich  sind;  man  hat  dann  die  Formel 

9)  lr(cosO  +  istnff)y^  =  r^(cosmO  +  isinmO)^ 
welche  den  Namen  des  Moivre'schen  Satzes  fuhrt. 
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m 


Unter  je?**   verstehen,  wir,  sowohl  bei  reellen  als  bei  complexen  g 
diejenige  Zahl,  deren  nte  Potenz  gleich  £?"*  ißt;  setzen  wir  daher 


m 


10)  [r(cosO  +  isin6f)]*  =  Q(cosri  +  isinr[)j 
wo  Q  und  71  nicht  bekannt  sind,  so  muss  umgekehrt 

[r(cosd  -|-  isinff)]"^  =  [Q(cosrj  +  isinti)]^ 

sein.  Bei  ganzen  positiven  m  und  n  giebt  dies,  dem  Mo ivr ersehen 
Satze  zufolge, 

r^(cosmO  +  isinmff)  =  Q^(cosnri  +  isinnri) 
und  durch  Vergleichung  der  reellen  und  imaginären  Theile, 
Q^cosnri  =  r^cosmd  ,     ^"senwi^  =  r^sinmd. 
Hieraus  erhält  man  zunächst 

m 

?  =  *•". 

wobei  (»  und  r  im  absoluten  Sinne  zu  nehmen  sind.  Durch  Substi- 
tution dieses  Werthes  von  Q  gehen  femer  die  vorigen  GleichuDgen 
in  die  folgenden  über 

cosnri  =  cosmO  ,     sinnri  =  sinmO, 
welche  nur  dann  zusammen  bestehen  können,  wenn  die  Differem 
zwischen  nrj  und  md  ein  gerades  Vielfaches  von  n  beträgt.    Wir 
haben  daher,  wenn  k  eine  beliebige  ganze  positive  oder  negative  Zahl 
bezeichnet, 

a    .    nj  .  mO  +  2kn 

nri  =  mü  +  2 Kit    oder    ri  = , 

n 

und  nach  Substitution  der  Werthe  von  q  und  ij  in  Nro.  10) 

,-.N     r  /      n  i    •«•   fi\i^         ~i       md^2k7t      .  .   mß  +  2k7t\ 

11)  [ricosO-^-tstnO)]     =r    jcos. |-tse» ■ • 

Da  k  das  Gebiet  der  ganzen-  Zahlen  von  —  oo  bis  -f-  oo  durch- 
laufen kann,  so  scheint  die  rechte  Seite  der  vorstehenden  Gleicbusg 
unendlich  viel  verschiedene  Werthe  zu  haben,  doch  ist  dies  nicht  der 
Fall.  Giebt  man  nämlich  dem  k  das  eine  Mal  den  individuellen 
Werth  h,  das  andere  Mal  den  Werth  n  +  Ä»   so  ändert  sich  der 

Bogen  — um  2  7t  und  hat  dann  wieder  denselben  Cosinus 

und  Sinus  wie  vorher;  bei  positiven  k  braucht  man  also  nur  Ä  =  0, 
1 ,  2 ,  .  .  .  (n  —  1)  zu  nehmen.  Femer  bleibt  die  rechte  Seite  der 
obigen  Gleichung  dieselbe  furk  =  —  h  und  f ür  Ä  =  w  —  Ä.  Die 
negativen  k  liefern  also  keine  neuen  Werthe.    Demnach  hat  der  Aus- 
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m 

drack  [r(casö  +  «s«wÖ)]"  nur  n  von  einander  verschiedene  Werthe, 
welche  ans  Nro.  11)  für  ä?  =  0,  1,  2,  .  .  .  (n —  1)  hervorgehen. 

Setzt  man  in  der  allgemeinen  Formel  11)  Ä;  gleich  einem  Viel- 
fachen von  m,  etwa  h  ^  hnt,  und  lässt  in  der  neuen  Gleichung 

[r(co8d  +  tsinO)]  "  =  r    !  cos—^ — ■ -^  +  istn—^ — ■ \ 

fn 
m  und  n  gleichzeitig  in's  Unendliche  wachsen  und  zwar  so,   dass  — 

n 

sich  einer  irrationalen  Zahl  fe  nähert,  so  gelangt  man  zu  der  neuen 

Gleichon^ 

12)  [r(cosö  +  tstnÖ)]i"  =  rf^{co8^{d  +-  2ää)  4-tsm/t(9  +  2h7t)}. 
Hier  ist  h  eine  willkührliche  ganze  Zahl,  und  die  rechte  Seite  hat 
imendlich  viele  versdiiedene  Werthe. 

Wie  bei  Potenzen  mit  reeller  Yariabelen  jer,  so  verstehen  wir 
auch  bei-  einem  complexen  e  unter  g^P  den  reciproken  Werth  von 
z^\  hiemach  ist  z.  B.  für  ganze  positive  m 

1  1 

=  r"~"*  (cos  mB  —  isinm  0) 
und  ähnlich  in  jedem  anderen  Falle. 


§.  64. 
Anwendungen  der  vorigen  Sätze. 

L  Bern  Moivre'schen  Theoreme  zufolge  gilt  die  Gleichung 
cosmO  +  isinmO  =  (cosO  +  tstnö)*^; 
die  recbte  Seite  ist,  m  als  ganz  und  positiv  vorausgesetzt,  ein  Pro- 
dact  aus  m  gleichen  Factoren,  zu  dessen  Ausrechnung  der  binomische 
Satz  benutzt  werden  kann,  weil  die  Multiplication  bei  reellen  und 
bei  imaginären  Factoren  auf  völlig  gleiche  Weise  geschieht.  Nach 
beiderseitiger  Vergleichung  der  reellen  und  der  imaginären  Theile 
gelangt  mau  zu  folgenden  brauchbaren  goniometrischen  Formeln 

1)  cosmO  =  (m\co8^d  —  (m)2cas^''^dsin^d 

•+  (w)4  0ös"*"~*öfifw*d  —  .... 

2)  sinmd  =  (m)ica8"*"~^ö  sind  —  (rnj^cos^^^^d  sin^d 

+  (w»)5C<?s"»~*ö  sin^d  —  .  .  .  • 
oder 
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8)    ^^  =  (*w)o  -  (w)2  tan^d  +  (»w)4  tan^O 

—  (m)s  tan^O  +  •  •  • 

4)    — — r-  =  (m)i  tand  —  {ni)ztan^Q  +  (m)5fan^ö  —  •  •  • 
cos   \J 

IL    Die  Auflösung  der  Gleichung  a?"  =  +  1.      Ana  der 

vorstehenden  Gleichung  folgt  x  =  (+  1)" ;    die    gesuchten   Werthe 
von  X  können  folglich  nach  Nro.  11)  herechnet  werden,   wenn  man 

r  =  1,  ö  =  0,  w  ==  1,  ÄJ  =  0,  1, (n  —  1)  setzt,  und  ßie  sind 

in  der  allgemeinen  Form 

X  =  cos 1-  tsin 


n  n 


enthalten.     Man  kann  hierbei  gerade  und  xmgerade  n  unterscheideD; 
im  ersten  Falle  nimmt  man  der  Reihe  nach 


n— 1 

2     ' 

n+1 

Ä?  =  0,  1,  2, ^  —  1» 

— ,  n— 1,  n— 2, "2  ^    * 

im  zweiten  Falle 

Ä  =  0,  1,  2, 

n  —  1,  n  —  2, 
Für  ein  gerades  n  sind  hiemach  die  Werthe  von  x 

27t         ,   .     2ä 

cos isin , 

n  n 

4b7C         .   .     49r 

cos istn , 

n  n 

%n        ,  ,     e^t 

cos t  stn , 

n  '  n 


cos 

27C 

n 

+  isin 

2% 
n 

» 

cos 

n 

4-  isin 

4tn 
n 

} 

cos 

ßTt 

n 

-|-  isin 

6^ 
n 

» 

(n— 2):r    ,    .  .    (n— 2):r  (n— 2)»        .  .    (w — 2)jr 

cos h  '^s%n  ' —  ,  cos tstn  ^^ ^— . 

n  n  n  n 

dagegen  für  ein  ungerades  n : 
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+  1, 


2«    ,    .  .     2n 
eo8 1-  tstn 


cos 


n 
An 


n 


...     4« 

h  f  s»n > 

n  n 


63r    ,     .  .     63r 
eo8 {-  f  stn 


n 


n 


2x        .  .    2n 

cos tstn , 

n  n 

• 

4^         . .     4^ 

cos f  stn , 

n  n 

ßn         . .     6« 

cos tsin , 

n  n 


n 


n 


(n— 1)ä        .  .    (n— l)jnc  (n— 1)»        .  .    (n— 1)» 

cos i^ 1-  tsm  ' ^—  ,   cos  ' tstn ^— 

n  n 

So  hat  z.  B.  die  Gleichung 

a?«=  +  1 
folgende  6  Wnrzehi 


+  1, 


-  1, 


I-* 


.V^ 


-l  +  t 


.VT 


.VT 


2    ' 


-S-*     2 


m.    Die  Auflösung  der  Gleichung  a;«  =  —  1.    Für  r  =  l, 

0  =  ar,  m  =  1   erhält  man  aus  Nro.  11)  als  allgemeine  Form  der 

Torzeln 

(2k+l)x    ,     .   .    (2h  +  1)ä 

X  =  cos = — ' h  t  stn ' — —  ; 

n  n 

bei  geraden  n  hat  demnach  o;  folgende  Werthe: 


cos  —    +  tstn  —  , 
n  n 

3»    ,     .   .     3ä 
cos V-  t  stn , 


n 


n 


5jr    .    .  .     53r 

cos h  t  stn 

n  n 


cos* —  —  tstn  —  , 
n  n 

Sn         ,  ,     3n 

cos t  stn , 

n  n 

bn         ,  .     hn 

cos %sin , 

n  n 


^i^"^)^    I    •  •    (^— l)3r  (m— 1)ä        .   .    (n--l)Ä 

C03  i \-  %  stn ^—  ,    cos  ~ t  stn ^ 

n  n  n  n 

dagegen  bei  ungeraden  n: 

ScblOmllcli.  AiialyalB.  I.  17 
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-  1, 

COS  —   +  tstn  —  ,  cos  —  —  tstn  —  , 

n                   n  n                   n 

3jnc    .     .  .     3ä  3ä         .  .     3ä 

cos \-  tstn ,  cos t stn » 

n                   n  n                   n 

Btc    ,    .  ,     67t  Ö^r         .  .     ÖÄ 

cos h  t  stn ,  cos t  stn , 

n                   n  n                   n 


(n— 2)»    ,    .  .    (n— 2):r  (n—2)7t        .  .    (w— -2)ä 

cos h  isin —  ,    cos  ^^ tstn — 

n         *  n  n  n 


§.  55. 
Die  ExponentialgTÖBsen  mit  complexen  Variabelen. 

Unter  der  Zahl  e  wurde  der  Grenzwerth  des  AusdmckB  (  1  -j — I 
für  unendlich  wachsende  o  verstanden;  demgemäss  ist 

1  0 

oder,  wenn  Ojer  =  m,  mithin  —  =  —  gesetzt  wird, 

o        fn 

e'  =  lAm    (l  4-  — J   1  i  (für  wj  =  c»). 

Diese  Gleichung  hat  den  Sinn,  dass  die  Exponentialgrösse  als 
Grenzwerth  einer  gewissen  Potenz  angesehen  werden  kann ;  sie  eignet 
sich  daher  sehr  gut  zur  allgemeinen  Definition  der  Exponentialgrösse, 
weil  man  nach  den  vorigen  Untersuchungen  für  jeden  Fall  die  Be- 
deutung der  Potenz  kennt.  Wir  definiren  demnach  e'+'y  durch  die 
Gleichung 

1)  e'+'y  =  Lim  \(l  +  ^-^T]  .  (för  «1  =  oo) 

und  setzen  der  Einfachheit  wegen  m  als  ganze  und  positive  Zahl 
voraus. 

Um  den  angedeuteten  Grenzenühergang  auszuführen,  bringen 
wir  zunächst  die  Basis  der  Potenz  auf  die  Normalform,  nämlich 

2)  1  +  ^^^  =  r(cösö  +  mn0), 
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woraus  sich  ergiebt 


m 


.    L         m  iw2    J 


m 


Beizen  wir  ferner 

ardan =  ^ , 

i+- 

m 
80  folgt  ans  der,  fär  tanO  angegebenen  Gleichung 

ö  =  -O-  +  Tcic, 
wo  Ä;  eine  positive  oder  negative  -ganze  Zahl  bedeutet.     Die  Glei- 
cliimg  2)  lautet  jetzt 

1  +  ?JlI£  =  r[cos(%^  +  Ten)  +  ism(^  +  Äjnr)]; 
fn 

fär  OJ  =  0  und  y  =  0  wird  r  =  1 ,  «O"  =  0 ,  mithin 

1  =  cosJcTt  +  ismÄ^r  ==  cosÄÄ, 

woraus  hervorgeht,   dass  h  eine  gerade  Zahl  sein  muss.     Man  hat 
desswegen  einfacher 

1  +  ^Ltll  =  rCcosd"  4-  ism^) 
m 

und  nach  dem  Moivre 'sehen  Satze 

3)  e*+'y  =  IAm{r"^(cosmd'  +  isinrnd")}  • 

Darin  ist 


'■=0+^+^f. 


^d,  wenn 


2a?        a?^  +  y^  _  J_ 
gesetst  wird,  so  stellt  sich  r"*  unter  folgende  Form : 


'■=0+^)'"=[(>+i)1 


Ail—  .i- 


Bei  unendlich  wachsenden  m  convergirt  —  gegen  die  Null,  mit 

17  • 
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hin  wird  f(  unendlicb  grosä,  and  die  vorstehende  Gleichung  zeigt 
dann,  dass  r^  den  Ausdruck  e'  zur  Grenze  hat. 
Was  femer  md"  anbelangt,  so  ist  identisch 

m^  =  - — rr  •  mtanO^  =  ' 


tan%'  sind'         ,   ,    x 

bei  unendlich  wachsenden  m  convergirt  d"  gegen  die  Null,  —^ 

gegen  die  Einheit,  folglich  md'  gegen  den  Werth  p.     Nach  diesen 
Bemerkungen  zusammen  wird  die  Gleichung  3)  zu 

4)  c'+ '»  =  e'^icosy  +  isiny). 

Fast  genau  dieselben  Schlüsse  sind  auf  die  etwas  allgemeinere 
Exponentialgrösse  a'  anwendbar.     Bei  reellen  e  ist 

«'=«-=^[(>+'f)"]. 

und  wenn  man  diese  Gleichung  als  Definition  für  den  Fall  e  = 
X  -\-  iy  beibehält,  so  findet  man  ohne  Mühe 

5)  a*+'y  =  a'^lcosiifla)  +ts«n(yZa)]. 

Um  zu  entscheiden ,  ob  die  Fundamentaleigenschafb  der  Expo- 
nentialgrösse, nämlich  die  Gleichung  a*  .  a^  =  a'+^,  auch  bei  com- 
plexen  /s  und  ^  richtig  bleibt,  multipliciren  wir  die  Gleichung  5)  mit 

a^+^n  =  a^[cos(rila)  -\-isin(rilay] 

und  benutzen  rechter  Hand  den  Satz 

r(cos6-\-isind).ri(cos0i  +  tsmöi)=rri[cös(0  +  0i)  +  «sin(ö  +  fli)]; 
das  Kesultat  ist 

a'+*>  .  a5+'^  =a'^+^{cos[(if  +  ii)ld}+isin[(jif  +  fl)la]} 

und  es  erhellt  hieraus,  dass  jene  Eigenschaft  in  der  That  für  com- 
plexe  Exponenten  gilt.  Alle  übrigen  Eigenschafben  der  Exponen- 
tialgrösse, wie  z.  B.  (a'y  =  a*',  sind  Folgerungen  der  erwähnten 
Eigenschaft  und  bleiben  daher  gleichfalls  ungestört. 

Eine  brauchbare  Anwendung  der  obigen  Theoreme  ist  folgende. 
In  Formel  4)  setzen  wir  x  =  0,  das  eine  Mal  y  =  u,  das  andere 
Mal  ^  =  —  u,  und  haben  dann 

e'»  =  cosu  +  isinu  ,    c*"'"  =  cosu  —  isinu^ 
mithin  durch  Addition  und  Subtraction 

6)  2C0SU  =  c'»  +  c-'»,     2isinu  =  e'«*  —  r"'«. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich,  wenn  man  beiderseits  auf 
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die  mte  Potenz  erhebt  und  rechter  Hand  den  binomischen  Satz  für 
ganze  positive  m  anwendet, 

7)  2^co8^u 

8)  2^  i^  sin^  u 

Hier  kann  man  jede  Exponentialgrösse  wieder  in  Cosinus  und  Sinus 
amBetzen  und  nachher  die  reellen  und  imaginären  Theile  auf  beiden 
Seiten  vergleichen.     Aus  Nro.  7)  erhält  man  so 

2»»  cos"^  u 
=  (m)e  cosmu  +  (m)i  cos(m —  2)  w  +  W2  eos(m —  4)  w  +  •  •  •  • 

Nicht  überflüssig  ist  es,  die  Fälle  eines  geraden  und  eines  unge- 
raden m  zu  unterscheiden.  Bei  geraden  m  giebt  es  einen  mittelsten 
Binomialcoefficienten  (m)i      und   jeder    andere  Goefficient    kommt 

2«! 

zweimal  vor;  daher  lassen  sich  die  mit  gleichen  Coefflcienten  ver- 
sehenen Summanden  vereinigen,  was  nach  beiderseitiger  Division  mit 
2  zu  folgender  Gleichung  führt: 

9)  2^"^  cos^u 

=  (w)o  cosmu  +  (m)i  €Os(m —  2)  w  +  (ni)2  Cös(m^— 4)  w  +  •  •  •  • 

•  •  •  +  (w)i         cos2u  +  IWi    . 

gm — 1  sw 

Dagegen  ergiebt  sich  für  ungerade  m: 

10)  2^-^cos'^u 

=  (w»)e  cosmu  +  (m)i  co3(m — 2)  u  +  (m)^  cos(m  —  4)  w  -f"  *  •  • 

Die  Gleichung  8)  gestattet  eine  ganz  ähnliche  Behandlung,  und 
zwar  findet  man  bei  geraden  m: 

Im 

11)  (—1)*    2'»-ism"»w 

=^(m\cosmu  —  (m)iCos(m — 2)u-\-  (m)2C0s(m — 4)w  —  •  •  •• 


im — 1  ,    .  _        .     ,         .Sm 


+  (-1)*'"    \m\        cos2u  +  (^iy"l(m\    , 

jm — 1  gm 

dagegen  bei  ungeraden  m: 

12)                             (— l)«^'""^^2"»-ism'~w 
=  (t»)o »inmu  —  (m)i  sm(w» — 2)u  -\-  (m)^ sin(m — 4)i*  — 

•  •  •  +  (— 1)*  (w)i  sindu  +  (—1)*  (m),  smw. 
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Die  hier  entwickelten  vier  Gleichungen  bilden  gewissermaassen 
die  Umkehrungen  der  beiden  Gleichungen  1)  und  2)  in  §.  54. 

§.66. 

Die  Logaritlimen  complexer  Zahlen. 

Unter  dem  allgemeinen  Logarithmus  einer  Zahl  %  ver- 
stehen wir  jede  reelle  oder  complexe  Grösse  jgr,  welcher  die  Eigen- 
schaft e*  :=  t  zukommt.  Bezeichnen  wir  diesen  allgemeinen  Loga- 
rithmus von  t  mit  L  t  und  setzen 

1)  L  (i  +  iti)  =  X  +  iy, 

wo  X  und  y  vorläufig  noch  unbekannt  sind,  so  muss  umgekehrt 

oder 

c*  {cosy  4-  isiny)  =  |  -j-  1 1^ 

sein.    Die  beiden  hieraus  folgenden  Gleichungen 

2)  e*cosy  =  S,        c*smy  =  ij 
liefern  erstens 

3)  e'  =  VWT^\        «  =  |^(l' +  »?'), 

und  zwar  nehmen  wir  das  Wurzelzeichen  im  absoluten  Sinne,  weil 
e*  bei  reellen  x  nicht  negativ  sein  kann.  Die  Gleichungen  2)  werden 
durch  Substitution  des  Betrages  von  e*  zu  den  folgenden 

4)  cosy  =  ^  ,  siny  r= 


5)  tany  =  -j-,   '  y  =  ardan  -?*  +  *»»«, 

wo  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet,  die  sich  etwas  n&her  be- 
stimmen lässt,  wenn  man  die  Fälle  eines  positiven  und  eines  nega- 
tiven I  unterscheidet.  Für  i^  =  0  wird  nämlich  y  =  +  m  ar  und 
nach  Nro.  4)  cosy  =  -j-  1  oder  cosy  =  —  1,  je  nachdem  |  positiv 
oder  negativ  ist;  hieraus  geht  hervor,  dass  im  ersten  Falle  m  eine 
gerade,  im  zweiten  Falle  eine  ungerade  Zahl  sein  mu8§.  Bezeichnet 
k  irgend  eine  positive  ganze  Zahl,  so  haben  wir  vermöge  der  Werthe 
von  X  und  y  folgende  Formeln:  für  ein  positives  |: 

6)  -L  (S  +  iri)  =  II  (|2  +  n')  +  «  [ardan-l  ±  2kn\ 
dagegen  für  ein  negatives  |: 


9)       i  (1  +  in)  =  \l  (I«  +  i?0  +  iardan  l+L(+  1), 
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7)  £(l  +  «i?)  =  im«  +  i?«)  +  *Tarcfan|-±(2ÄH-l)jr]. 

In  dem  sehr  einfachen  Falle  |  =  +  1  und  17  =  0  erhalt  man 
hieraus 

8)  L{+l)  =  ±2Joni,        i;(— l)  =  ±(2Ä?  +  l)»t, 
mithin  kann  bei  positiven  $ 

1 

und  bei  negativen 

10)  L  (|+ti?)  =  II  a^  +  n')  +  iardan  |  +  i  (-1) 

gesetzt  werden.  Die  unendliche  Vieldeutigkeit  der  Logarithmen  wird 
fibrigens  nicht  überraschen,  wenn  man  sich  erinnert,  dass 

li  =  Um  [n  (Y^—  1)].        (für  n  =  00) 

ist  und  dass  ytt  den  Untersuchungen  des  §.  54  zufolge,  n  verschie- 
deoe  Werthe  besitzt. 
Aus  der  Gleichung 

ergiebt  sich  bekanntlich  die  Haupteigenschafb  der  Logarithmen 

jene  Relation  besteht,  wie  in  §.55  gezeigt  wurde,  auch  bei  com- 
plexen  jSj  and  z^,  mithin  gilt  die  letztere  Eigenschaft  gleichfalls  bei 
complexen  £1  und  t^-  Eine  Anwendung  des  Satzes  besteht  darin, 
dass  man  die  Werthe  von  !>({  +  itji)  und  ly(f  —  ir^)  nach  Formel  6) 
oder  nach  Formel  7)  entwickelt  und  die  beiden  erhaltenen  Gleichun- 
gen Ton  einander  abzieht;  man  findet  so 

11)  L  (i^4^)  =  2  i  Iardan  j  ±  »«), 
vo  h  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bedeutet. 

§.57. 

Die  goniometrlBchen  und  cyolometriselien  Functionen  mit 

oomplezen  Variabelen. 

L    Die  in  §.  55  Nro.  6)  entwickelten  Gleichungen 
C08U  = ,  sinu  = — 

2  2t 


''cos(x-\'  iy)  = 
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wollen  wir  als  die  allgemeinen  analytischen  Definitionen  von  co$\k 
und  sinu  beibehalten;  es  ist  dann 

cos(tv)  = = . 

.    ..  s        e""  —  «+•        .c"  —  e-" 
stn(tv)  =  ^. =  t , 

und  überhaupt  bei  complexen  u  ^=  x  -^  iy 

2 =  2  ' 

sin(x  +  iy)  = —  =^ 

oder,  wenn  man  c+'*  sowie  e~'*  durch  cosx  und  sinx  ausdrüokt, 

1)  cos(X'\-iy)  = cosx  —  i r sinx, 

2  40 

2)  sm(a;  +  «y)  =  — stnx  +  t r cos«. 

2  ^ 

Vermöge    der   Werthe  von    C08(iy)  und   sin(iy)   kann  man  dafor 
schreiben 

cos  (a;  +  iy)  =  cosa?  cos(iy)  —  sinx  sin{iy) , 
sm  (x  +  «^)  =  sina?  cos  (iy)  4-  cosic^«n(«y) , 
woraus   hervorgeht ,  dass  die   bekannten  Formeln  für    COS  (a  -f  ß) 
und  sin  («  +  ß)  auch  bei  imaginären  ß  richtig  bleiben.     Die  Glei- 
chungen 1)  und  2)  liefern  ferner 

cos^(x-\'iy)  +  sin^(X'\-iy) 

/c»  +  c-y\«      /cy  —  ß-A« 

=  [—2—)  -  [—2—)  = '' 

die  Relation  cos^  jer-|-  stn^jer  =  1  besteht  daher  auch  bei  complexen  z. 

Für  die  übrigen  goniometrischen  Functionen  behalten  wir  die 
gewöhnlichen  Definitionen 

1  ^  sinz 

secz  = ,     ta/ne  = u.  s.  w. 

cosz  cose 

ungeändert  bei.     Hiemach  ist  z.  6. 

//.«  u  A.  i-A  —  (gy  +  e^Qg^na?  +  Hev '-e-if)co8X 

tanyx  4-  tv)  ^  / — \ r TT ^ — T^% 

^   ^   ^'       (ev -{- e-»)  cosx  —  i(ev  —  e-v) sinx* 

oder,  wenn  man  den  Nenner  durch  Multiplication  mit 

(ey -|- c— y)  cos  aj  -|-  i{ev  —  c~y)stnjj 

reell  macht, 
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3)  tan  (a?+  %y)  =  ^   ,    _ ^ — ^. 

V    I     ^/        ^  ^  2cos2x  +  er-^ 

Auf  gleiche  Weise  lassen  sich  alle  übrigen  goniomeirischenFonc- 
tionen  des  complexen  Bogens  x  +  iy  auf  die  Fonn  <p(x,y)  +  ^^'(^«Sf) 
bringen. 

Die  beiden,  in  den  vorigen  Formeln  öfter  yorkommenden  Func- 
tionen 

er  +  c-i'       ,  ^  —  r^ 

und  

2  2 

nennt  man  nicht  selten  den  hyperbolischen  Cosinus  und  den 
hyperbolischen  Sinus;  man  bezeichnet  sie  entweder  mit  So^.y 
und  ©my  oder  zweckmassiger  mit  cshpy  und  snhpy.  Dieselben  be- 
sitzen u.  A.  die  Eigenschaften 

cshp^y  —  snhp^y  =  1,    snhp2y  =  23nkpycshpy^ 

welche  gewissen  goniometrischen  Formeln  analog  sind. 
Nach  dieser  Bezeichnung  hat  man  folgende  Relationen 

cos{x  +  iy)  =  eosx  cshpy  —  isinx  snhpy^ 
sin(x  -f  iy)  =  sinx  cshpy  -\-  ieosx  snhpy^ 

tan{x  +  iy)—  ^^^x  +  cshp2y' 
^,      .    .  V  sin2x  —  isnhp2y 

coHx  +  «y)  =  -  ^,^  _  ^^ay  ' 

n.  a.  Unter  dem  Symbole  Ärcsin^  verstehen  wir  im  Folgenden 
jede  reelle  oder  complexe  Grösse  is,  welcher  die  Eigenschaft  stnjp  =  | 
zukommt.  Hiemach  gilt  für  ein  reelles  $,  dessen  absoluter  Werth 
die  Einheit  nicht  übersteiget,  die  Formel 

i)  Ärcsin^  =  m«  +  arcsin^,     (|*  ^  1); 

dabei  ist  m  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl,  und  es 
entspricht  das  obere  Vorzeichen  einem  geraden,  das  untere  einem 
ungeraden  m. 

Setzt  man  allgemeiner 

5)  Aresin  (^  +  tiy)  =  a?  -f-  ty, 

wo  X  und  y  vorläufig  unbekannt  sind,  so  folgt  umgekehrt 

m  {x  +  iy)  =  S  +  «1?, 

d.  L  nach  Nro.  2) 

sxnx  +  % T cosx  =  g  +  »iy, 
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2 ^***^  ~  ^'  2 ^^^  ~  ^' 

die  sich  folgendermaassen  auflösen  lassen. 
Man  erhält  zunächst 

X )     +   gi„2j.  =   1    +   I»   +   ,,», 


c- 


und  wenn  hierzu  die  Gleichung 

ev  +  er-y    ,  ^  ^ 

2  . stnx  =  2f 

erst  addirt,  dann  subtrahirt  wird,  so  entsteht  linker  Hand  jedesmal 
ein  vollständiges  Quadrat,  woraus  folgt 

ev  +  er-y 


6) 


2 


+  sina?  =  V(l  +  1)^  +  V^ 
—  sma?  =  V(l  —  1)9  +  1^3. 


2 

Die  Wurzelwerthe  müssen  hier  im  absoluten  Sinne  genommen  wer- 
den, weil  bei  reellen  y  und  x 

\(f  +  e-i')  >  1,    sinx  <  1 

mithin  jeder  links  stehende  Ausdruck  positiv  ist.  Die  Gleichungen  6) 
führen  nun  zur  Eenntniss  von  x  und  y\  setzt  man  nämlich  zur  Ab- 
kürzung 

7)  Ö  =  |{V(i  +  §)»  +  1?»  +  V(i  -  g)^  +  1?"»}. 

8)  tr  =  |{V(1  +  D»  +  ij»  -  V(l  -  D«  -f  ij»}, 

so  folgt  erstens 

Bina?  =  r  mithin  a?  =  Aresin  r, 

zweitens 

^^^-i^  =  6  mithin  3^  =  ?(<y  +  V<y«  —  1). 

Wegen 

kann  man  den  Werth  von  y  auch  in  folgender  Form  schreiben 

y  =  ±l(ö  +  1/(J2  —  1) 
und  hat  dann  yO^  —  1  im  absoluten  Sinne  zu  nehmen.  Bezeichnet 
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t  eine  reelle  positive  oder  negative  Einheit,   so  ist  vermöge  der 
Werthe  von  x  und  y 

Ärcsin  (|  +  »i?)  =  Ärcsint  +  iel  (6  +  V<y«  —  1) 
oder  wenn  Arciint  durch  aresint  ausgedrückt  wird, 

9)  Arc9in  (|  +  tri)  =  «•«  +  (— 1)~  arcsint  -{•iBl(6  +  V<y«  —  1). 

Um  zu  bestinunen,  in  welchen  FSUen  s  =  4~  1  ^u^cl  in  wel- 
chen B  =  —  1  zu  nehmen  ist,  setzen  wir  speciell  |  =  0  nnd  1}  als 
positiv  voraus ;  es  liegt  darin  keine  Beschränkung  des  ij,  weil  t( — if) 
=  ( —  t)fl  ist  und  daher  ein  etwaiges  negatives  Vorzeichen  des  fj 
auf  Rechnung  von  i  geschrieben  werden  kann.     Für  die  erwähnten 

Werthe  von  |  und  iy  ergiebt  sich  T  =  0,  <J  =  Yl  +  ij*  mithin 

Aresin  (irf)  =  m«  +  icKVi  +  ^*  +  ^)> 
umgekehrt  muss  also  die  Gleichung  bestehen 

10)  tij  =  sin  [mx  +  i6l(yi  +  i?«  +  i?)]. 
Setzt  man  vorübergehend 

z(i/r+i5  + ,)  =  X, 

woraus  folgt 

11)  c^  =  l/i  +  1^3  4-  ij,    e-*  =  Vi  +  1?«  —  ly, 

so  erhält  man  aus  Nro.  10). 

f  ij  =  sin  (mn  +■  isX)  =  cosrnn  .  sin  (isX) 

=  (—  !)•»  6stn(a)  =  (—  !)•»  6t  2"^ 

iiat  nach  Nro.  11) 

iri  =  (—  i)m  sir^  mithin  a  =  (—  1)"*. 
Zufolge  von  Nro.  9)  gilt  nun  die  definitive  Formel 


12)    Äresinii  ^.  ^i?)  =  wi «  +  (—  1)"*  {arcsint  +  il(6  +  y<j2— 1)}, 
worin  m  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet. 

Versteht  man  unter  aresin  (^  +  iif)  denjenigen  speciellen 
Werth  von  Ärcsin  (|  -J-  irf),  welcher  für  m  =  0  zum  Vorschein 
kommt,  so  ist 


13)  aresin  (^  +  iri)  =  arcsint  +  il(6  +  Yö^  —  1), 
und  daraus  geht  hervor,  dass  die  Belation 

14)  Ärcsint  =  mn  +  ( —  l)^arcsint 
aucli  für  complexe  g  gültig  bleibt. 

Als  specielle  Fälle  sind  die  folgenden  der  Erwähnung  werth. 
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Für  ri  =  0  und  l^  <;  i  liefern  die  Formeln  7)  und  8) 

^_i  +  |  +  (i-|)_        ,_i+l-(i-S^_> 

2  '  2 

mithin  wird  nach  Nro.  13)  aresin  ^  =  arcsm  {.  Dagegen  ist  fär 
1?  =  0  und  |2  >  1 

mithin 

16)  arcsin^  =  \n  +  iZ(|  +  V^»  —  1),    |»  >  1; 

dieses  Besaltat  wird  nicht  überraschen,  wenn  man  beachtet,  dass 
einem  die  Einheit  übersteigenden  Sinns  kein  reeller  Bogen  ent- 
sprechen kann. 

Für  1  =  0  ergiebt  sich 

16)  arcsiniiri)  =  il(^l  +  ^^  +  ^). 

b.  Bei  reellen,  das  Intervall  —  1  bis  +  1  nicht  überschreitenden 
{  bedeute  Ärccos^  irgend  einen  Bogen,  welcher  £  zum  Cosinus  hat, 
dagegen  arccos^  den  kleinsten  (d.h.  den  zwischen  Ound^  fallenden) 
jener  Bögen;  es  ist  dann 

17)  Ärccos^  =  2mn  ±  arccosl,    (|*  ^  1), 

wobei  m  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet 
und  ebensowohl  das  obere  als  das  untere  Vorzeichen  von  arcco^l 
gut. 

Es  sei  nun  allgemeiner 

18)  Arcco8{l^  +  ti^)  =  0?  +  *yi 
so  folgt  umgekehrt 

cos{x  +  iy)  =  I  +  «1? 
d.  i.  nach  Formol  2)  und  durch  Ycrgleichung  der  reellen  und  ima- 
ginären Theile 

ey  +  r-«'  ^  ev  —  er»   , 

cosx  =  §, —  smx  =  —  ly. 

Mittelst  einer  ähnlichen  Rechnung  wie  im  vorigen  Abschnitte 
findet  man  hieraus 

^"^"^  +  cosx  =  V(l  +  %y  +  1?«, 

'^  +  ^-  CO««  =  1/(1  -  g)«  +  1?». 
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cof «  =  T  mithin  x  =  AfeeosXj 


^  + 


=  6     ,         y  =  bJ(6  +  y<^  -  IX 


2 

also  nach  Nro.  18)  wenn  gleichxrätig  Arccas  v  durch  areoos  v  aus- 
gedrückt wird, 

19)  Arecos  (|  +  iri)  =  2mar  ±  areeast  +  t  aI(<J  +  y  tf«  —  IX 

Zur  Beatimnumg  yon  e  dient  wieder  die  Specialudrnng  £  =  0;  aie 

giebt 

Arceos(ifi)  =  2m%  ±  |«  +  f«I(yi  +  ly«  +  ij) 
und  umgekehrt 

tiy  :=  eo8(2iiiar  +  |«  +  «eil)  =  +  stn(t«il) 
=  +  £sm(til)  =  +  «tiy. 
Hieniach  ist  £  =  —  1  oder  =  4"  ^  zn  nehmen,  je  nachdem  arecos  T 
In  Nro.  19)  das  obere  oder  das  untere  Vorzeichen  hat;  die  allgemeine 
Fonnel  lautet  also 

20)  Arecosii  +  irf)  =  2mn  ±  [arccost  —  il(6  +  y<j«  _  1)} 
Definirt  man  arcco8(^  4"  ^V)  durch  die  Gleichung 

21)  arccos(^  +  iri)  =  arccosz  —  il(ö  +  ^ö»  —  IX 
80  erhellt  augenblicklich,  dass  die  Relation 

22)  Ärccos^  =  2fnn  +  arccost 

auch  für  complexe  t  gilt.  Ebenso  zeigt  die  Addition  der  Gleichungen 
13)  and  21),  dass  die  Gleichung 

23)  arcsint  +  arccost  =  l^r 
allgemein  richtig  bleibt. 

c.  Dem  bisherigen  analog  bezeichne  Ärdan^  irgend  einen 
Bogen,  dessen  Tangente  die  reelle  Zahl  |  ist,  es  besteht  dann  die 
Relation 

24)  Arctani  =  mn  +■  arctan^, 

worin  m  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet 
Setzt  man  allgemeiner 

25)  Ärdan  (^  +  »^)  =  «  +  iy^ 
80  ist  umgekehrt  mit  Beachtung  der  Formel  3) 


f  +  *^  =  ^o>n{x  +  iy)  = 


8in2x  +  t.f(e^y  — e-»y) 


cos2x  +  i(c2y  +  e-ay). 
oder  wenn  man  für  den  Augenblick  die  Abkürzungen 

l(e2y   ^    ^2F)  =  ^^       l(g2y   _   ^2y)  ^  ^ 


1 

■ 
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einführt  und  beiderseits  die  reellen  sowie  die  imaginären  Theill 
vergleicht,  ] 

26)  g*^2g^       _  t  ^  _  ^^ 

C082x  +  w  '       C082x  +  <* 

Subtrahirt  man  die  Quadratsamme  dieser  Gleichungen  von  der  EinJ. 
heit  und  dividirt  den  Rest  durch  2,  so  erhält  man  wegen  1  — 
8in^  2x  =  co8^2x  I 

cos2x  1  --  (g8  +  iy«)  I 

C082x  -\-  u  2  ' 

der  Quotient  aus  der  ersten  Gleichung  in  Nro.  26)  und  der  yo> 
stehenden  Gleichung  liefert 

2t 

tan2x  =  z t^^. — s^ 

1  -  «^  +  V') 

und  daraus  folgt 

2| 


27)  X  =  \Arctm  j-  ^g,  ^  ^,^ 

Addirt  man  die  Quadratsumme  der  Gleichungen  26)  zur  Ein- 
heit  und  dividirt  die  Summe  durch  2,  so  erhält  man  wegen  1  +  <^' 

=  1*2 

u  ^  1   +  g2  -f.  1^2 

co82x  -{-  u  2 

In  Verbindung  mit  der  zweiten  Gleichung  in  Nro.  26)  giebt  dies 
weiter 

u  +  ^    ^  i  +  t'  +  n^  . 

cos2x  +  u  2  "^  ^' 

cos2ä  +■  «  2  ^' 

femer  durch  Division 

ü±_?  =  ll±iL±^ 
«  — »     I*  +  (1  —  ij)*' 

Znfolge  der  Bedeatongen  von  tl  und  v  ist  die  linke  Seite  dieser 
Gleichung  einerlei  mit  e^* ,  daher 


«-iirti+ii+jin. 


Nachdem  hiermit  die  Werthe  von  x  und  y  bestimmt  sind,  gilt  nach 
Nro.  25)  die  Formel 
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28)  ArOcm  (|  +  «i?)  =  \Arctan  ^  _  ^^^ 

^  *  LI»  +  (1  -  m' 

welche  aber  einer  weiteren  Discnssion  bedarf,  weil  der  reelle  Theil 
rechter  Hand  eine  Unterbrechung  der  Gontinnität  erleidet,  sobald 
der  Nenner  1  —  (f*  +  ^*)  ^xxa  dem  Positiven  dnrcb  Null  ins 
Negative  übergebt. 

Ist  nun  erstens  |'  -|-  ^'  <C  1»  so  l^ann  man  schreiben 

29)  Ardan  (|  +  i^) 

oder  für  I  +  *^  =  9^^ 

Ardan  {Qff^) 

*V  1  —  PV  U  +  e^  —  2pmcDj 

mithib,  wenn  der  echt  gebrochene  Modulus  Q  bis  zur  Null  yer- 
mindert,  (O  dagegen  nicht  geändert  wird, 

Arctan  0  =  \mn  d.  h.  tan\mn  =  0: 

hieraus  folgt,  dass  m  eine  gerade  Zahl  sein  mnss. 
Im  FaUe  |«  +  i?*  >  1  hat  man 

30)  Aräani^  +  t«?) 

oder 

Ardan(Q^^) 

i/  ^      2Qcosto\    ,    1.7  /^  +  P'  +  2psfna>\ 

=  |(  ifiÄ  —  arcton  -^^ ^  )  +  hU  ,        %        o      ■ — ) 

*\  p^  —  1/  \1  +  P*  —  2pstno/ 

uid  specieller  für  p  =  oo ,  o  =  0 

ulrofan  00  =  |fft9r  d.  h.  tanlmjt  =  oo 

wonach  m  eine  angerade  Zahl  sein  mnss. 

Aus  den  Formeln  29)  und  30)  ergiebt  sich  nun,  wenn  in  der 
ersten  m  =  2»,  in  der  zweiten  iw  =  2n  +  1  gesetzt  und  unter  n 
eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  verstanden  wird, 
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2£ 
.     31)       Ärctan  (^  +  tri)  =  n»  +  larctm  ^  _  ^^      ■ 

+  i*^  [|s  +  (1  _  ^)2}     I^  +  ^»<1. 

32)  Ärdm  (|  +  tij)  =  w  »  +■  H  «  —  arcian  ^^  ^ ^j 

+  ji? r|i±iL±j)n  |.  +  «,>i 

^  *  U»  +  (1  —  i?)»J*  *  + 1  •>  '• 

In  dem  speciellen  Falle  n  =  0  schreiben  wir  arcton  statt 
Arctan  nnd  haben 

2* 

33)  arOan  (J  +  tij)  =  Jarrfan  ^  _  ,y^  ,      „ 

+  -*»«  [|,  +  (1  _  ,),J'      I»  +  1?*  <  1- 

34)  arcton  (|  +  «i?)  =  jf»  —  arcton  rr— ; — | r  ) 

\  6*  +  ^^  —  1/ 

*   U»  +  (1  -  ij)d'    *  ^  ^  -^  ' 

der  Vergleich   mit   den    vorhergehenden  Formeln  zeigt,   dass  die 

Relation 

Ärctan^  =  n%  +  arctan^ 

auch  bei  complexen  ^  richtig  bleibt. 

Für  1^0  ergeben  sich  die  besonderen  Formeln 


35) 


ardan(i7i)  =  \il  L  _  M, 

arctan(iri)  =  \\n;  +  il  Q—^Al      rj' 


^*<1, 


>1. 


Auf  ähnliche  Weise  können  Ärccot  (|  +  ii^),  Ärcsec(l^  -\-  iri) 
und  Ärccsc(^  +  *^)  entwickelt  werden,  doch  sind  diese  Functionen 
von  so  seltenem  Gebrauch,  dass  wir  ihre  Discussion  übergehen 
können. 
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§.58. 


Differentiation  complexer  Ausdrucke. 


Den  Yorigen  Untersnchmigen  zofolge  kann  eine  Function,  welche 
ausser  der  Vaidabelen  e  noch  die  imaginäre  Einheit  %  enthält,  auf 
die  Norm&lform 

1)  f(z,i)  =  q>{z)  +  H'{z) 

gebracht  werden,  dann  läset  sich  aber  anch  eine  bündige  Erklämng 
über  den  Differentialqnotienten  von  f{z^i)  geben.  Unter  f  {z^x) 
versteht  man  nänüich  den  Ansdmck  ^f  iß)   -|~   ^'^*  iß)   luid  es  ist 

daher 

dz  dz  dz 

Dieser  Definition  folgend  wollen  wir  die  Differentialqnotienten 
der  einfachen  Functionen  complexer  Yariabelen  aufsuchen. 

Die  Potenz.     Setzen  wir  nach  §.  53 
(a?  +  iy)f*  =  \r{cosO  +  %sinO)Y  =  rf^cos^O  +  «r/*stnfA0, 

r  =  I/ä»  +  y«,  tanO  =  ^, 

so  erhalten  wir  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  x 

dx  ^  ^    dx       ^  ,  ^    ex 


+  t  Wrf^cosiie  ^  +  iirf^-^füniie  |^]; 


es  ist  aber 

Bchlflmiloh,  AnalytU..!.  18 
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9Ö y       sind 

dx  «*  +  2/3  "V  ' 

—  =  +  =  +  cos  ö, 

mithin  nach  Substitution  dieser  Werthe  und  gehöriger  Zusammen- 
ziehung 

d[(x  +  ivY] 

dx  ~  '**'^""'  ^^^  ""  ^^^  +  it^rf^-^sinQt  -  l)fl 

=  p.rf*-^[co8(ii  —  1)0  +  isinifi  —  l)ö] 
d.h. 

0  X 

Durch  eine  gleich  einfache  Rechnung  findet  man 

4)  g  =  tf*(«  +  ty)^"\ 

und  nun  folgt  aus  den  Formeln  S)  und  4),  dass  die  Differentiatk 
einer  Potenz  mit  complexer  Basis  ebenso  auszuführen  ist,  als  wenn 
i  ein  reeller  Coefficient  wäre. 

Die  Exponentialgrösse.  Durch  Differentiation  der  Gleichong 

e*+^=  e*  cosy  +  ie^siny 
erhält  man  augenblicklich 

5)  -^ =  e^cosy  +  ie'siny  =  e***^, 

0  X 

.6)  — —  =  —  e^siny  +  ie^cosy  =  tV+^; 

wie  man  sieht,  bleibt  auch  hier  die  Differentiationsregel  ungestört. 

Der  Logarithmus.     Die  Formeln  6)  und  7)  in  §.  56  können 
in  die  folgende  zusammengezogen  werden 

LH  +  ir[)  =  1J(I*  +  n'^-\-i  (ardm  ^  +  c), 
wo  e  eine  von  |  und  i]  nnahh&ngige  Grösse  bezeichnet;  daber  ist 
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cZd-'-ti;) I       _  .      1?       _  i  —  91 

aS  1*  +  «?»       *l*  +  iÄ*       £*  +  «?• 

_       1 

^  eil         ""1^  +  12^"^    1^  +  12*  ~    1^  +  12« 

.      1 

Aach  hier  geschieht  die  Differentiation  ebenso,  als  wenn  t  reell  wSre» 
Die  trigonometrischen  Functionen.     Ans  der  Gleichung 

stn(z-\-%ff)  = stnx  +» 5 cosx 

erhalt  man 

9)  g^  =  —2 ««^  -  •— 2 ^'^^ 

=  cos(a?  +  iy), 

10)  '  ^^  = 7; «na? -f  t — -^^ cosjc 

'  dy  2*2 

=  tcos(fl5  +  iy). 

Für  die  übrigen  trigonometrischen  Functionen  ist  ebenso  leicht 
nachzuweisen,  dass  die  gewöhnlichen  Differentiationsregeln  unge&ndert 
bleiben. 

Die  cyclometrischen  Functionen.  Setzen  wir,  wie  in 
§.  57,  Nro.  4) 

Arcsin(^  +  tri)  =  x  +  iy, 
wobei  zwischen  x  und  y  die  Gleichungen 

stnx=^%^ cos«  =  17 

stattfinden,  so  haben  wir  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  | 
folgende  drei  Gleichungen 

.  'd Aresin  (|  +  tiy)  _  dx    ;   ,  dy 

e^-^e"*         dx    ,    e*'  —  e^*  .       8y 

^—cosxjj  4-  —2 «««  3j  =  1. 

e»  —  e-'  .      dx    ,    ev  +  e-»         dy 

18* 
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Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  erhält  man 

8a? |(ey  +  e^y)cosx 

8|  """  \k{ev^e-y)cosx\^  +  {"^{ev  —  e-y) sin x\^' 

dy  \(ey  —  e'^y) sin x ^ 

"äl"  """  \\(ey  +  e-y)cosxy  +  [\(ey^e-y)sinxy' 

Bubstituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  11)  und  berücksich- 
tigt die  Relation 

p  -\-  iq  1 

p^  -{-  q,^        P  —  *2' 
80  gelangt  man  zu  der  Formel 

dÄrcsin(^'{'irj) 1 . 

~8|  l{ey-{'e-y)cosx  —  «|(ey  — e-y)s«na? 

—  1  __  1 

~  cos(x  +  iy)  ~  Yl—sin^ix  +  iy) 
oder 
12)  dÄrcsin(t  +  iri)  _  l 

Durch  eine  ähnliche  Rechnung  findet  sich 

d Aresin  (|  +  iri) . 1 ^ 


es  gilt  daher  die  gewöhnliche  Regel  ^ur  Differentiation  des  arm 
sinus  auch  bei  complexen  Variabelen.  Für  die  übrigen  cyclometri- 
schen  Functionen  gestaltet  sich  die  Sache  ebenso. 

Durch  die  Zulassung  der  Diflferentialquotienten  complexer  Aus- 
drücke erreicht  man  häufig  den  Vortheil,  verschiedene  Diflferential- 
quotienten unter  einen  gemeinschaftlichen  Gesichtspunkt  zu  bringeiL 
So  sind  z.  B.  die  Gleichungen 

ßx  aß 

darctan— —  =    »  i  ^>«  «^^ 
a  «2  +  ß^x^ 

nicht  wesentlich  von  einander  verschieden ;  setzt  man  nämlich  in  der 
ersten  iß  für  j3,  so  wird 

[f    \a  —  tßx/1         a^  +  ß^x^ 
d.  i.  nach  Formel  11)  in  §.  56 
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idlardan^—  +  *«  I  =  t'       .   ^^  ^äx^ 

was  mit  der  zweiten  Gleichnng  nberankommt. 

Da£8  der  Gebranch  complexer  Zahl^i  auch  bei  der  Entwickelnng 
höherer  Differentialquotienten  von  wesentlichem  Nutzen  sein  kann, 
mag  folgendes  Beispiel  zeigen. 

Aus  der  identisch^i  Gleichnng 
ff 


ß*x*        2i\ßx  —  ia       ßx  +  iaj 


erlifilt  man  durch  m- malige  Differentiation  in  Beziehung  auf  x 
n.  /       «        \  _  (-l)-l.2...mß»  i  1 1^ 

_(~l)"1.2...m/g"  (^a;  +  ia)-H-.(/?x— ta)"^-> 

Um  die  imaginären  Ausdrucke  wieder  wegzuschaffen,  setzen  wir 

ßx  ±  ia  =  r(cose  ±  isinSI) 

r  =  Vß'^x^  +  a^,        e  =  ardan-^; 

es  wird  dann 

OJaJ +««)-+»  —  OJaJ  — «a)"+i 

=  r»+i[co«(m+l)ö  +  isin(m  +  l)S] 

—  r-+i  [co8(m  +  1)0  —  isin(m  +  1)0] 

=  2  tr«+»sm(m+ 1)0=2  t(a*  +  /3«x^'^"'*'"st»r(m+l)arcten^J 

mithin 

stnl  (m  + 1)  aräan  j- 1 
14)  2)«»/l_-i!_-^\==r(-.l)mi.2.3...m/J'»^ — 7 ^• 

Aus  der  identischen  Gleichung 

a^  +  ß^xi        2i  \ßx  —  ia  "^  ßx  +  iaj 
erhält  man  nach  derselben  Methode 

(cos  1  (m -|- 1)  arcf an -^  I 
— g— )  =  (-l)«»1.2..3..m/J'»— i^ r7-~r* 


5 1  {-,_')  =  *  o,rctan  y. 


wobei  1 1  als  eindeutig  =  0  vorausgesetzt  wird ;  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  1)  geht  über  in 

«öy  —  \y^  ^^  \y^  — )» 

ob  aber  die  Gleichung  1)  unter  diesen  Umständen  noch  besteht,  ist 
eine  andere  und  zwar  nicht  überflüssige  Frage,  weil  die  Formel  1) 
nur  für  reelle  x  bewiesen  wurde.  Die  Gleichung  2)  zeigt  nun,  dass 
in  der  That  die  Gleichung  1)  für  o;  =  i^  ihre  Gültigkeit  behält. 

Aehnlich  verhält  es  sich  mit  den  Formeln 

a?      ,      1    :?3  1  .  3   a;5 

1^23^2.45^  , 

,<,  +  VT+^,  =  i_J.4  +  i^^_ ., 

—  l<x^  +  1,       -  l^y<  +  1, 
deren  zweite  man  auf  demselben  Wege  erhalten  kann,  der  in  §.  47 
zur  i^^ntwickelung  der  Reihe  für  aresin x  eingeschlagen  wurde;  aucli 
hier  lässt  sich  durch  Substitution  von  x  =  iy  die  erste  Reihe  in  die 
zweite  überführen,  woraus  folgt,  dass  die  Reihe  für  aresin  x  für  ima- 


1 
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Setzt  man  in  der  Formel  14)  a  =  j3  =  1,  w  =  w  —  1  und 
berücksichtigt,  dass 

D"-^  (  — -; — r)  =  D"aräanx 

VI  +  «V 
ist,  80  kommt  man  auf  dasselbe  Resultat  zurück,  welches  in  §.  14, 
Nrö.  13)  durch  ein  weit  umständlicheres  Verfahren  gefunden  wurde. 

§.  59. 
Fotenzenreihen  mit  imaginären  Variabelen. 

Vergleicht  man  die  beiden  früher  erhaltenen  Formeln 

1)  il(j^)  =  \x  +  lx'  +  lx>  + 

2)  ardany  =  \y  —  \y'  +  Iv^  — 

—  I<a!<  +  1,      -l<y<  +  l, 

80  fallt  in  die  Augen,  dass  die  erste  Reihe  mit  der  zweiten  identisch 
werden  würde,  wenn  man  ihr  den  Zeichenwechsel  zu  verschaffen 
wüsste.  Dies  erreicht  man  durch  die  Substitution  x=  iy\  die  liuke 
Seite  der  Gleichung  1)  verwandelt  sich  dabei  in 
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ginare  x  riclitig  bleibt,  wenn  deren  Modnlus  die  Einhat  oicbt  über^ 
schreitet. 

S^nfii  einer  dritten  Anwendung  geben  wir  Yon  dem  lacht  be- 
weisbaren Satze  ans,  dass  mn  Product  von  der  Form 

(1  +«i«)(l  +  ff»«)(l  +«3^) 

ToUiff  entwickelt,  zu  einer  Potenzenreihe 

1  +  Qa?  +  ftx»  +  Cix»  + 

fuhrt,  worin 

Ci  =  «1  +  «j  +  «^  +  «4   +••••» 

4"  «3«4  4" • 

n.  8.  W. 

und  überhax^  jeder  Goefficient  nach  einem  bekannten  combinatori- 
schen  Gresetze  gebildet  ist.     Demzufolge  hat  man  z.  B. 

=  1  +  Qar  +  Cix«  +  (i«»  + 

nnd  för  den  ersten  Coeffiäoiten 

^         Ä»Vl»   ^   2*   ^   3*   ^   4»  ^        / 
und  nach  §•  50, 

Auch  die  übrigen  Goeffidenten  sind  leicht  zu  bestimmen;  setzt 
man  nämlich  x  -=•  —  ^'  und  mutt^Hcirt  beide  Seiten  der  Gleichung 
3)  mit  5,  so  erhalt  man 

\        1»W  \        2*W  V        32« V 
=  i?  —  Ci#»  +  C,i?»  —  Ci^^  + , 

und  hier  ist  die  linke  Seite  ideniäsch  mit  sine  (§.  49  Formel  16), 
*"^^>iiTi  muss  die  rechte  Seite  mit  der  Sinusreihe  übereinstimmen, 
woraus  folgt 

Aus  Formd  3)  wird  jetzt 

X  ^  x* 

=  1  H 1 +  - — 1- 

^  1.2.3  ^  1.2. ..5  ^  1.2...Z  ^ 


•  • 
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und   zwar  gilt  dies  für  alle  reellen  x.     Setzt  man  a;  =  -)-  y'  und 
multiplicirt  beiderseits  mit  y,  so  geht  die  Beihe  über  in 

y  4-    -  ^^      4-        y^        j_        y^  I 

^  "^  1.2.3  "^  1.2. ..5  "^  1.2. ..7  "^ 

ev  —  e^y 

~        2 

und  man  hat  daher  die  Gleichung 

^  2  ^V         l^W  \        2^:jr3y  V         3^W 

welche  zeigt,  dass  das  unendliche  Product  für  sin  z  auch  in  dem  Falle 
richtig  bleibt,  wo  z  durch  die  imaginäre  Variabele  iy  ersetzt  wird. 
Ganz  ähnliche  Betrachtungen  gelten  bei  den  Werthen 

man  gelangt  nämlich  zu  der  Formel 

welche  beweist,  dass  das  unendliche  Product  für  cosz  auch  im  Falle 
e  =  iy  richtig  bleibt. 

Auf  die  Gleichungen  4)  und  5)  sind  die  nämlichen  Transforma- 
tionen anwendbar,  welche  in  §.  50  mit  den  unendlichen  Prodacten 
für  sinz  und  cosz  ausgeführt  wurden.  Nimmt  man  zuerst  die  Lo- 
garithmen und  differenzirt  nachher  in  Beziehung  auf  y,  so  erhält  man 

6)  "  +  '-' 


7) 


i^    ^  (131)»  +  »»  ^  (2sr)»4-y*  ^  (3ä)»  +  3/»  ^ 

e'—e-» 

_        2y  ,  2y  2y 


8) 


9) 


a'^)'  +  2/»  '  (i^Y  +  y^  '  (i'i)»  +  3/» 

2 
c»  —  e-» 

1  2y^        ■  2y 2y 

y         (l3t)»+y«  -1-  (2ai)2-|-y2        (3«)24.yj-t- 

2 

e"  +  e-y 

n  Sil  5jc 

+ 


a«)»  +  y»       (i^r)»  +  y»  ^  ^;r)»  +  y« 
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dieselben  Resultate  ergeben  sich  ans  den  Formebi  3),  4^  6)  nnd  7) 
des  §.  50  durch  Snbstitntition  von  ß  =  ty. 

V  erwandelt  man  femer  die  soeben  gefundenen  Reihen  in  Poten* 
senreiben,  so  gehmgt  man  sn  folgenden  Besultaten 

10)  .   "  + ''-' 

et  —  e-' 

y    ^    1.2^         1.2. .4^    ^  1.2..6^  • 


11) 


—  «  <  y  <  +  «, 

e9  +  e^9 


12) 


13) 


^  2>(2>-l)P,  24(2^-1)^3  2«(2«-l)^5    , 

1.2  ^  1.2. .4      ^  "^       1.2.. .6      ^ 

—  i^if  <  y  <  +  i^r, 

2 

gy  ~  g-y 

i 2(21-1)^  2(23-1)^3      _  2(2>~l)g, 

y  1.2         ^^       1.2. .4      ^  1.2. ..6     ^^     ' 

—  «  <y  <  +  «1 

2 

gy  +  g-' 

To  v^  ^A 

^^  ^  ""  172^'  "^  1.2. .4^  ""  1.2. .6^*  "^  ' 

—  §3^  <y<  +  5^; 

dann  bedeuten  Bi,  Bsj  B^  etc.  die  Bernoulli 'sehen  Zahlen,  tj,  r^^ 
Tß  etc.  die  Secantencoefficienten. 

Man  ersieht  aus  den  gefundenen  vier  Gleichungen,  dass  die  For- 
meln 29),  30),  31)  und  24)  in  §.  50  auch  f iir  £  =  iy  richtig  bleiben, 
wenn  y  auf  dasselbe  Intervall  wie  z  beschränkt  wird. 

Erscheinungen  dieser  Art  veranlassen  die  allgemeinere  Frage,  ob 
es  nicht  möglich  sein  würde,  das  Theorem  von  Mac-Laurin  auf 
complexe  Yariabelen  auszudehnen,  d.  h.  die  Bedingungen  zu  finden, 
anter  denen  die  Gleichung 

/(«  +  iy) 
=  /(0)  +^{x-\-iy)  +  4^(a!  +  ty)«  +  . . . . 

g^tig  ist ;  diese  Untersuchung  werden  wir  im  zweiten  Bande  erledigen« 
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Factoren  und  Partialbriiche. 

§.  60. 

Der  Fundamentalsatz  der  Lehre  von  den  algebraiflchen 

Gleichungen. 

Aus  der  Algebra  ist  hinreichend  bekannt ,  dass  Gleichungen  der 
vier  ersten  Grade  jederzeit  ebensoviel  reelle  oder  complexe  Wurzeln 
besitzen,  als  der  Grad  der  Gleichung  Einheiten  zählt;  es  liegt  daher 
die  Frage  nahe,  ob  diese  Eigenschaft  bei  jedem  höheren  Grade  gleich- 
falls stattfindet.  ,  Die  Theorie  der  imaginären  Zahlen  macht  eine 
genaue  Discussion  des  Gegenstandes  möglich,  welcher  wir  nur  eine 
Bemerkung  vorauszuschicken  haben. 

Wenn  eine  Reihe  positiver  Grössen  Co,  Ci,  C2»  •  •  •  ^  gegeben 
ist  und  die  Zahl  q  grösser  als  jeder  der  Quotienten 

Cjt  +  l               c*  +  2                      Cn 
— —  ,         j     ...  

Ck  Ck^l  Cn-l 

gewählt  wird,  so  kann  man  aus  den  Ungleichungen 
2  > -TT"  >         2  >  T"^^  »  •  •  •  2  > 


Ck  Ci  +  i  C„_i 

leicht  die  folgenden  ableiten 
diese  führen  noch  zu 

.<  CkW^(qW   -\-   g2^2    -^ _|.    g»«;»), 
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worin  w  CD»  bcfiefaige  posÜm  Tazabele  baadmeL     WÜ^ 
letztere  <  -—.  »  wird  9  v  <  |  und 


f «  +  5-«*  H J-  q*w* 

"^  I  -L  i£i*  4-  ij-'  -I-  -  -  -  -  in  iwf-, 

wobö  £a  Sumse  recLter  Hand  =  1  kt.     Die  ]iiiiii&clizig<e  Ucg-l 

chan^ 

enihali  folgendem  Sats:  in  der  mas  postiren  GrosBen  bestebgpden 
Reihe 

tk  -h  Ciw  -Ir  c.«*  + +  <W«* 

laast  sicii  w  immer  so  kläo  vablen,  dass  irgmd  ein  Term  c^  v^  mebr 
betragt  als  die  Summe  aller  nachherigen  Glieder.  —  Sind  die  Glie- 
der tbeÜB  pocitiT  Hieils  n^atir,  so  kann  man  äe  anf  ihre  absoluten 
Werthe  redadien  und  dann  bleibt  die  Scblnssweise  dieselben  Man 
ersieht  hierans.  daas  bei  hinreichend  kleinen  w  das  Yoixeichen  det 
Summe 

<?*"c*  +  ^+1«^+*  H +  ^B«"« 

mit  dem  Vorzeichen  des  ersten  Summanden  übereinstimmt 
Wir  betrachtoi  nnn  einen  Ansdrack  ron  der  Form 

welchen  man  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  iiten  Grades 
ZQ  nennen  pflegt  Setzt  man  für  x  die  beliebige  complexe  Zahl 
u  -4-  ««'t  «>  stellt  fiidi  /(r)  ^^f(u  + 1 r)  nnter  die  Form  M  -\-  iX, 
wo  J£  und  N  ganze  rationale  Functionen  Ton  u  und  v  sind.  Die 
Norm  Ton  M  -\-  iN,  d.  h.  der  Ausdruck  2f  *  +  X^,  kann,  wie  leicht 
zu  sehen  ist,  beliebig  gross  gemacht  werden,  wenn  man  u  oder  v 
oder  u  und  v  zugleich  in's  Unendliche  wachsen  lässt;  dagegen  kann 
3f '  H~  X*  niemak  negatiT  werden,  und  folglich  hat  dieser  Ausdruck 
ein  Minimum,  welches  entweder  =  0  oder  ]>»  0  ist.  Welcher  you 
diesen  Fällen  stattfindet,  wird  die  folgende  Untersuchung  lehren, 
worin  das  Minimum  der  Norm  gleich  mit  M^  4~  X^  selber  bezeich- 
net werden  soU  und  u  -\-  iv  der  complexe  Werth  von  x  sein  möge, 
für  welchen  jenes  Minimum  eintritt. 

Es  bedeute  Q  eine  Wurzel  der  positiven  oder  negativen  Einheit, 
fo  eine  beliebige  reeUe  Grösse,  und  es  werde  in  Nro.  1)  x  =  «  4~  *^ 
'{'  QiO  gesetzt;  man  erhält  dann  einen  Ausdruck  von  der  Form 

2)  Au  +  iv+Qw)=F  +  iQ, 

dessen  Norm  P*  -{-  Q^  ist.  Dieser  Ausdruck  lässt  sich  nach  Poten- 
zen Yon  QW  ordnen,  indem  man  u  -)-  tf?  4~  9^  ^  ^  <uis  u  -i-  iv 
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und  Qio  bestehendes  Binom  ansieht  und  dem  entsprechend  diePoteih 
zen  von  u  -\-  iv  -\-  qiv  mittelst  des  binomischen  Satzes  entwickelt; 
man  gelangt  auf  diesem  Wege  zu  einer  Gleichung  folgender  Gestalt 

worin  Jlf,  N  die  vorige  Bedeutung  haben,  und  M^  Ni,  M2,N->^ 
.  .  .  Mni  Nn  rationale  Functionen  von  u  und  v  sind.  Da  möglicher 
Weise  mehrere  dieser  Ausdrücke  verschwinden  können,  so  mögen 
Mi  und  Nt  die  ersten  nicht  gleichzeitig  verschwindenden  Functionen 
bedeuten;  es  ist  dann 

3)  f(u  +  iV'\'  Qw) 

Für  Q ,  welches  bisher  nicht  näher  bestimmt  wurde ,  lassen  sich 
vier  verschiedene  Wahlen  treffen,  nämlich 

L  L  L  ^ 

9  =  (+  1)*,      p  =  (-  1)*,       9  =  (+  0*.      Q  =  (-*t 
welchen  die  Werthe 

9*  =  +  1,       9*  =  -  1,        9*  =  +  «,        9*  =  -  i 

entsprechen;  bezeichnet  demnach  £  eine  reelle  (positive  oder  nega- 
tive) Einheit,  so  kann  einerseits  q*  =  £,  mithin 

f(u-\-  iv-\-  Qiv) 

=  M,-\'  BMkW^  +  ••••  +  i(-^+  aJVifr*  +  ••••)» 
andererseits  Q^  =  si,  folglich 

=  M  —  BNjtW*  +••••+  «(^+  sMtW^  +  •  •  •) 
gemacht  werden.      Die  Normen  dieser  Ausdrücke  sind  für  die  ge- 
nannten Fälle 

P2  +  Q2  =  M^  +  N^  +  26{NMk  —  MNu)w^  -\ , 

demnach  ist  es  ebensowohl  möglich 

P2  ^  Q2  _  (jif2  ^  2j[2)  =  2s{MMjc  +  NNu)w^  + 

als 

JP2  ^  §2  _  (2[f2  j^  j^2)  —  2s{NMk  —  MNt)w^  +  •  •  •  : 

zu  machen.  Bei  hinreichend  kleinen  w  hat  jede  der  Summen  rechter 
Hand  dasselbe  Vorzeichen  wie  das  erste  Glied ,  man  kann  daher  jene 
Summen  negativ  werden  lassen,  indem  man  dem  £  das  hierzu  erfo^ 
derliche  Vorzeichen  giebt.  Dieses  Resultat  widerspricht  aber  der 
Voraussetzung,  dass  M^  +  N^^  das  Minimum  der  Norm  also  F^-\'^ 
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—  (3f*  4"  •^^)  positiv  sein  soll,  und  dieser  Widerspruch  hört  nur 
daDn  auf,  wenn  gleichzeitig 

MMi  +  NNt  =  0,  NMt  —  MNt  =  0 

ist     Quadrirt  und  addirt  man  diese  Gleichungen,  so  folgt 

und  da  mI  +  nI  nicht  =  0  ist,  so  muss  ilf ^  -f  JV»  =  0,  d.  h. 

M=  0,  JV=  0,  mithin  auch  f{u  +  iv)  =  0  sein.  Demnach 
eiistirt  immer  wenigstens  ein  complexer  Werth  x=^u-\'iVj 
für  welchen  die  ganze  Function /(a?)  verschwindet. 

Bezeichnet  r\  einen  complexen  Werth  der  angegebenen  Art,  so 
ist/(ri)  =  0,  mithin 

jeder  auf  der  rechten  Seite  vorkommende  Parentheseninhalt  lässt  sich 
durch  X  —  Vi  ohne  Rest  dividiren,  und  daher  hat  man  auch 

/(x)  =  {x—n)  [ai  +  a2(a;  +  ri)  +  a3(a;2  +a;ri  -^r^  -{ 

=  (o?  — ri)  [ai  +  oan  +  a^r^  +  •  •  •  +  ö^«**""^ 
+  («2  +  «sn  +••••  +  «n^i"~^)a? 

+ +  a„aj»-i] 

oder  unter  Benutzung  leicht  verständlicher  Abkürzungen 

f{x)  =  (a;  — ri)  (ho-^hix  -\ +  6„_ia?«-0- 

Der    zweite  Factor    rechter  Hand    ist    eine    ganze  Function 
(» —  l)ten  Grades,  die  wir  mit  fi  (x)  bezeichnen  wollen,  so  dass 

f(x)  =  (X'-'ri)fi(x). 

Von  der  Function  /i  (x)  gilt  nun  wieder  der  Satz ,  dass  sie  für 
einen  gewissen  Werth  x  =  Vq  verschwinden  muss;  hieraus  folgt 
durch  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin 

/iW  =  (^  — *'2)/2W, 
^o/j(a;)  eine  ganze  Function  (n  —  2)ten  Grades  bedeutet.    Auf  die- 
sem Wege  fortgehend,  gelangt  man  schliesslich  zu  der  Gleichung 

fn^i  (x)  =  (a;  —  r„)  /„  (x) 

ttnd  darin  ist  fn  (x)  vom  Grade  n  —  n  =  0,  d.  h.  eine  Constante  C. 
Borch  Substitution  von  jeder  Gleichung  in  die  folgende  erhält  man 

f(x)  =  a^x^  -}-  a«-!«»"^  +  •  •  •  +  «1  a?  +  ao 

=  C(a?  — n)  (a?  — fa) (»  —  0, 
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worin  C  •=  On  sein  muss,  wie  man  u.  A.  auf  die  Weise  erkennt,  dass 
man  beide  Seiten  durch  a?"  dividirt  und  nachher  x  in's  Unendliche 
wachsen  lässt.     Die  Gleichung 

4)  f(x)  =  a„(a;  — n)  (ä  — rj)  .  .  .  (a?  — r«) 

zeigt,  dass  f(x)  jedesmal  und  nur  dann  verschwindet,  wenn  x  einen 
der  Werthe  rj,  rg,  .  .  .  r»  erhält,  d.  h.  mit  anderen  Worten:  jede 
algebraische  Gleichung  nten  Grades  [/(x)  =  0]  hat  n  Wur- 
zeln*). 


*)  Obschon  die  numerische  Bestimmung  der  Wurzeln  einer  Glei- 
chung in  die  Algebra  gehört,  wollen  wir  doch  ein  Verfahren  zur  nähe. 
rungsweisen  Berechnung  der  reellen  Wurzeln  angeben,  einerseits,  weil 
dasselbe  eine  nette  Anwendung  der  Differentialrechnung  darbietet,  ande- 
rerseits, weil  es  für  transcendente  Gleichungen  ebenso  passt  wie  für 
algebraische. 

Um  einen  reellen  Werth  von  x  zu  finden,  welcher  die  Gleichung 

/(^)  =  0 
befriedigt,  suche  man  zunächst  zwei  Näherungswerthe  x^  und  x^  der 
Art,  dass  die  Functionen /(«), /'(a;), /"(a;)  endlich  und  stetig  bleiben 
von  x=iXi  bis  x=  a?2»  ^^^  ^^ss  /(^i)  ^^^  /(^2)  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen  haben.  Denkt  man  sich  Xi  und  y^  =  f(xi)  sowie  x^  undji^ 
=  f(X2)  als  rechtwinklige  Coordinaten  zweier  auf  entgegengesetzten  Sei- 
ten der  Abscissenachse  liegender  Curvenpunkte  Pi  und  P2>  wobei  OM^ 
=  a?!,  MiPj  =  yi,  OM2  =  X2i  M2P2  =  y^  söi^  möge,  so  wird  die 
Curve,  deren  Gleichung  y  =  f(x)  ist,  die  Abscissenachse  zwischen  ifj 
und  M2  i^  einem  Punkte  M  schneiden,  dessen  Abscisse  GM  dtu  ge- 
suchte X  darstellt;  auch  existirt  nur  ein  solcher  Durchschnitt,  wenn 
die  Curve  von  P^  bis  Pa  entweder  fortwährend  steigt  oder  fortwährend 
fällt,  d.h.  wenn  f'(x)  innerhalb  des Intervalles  a;  =  aji  bis  a?  =  x^  sein 
Vorzeichen  behält.  Setzen  wir  noch  voraus,  dass  f"{x)  innerhalh  des 
genannten  Intervalles  gleichfalls  keinen  Zeichenwechsel  erleide,  so  sind 
hinsichtlich  des  Verlaufs  der  Curve  von  Pj  bis  P2  nur  vier  Möglichkei- 
ten vorhanden :  die  Curve  steigt  entweder  mit  convexer  Krümmung  oder 
sie  fallt  mit  concaver  Krümmung,  oder  sie  fallt  convex  oder  steigt  con- 
oav.  Im  ersten  und  zweiten  Falle  haben  f*(x)  und  f**(x)  gleiche  Vor- 
zeichen; wir  ziehen  dann  die  Sehne  PiPg,  welche  die  Abscissenachse 
im  Punkte  S  schneiden  möge,  legen  an  P^  ^®  Tangente  P2^2}  ^^ 
haben  in  beiden  Fällen 

08  <  0M<  OT2 
d.  i. 

Im  dritten  und  vierten  Falle  sind /'(a:)  und/"(a;)  von  entgegenge- 
setzten Vorzeichen;  wir  legen  dann  an  Pj  die  Tangente  Pili,  ziehen 
wie  vorhin  die  Sehne  und  erhalten 

OTi  <  0M<  08 
d.  i. 
m  fr        ÜSl  ^  fr  ^  a?i/fe)  -  a?2/(gi) 
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WcBB  die  Goeffidenten  o»,  Oi,  •-•On  reell  sind  nnd  x  = 
»  -*-  «r  eine  eomplexB  Wund  der  Gleidiiing  /(x)  =  0  bedeutet, 
so  g'etmgt  dieser  Gleichung  much  der  conjugirte  complexe  Wertli 
ar  =  «  —  fr,  irie  man  ans  den  über  /(u  +  iv  -|-  9«r)  angestellten 
Betendtongen  leicht  erkennen  wird;  die  complexen  Wurzeln  kommen 
daher  nur  paarweis  Tor.  Ist  nun  s.  R  ri  =  A  -|-  t\tt  und  die 
conjugirte  Wurzd  r^  =  A  —  tfi,  so  können  die  beiden  complexen 
Factoren  x  —  fi  und  x  —  r^  zusammengezogen  werden  und  liefern 
den  reellen  quadratischen  Factor 

(x-A-»f»)  (x-l  +  t»  =  («-l)t  +  ,»» 

Jede  algebraische  Function  lässt  sich  daher  in  reelle 
Factoren  ersten  oder  zweiten  Grades  zerlegen. 

Alz  Beispiel  möge  die  Zerlegung  von  f{x)  =  x" —  1  dienen, 
wobei  die  Wurzeln  der  Gleichung  x* —  1  =  0  aus  §.  54  bekannt 
sind.     Man  erhält  für  gerade  n: 
5)  ««—  1 

z=  (x—1)  (x+l)(x^^2xcos—  +l\  (x^—2xcos—+l) 


%  •  •  • 


•• .  (x^—2xcos^ —  +  ^J  » 

dagegen  for  ungerade  n: 

6)  «»—  1 

=  Cr— 1)  frc»  — 2aJCOS— ^  +  lj  lx^  —  2xcos \-lj  •  •  • 

/"  o      ^          (w— 1)ä  ,     \ 
•  . .  (aj2  — 2aJcos  ^^ -^  +  1 1- 

Durch  Auflösung  der  Gleichung  a?*  -}-  1=0  gelangt  man  zu 
analogen  Resultaten;  es  ist  nämlich  für  gerade  n: 

7)  Ä«+  1 

=  (x^  —  2xC0S 1-lj  ix^'-2X€0S f-lj  •  • 


•  * 


(x^-2xco8^^!^:^  +  l\. 


Wenn  demnach  die  anfangs  ausgesprochenen  Bedingun- 
gen erfüllt  sind,  so  liefern,  je  nachdem  f'{x)  und/"(a;)  gleiche 
oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  die  Formeln  A) 
oder  B)  neue  und  zwar  genauere  Näherungswerthe. 

Durch  mehrmalige  Anwendung  dieses  Satzes  kann  man  die  Gren- 
setti  zwischen  denen  die  gesuchte  Wurzel  liegt,  beliebig  eng  ziehen. 
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und  für  ungerade  n: 

8)  aj»4.  1 

(x^  —  2xcos  ^^"^^^^  +  l)  • 

Diese  vier  Sätze  gestatten  eine  geometrische  Interpretation,  wenn 
man  einen  mit  dem  Radius  =  1  beschriebenen  Kreis  in  2n  gleiche 
Theile  theilt  und  die  Theilpunkte  mit  einem  festen  Punkte  verbin- 
det, welcher  auf  dem  durch  den  NuDpunkt  der  Theilung  gehenden 
Durchmesser  um  x  vom  Gentrum  entfernt  liegt. 

§.61. 
Die  Zerlegung  acht  gebrochener  Functionen« 

Unter  einer  gebrochenen   rationalen    algebraischen  Function 

f(x) 
versteht  man  einen  ßruch  v.V  \  ,  dessen  Zähler  und  Nenner  gan» 

F{x) 

Functionen  sind;  sie  heisst  acht  gebrochen,  wenn  der  Nenner  Ton 
höherem  Grade  als  der  Zähler  ist,  im  Gegenfalle  nennt  man  sie 
unächt  gebrochen.  Bei  einer  Function  der  letzteren  Art  kann  man 
mit  dem  Nenner  so  lange  in  den  Zähler  dividiren ,  bis  ein  acht  ge- 
brochener Best  zum  Vorschein  kommt,  d.  h.  jede  unächt  gebro- 
chene Function  lässt  sich  in  eine  ganze  und  in  eine  acht 
gebrochene  Function  zerlegen. 

Die  Summe  mehrerer  acht  gebrochenen  Functionen  ist  wieder 
eine  acht  gebrochene  Function,  deren  Nenner  im  Allgemeinen  das 
Product  aus  den  Nennern  der  Summanden  darstellt,  z.  B, 

3        ,       2x  5a?2  — 2a?  +  3 


a?/—  1  ^  aj2  +  1        (x—1)  (x'  +  1)  ' 

man  wird  durch  diese  Bemerkung  auf  die  Frage  geführt,  ob  es  nm- 
gekehrt  wohl  möglich  sein  würde,  eine  gegebene  acht  gebrochene 
Function  in  einzelne  Functionen  derselben  Art,  in  sogenannte  Par- 
tialbrüche, zu  zeriegen.  Um  dies  zu  untersuchen,  denken  wir  uns 
vorerst  den  Nenner  F(x)  in  Factoren  zerlegt,  etwa 

F{x)  r=  C(aj  — n)  (x  —  r^) («?  — r„) 

und  nehmen  0=1,  worin  keine  wesentliche  Beschränkung  liegt, 
weil  man  erforderlichen  Falls  Zähler  und  Nenner  der  gebrochenen 
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FoBction  durch  den  Coefficienten  der  höchsten  im  Nenner  Yorkom- 
menden  Potenz  dividiren  kann.  Da  möglicherweise  mehrere  der 
Wurzehi  Ti ,  rj ,  .  .  .  rn  gleich  sein  können,  so  wollen  wir  annehmen^ 
es  seien  vorhanden  a  Wurzeln  jede  =  a,  ß  Wurzeln  jede  =  6  u.  s.  w.; 
es  ist  dann 

1)  F(a?)  =  (a:  —  o)«  (a?  —  5)/»  (x  —  c)Y.  .  .  (a;  — Jfc)*, 

und  die  Grössen  a,  b,  c,  .  .  .  Ä;  sind  jetzt  sämmtlich  verschieden.  Der 
Zähler  der  gegebenen  Function  heisse  f(x) ;  sein  Grad  ist  <;  n. 

Für  den  Augenblick  sei 

2)  0{x)  =  (x-^V)ß  (a?  — c)y (aJ  — Ä)S 

mithin 

3)  F(x)  =  (x-^ay'  0(x), 
ferner 

0{a)  •'^^  ^  x  —  a 

es  gilt  dann,  wie  durch  Substitution  der  Werthe  von  A  und/i(a;) 
sogleich  geprüft  werden  kann,  die  folgende  identische  Gleichung 

5)  /W  ^       A  A(x) 

^  (aj  — o)«Ö>(a?)       (x'-a)''  "^  {x  —  ay-^0(x)  ' 

und  daran  knüpfen  sich  zwei  wesentliche  Bemerkungen.  Da  0(x) 
den  Factor  x  —  a  nicht  enthält,  so  ist  ^(a)  von  Null  verschieden, 
mithin  A  eine  endliche  bestimmte  Grösse.  Femer  hat  man  zufolge 
des  Werthes  von  A 

/>(*)  = JZli 5 

der  Zähler  des  vorstehenden  Bruches  ist  eine  ganze  rationale  Func- 
tion von  X  und  verschwindet  für  x  =  a-,  eben  desswegen  iässt  sich 
diese  Function  ohne  Rest  durch  x  —  a  dividiren  und  folglich  ist 
der  Quotient,  d.  \ufi{x)  eine  ganze  Function  von  x.  In  der  Glei- 
chong  5)  liegt  demnach  der  Satz,  dass  die  ursprünglich  gegebene 
acht  gebrochene  Function  in  zwei  acht  gebrochene  Functionen  zer- 
legt werden  kann,  von  denen  die  zweite  dieselbe  Form  besitzt  wie 
die  Urfunction,  während  gleichzeitig  der  Grad  ihres  Nenners  um  one 
Einheit  niedriger  ist.  Indem  man  dasselbe  Theorem  wieder  auf  die 
Bwdte  Function  rechter  Hand  anwendet,  erhält  man 

SchlOmiloh,  AnalTriik    I.  19 
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/(^) 

_      Ä  Äi  A(x) 

.         /i(«)  ^  f.       A{x)^A,0{x)  ^ 

0{a)  ''  ^  ^  x  —  a 

es  erhellt  angenblicklich ,    wie  dieses  Verfahren,  fortgesetzt  werden 
kann  und  dass  man  dabei  zu  folgender  Gleichung  gelangen  muss : 

^«-1     ,     fa(x) 
•  ■  •  •  -+-  — ^— —    I      _  .     » 

^  a;  — a  ^    a>(a;) 
Setzt  man  zur  Abkürzung 

W(x)  =  (x  —  c)Y (x^ky, 

80  ist  der  letzte  Bruch  in  der  vorigen  Gleichung 

fa(x)  fa{x)  ^ 

<b{x)   ~  (x  —  h)ß  ^(x)  ' 
mit  dieser  acht  gebrochenen  Function  lassen  sich  wieder  dieselben 
Umwandlungen  vornehmen  wie  in  Nro.  6)  und  indem   man  dieses 
Verfahren  fortsetzt,  gelangt  man  schliesslich  zu  folgender  Gleichung 

7%  f(^)    _         Ä  Äl  Ag-l 

^  Fix)  ~  {x  —  ay  "^  (ic  — a)«-i  "^  "^  x  —  a 

^  (x^V)?  ^  (x  —  b)ß-^  ^  ^  x—b 


+ •    • 

"^  (x  —  Tc)^  "^  (ä— Ä;)«-i  "^  *"*"  x  —  k  ' 

Nachdem  hiermit  die  Möglichkeit  sowie  die  Form  der  Zerlegung 
acht  gebrochener  Functionen  gezeigt  worden  ist,  kommt  es  noch  auf 
die  Berechnung  der  constanten  Zähler  ^,  ^i,  .  .  .  Äa^u  -^»  ^i  ^^ 
an.  Diese  würden  sich  zwar  bei  wirklicher  Ausführung  der  vorhin 
angedeuteten  Operationen  unmittelbar  finden,  doch  ist  dieses  Ver- 
fahren so  umständlich,  dass  ein  kürzeres  wünschenswerth  bleibt 

Der  nächstliegende  Gedanke  ist  offenbar,  allen  auf  der  rech- 
ten Seite  von  Nro.  7)  stehenden  Grössen  den  gemeinsamen  Nenner 
(x — a)^(x — h)ß.,.(x — k)*=F(x)  zu  verschaffen  und  dann  dieZähler 
zu  vergleichen.  Die  völlige  Identität  von  f(x)  und  dem  rechts  zum 
Vorschein  kommenden  Zähler  ist  aber  nur  möglich,  wenn  beiderseits 
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gleich  hohe  Potenzen  von  x  gleiche  Goefficienten  besitzen;  man  er- 
halt damit  a  -}-  ^  -|-  .  .  .  -|-  x  Gleichungen  ersten  Grades  zur  Be- 
stimmung der  eben  so  viel  Unbekannten. 
Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung  von 

9fl;»  —  3a?  +  8 

X*  —  X^  —  X  +   l 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  x^  —  x^  —  x  -\-  1  sind  x  =  -\-l^ 
jt=r4-l,a;=  —  1,  daher  ist  «»  —  rc«  —  «  +  1  =  (a;  —  1)« 
{x  +  1)  und 

9a;«  —  3a?  +  8     _  9x^  —  3a?  +  8 
«»  —  a?»  —  a?  +  1  ~  (a?  —  1)2  (a;  + 1) 

A       ^_ii_^      B 


(a?— 1)«    '    x  —  l    '    a?  +  l 

Nach  beiderseitiger  Multiplication  mit  (x —  1)^  (a?  -|- 1)  hat  man 
die  beiden  Zähler 

9a?*  —  3a?  +  8 
=  {Äi-\-B)x^  +  iÄ-2B)x  +  (Ä-^Äi+B\ 

deren  Identität  folgende  drei  Gleichungen  liefert 

Äi  +  B  =  9,        ^  — 2jB  =  —  3,         A  —  Äi+B==S; 

man  findet  hieraus  .^  =  7,  ^i  =  4 ,  £  =  5,  mithin 

9a?«  — 3a?  +  8    _        7  ,        4       ,        5 

+  Z 7  + 


a?8  — a.s_a?+l        (a?— 1)«    '    a?—l    *    a? -f  1 

Bei  einer  grösseren  An^M^^il  yon  Partialbrüchen  würde  auch  die- 
ses Verfahren  sehr  weitläufig  werden;  wir  wollen  daher  noch  andere 
Methoden  zeigen. 


§.62. 
Die  Zähler  der  Fartialbrüche. 

Zunächst  mag  der  einfache  Fall  betrachtet  werden»  wo  a  =  ß 
=  y  =  •  •  .  =  X  =  1  ist,  also  der  Nenner 

1)  F(x)  =  (x  —  a)  (a?  — 6)  (x  —  c) (a?  — Ä?) 

keine  gleichen  Factoren  enthält;  die  Gleichung  12)  lautet  jetzt 

^       F{x)         X'-a^  x  —  b  '^  x  —  c  "^  "^  a?  — Ä 

Wir  bringen  dieselbe  auf  die  kurze  Form  ^ 


292         Cap.  IX.    §.  62.   Die  Zähler  der  Partialbrüche. 
^  F{x)    ~  x—a'^   <b{x)  ' 

CD  Cx\ 

WO    Z\  {  die  Summe  aller  übrigen  Partialbrüche  bezeichnet  und 

(D(aj)  =  (x—h)  (a?  — c)  .  •  .  (x — h), 
mithin 

4)  F(x)  =  (x-'a)  0(x) 

ist.    Durch  Multiplication  der  Gleichungen  3)  und  4)  erhalten  wir 

f(x)  =  Ä<Ef(x)  +  (x—d)  (p(x) 
und  für  a?  =  a 

f(a)  =  ^a>(a)  oder  ^  =  -^^. 

Um  aus  dieser  Gleichung,  welche  mit  Kro.  4)  des  vorigen  Para- 
graphen übereinstimmt,  0(d)  zu  entfernen,  differenziren  wir  die  Glei- 
chung 4),  wodurch  entsteht 

F'(x)  =  (a?  — a)  ^'(x)  +  ^(o;), 

und  nehmen  auch  hier  x  =  a;  dies  giebt 

F'(a)  =  3»(a), 

mithin  nach  dem  Vorigen 

Für  jeden  anderen  Zähler  würde  sich  die  Sache  ganz  analog 
gestalten  und  es  ist  daher 

Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 

a?2  _  7 


Der  Nenner  desselben  verschwindet  fürflp=  —  l,a?  =  +  2f 
»  =  —  3  und  ist  daher  =  (aj  +  1)  (a;  —  2)  (ä  +  3) ;  die  Zerlegung 
geschieht  demnach  in  folgender  Weise: 

a?«  — 7  A       .       B       .        C 

+  1 17  + 


a?8  +  2a:5»  — 5aj  — 6        a?+l    '    a?— 2    *    aj  +  3 
Hier  ista  =  —  l,l>=-|-2,c  =  —  3, 

/(a?)  =  a?2—  7,  r'(aj)  =  3aj2  -f  4a?  —  5, 
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/(+2)    _  -   3  _        , 


F'(+2)         +15  ^' 

r-  /(-^)    -  +    2   _ 

JP'(— 3)  ~"  +10  ""  "^  S' 

und  daher  zerlegt  sich  der  betrachtete  Bruch  wie  folgt 

a?»  — 7  1  11,1 


a?«  +  2a?2-_5iC-*6        x+l        5      «  —  2'     5      x  +  3 

Das  soeben  auseinandergesetzte  Verfahren  bleibt  im  Wesent- 
lichen ungeänderti  wenn  einige  oder  alle  der  Wurzeln  a,  l>,  c,  .  .  ^  ft 
complex  sind,  denn  die  vorgenommenen  Hechnungsoperationen  gelten 
ganz  gleichförmig  für  reelle  und  complexe  Zahlen.  Will  man  aber 
den  üebelstand  vermeiden,  dass  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chung 2)  imaginäre  Grossen  vorkommen,  so  braucht  man  nur  je 
zwei  solche  Partialbrüche  zu  vereinigen,  deren  Nenner  je  zwei  con- 
jugirte  complexe  Wurzeln  enthsdten.  Um  dies  näher  zu  erläutern, 
wollen  wir  vorerst  annehmen,  die  Gleichung  F(x)  =  0  habe  nur 
zwei  complexe  Wurzeln;  diese  sind  dann  einander  conjugirt  und  von 
den  Formen 

a=p  +  iq,        h=p  --  iq. 

Aus  der  Gleichung  2)  wird  jetzt  die  folgende 

yv    fix)    ^  Ä  B  1^1  ,      -g 

^  F(x)         X'-p  —  iq  "^  rc— i)  +  tg  "^  x-^c  "^         •"»  — Ä  ' 
und  darin  ist 

.      f(s  +  *g)         T,      f(p  —  ia) 


F'{p  +  iq)  F'{p-iq) 

Die  vollständige  Entwickelung  von  A  führt  zu  einem  Werthe 
von  complexer  Form  etwa 

A  =  M+  iN, 

da  sich  aber  A  und  B  nur  in  dem  Vorzeichen  von  i  unterscheiden^ 
80  muss  B  den  conjugirten  Werth 

J?  =  Jf  —  iJV 

besitzen.  In  Nro.  7)  lassen  sich  jetzt  die  beiden  ersten  Partialbrüehe 
zusammenziehen;  der  gemeinschaftliche  Nenner  wird  (a; — JP)^ '\' Q?t 
im  Zahler  kann  man  zur  Abkürzung 

2Jlf  =P,         — 2(Jfp  +  JVg)=  Q 
setzen  und  erhält  dann 

'        F(x)        ix—p)*  +  q*^x  —  e^         ^  x  —  k 
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Die  beiden ,  zu  conjugirten  Wurzeln  gehörigen  imaginären  Par- 
tialbrüche  liefern  also  zusammen  einen  reellen  Partialbruch  mit  qua- 
dratischem Nenner.  Auf  gleiche  Weise  behandelt  man  jedes  Paar 
von  Partialbrüchen,  welches  von  einem  Paare  coi^ugirter  Wurzeln 
herrührt. 

Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 

7a;  — 3  ^ 

Die  Wurzeln    der  Gleichung  x^  —  Sx^  ■{-  x  -\-  6  sind  x  = 
2  -j-  i^  X  =  2  —  t,a;=r  —  1,  mithin  wird  die  Zerlegung 
7ä;  — 3  A  B  C 


x^~-3x^  +  x+6        a?  — 2  — «"^a?— 2  +  t^iC+l 
ffier  ist 

a  =  2  +  i,         6  =  2  — f,         c=—  1, 

f(x)  =  7a?  —  3,         F'(x)  =  3^2  —  6a?  +  1, 

F'(2+i)  —  ^    2  +  6»  — *""**• 

/(2~i)         +ll-7i        ,    .     .. 
~J''(2  — «)  —  —    2  — 6«  — »"^       • 

F'(-l)         +10   ~"  ' 

folglich  die  gesuchte  Zerlegung 

7a?  — 3  _      1  —  2»  1+2» !_ 

a?8  — 3a?2  +  a?  +  5        x  — 2-^%  '^  X'-2 +  i       x  +  1 
d.  i.  bei  Zusammenziehung  der  beiden  ersten  Partialbrüche 

7a?  — 3 x  +  2 1_ 

a?3— 3a;2  +  a?  +  5  ~  a?2  — 4a?+5        a?  +  1  * 

Als  zweites  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 


X 


«i— 1 


a?»— 1  • 
worin  m  und  w  >  w  —  1  positive  ganze  Zahlen  bedeuten  mögen 

Setzen  wir  zur  Abkürzung  —  =  ^ ,  so  hat  die  Gleichung  a?«  —  1 

=  0  bei  geraden  n  die  beiden  reellen  Wurzeln 

a?=+l,         a?  =  —  1 
und  w  —  2  complexe  Wurzehi,  welche  aus  den  Formeln 

a?  =  coshd'  +  isinhd-^        x  =  coshd'  —  isinhd' 
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dadurch  erhalten  werden,  dass  man  ^  =  2,  4,  6  ..  .  .  n  —  2  nimmt. 
Xon  ist  im  vorliegenden  Falle 

/(a?)  =  aj«-i,    ^'(a?)  =  «»  —  1,        F'(a?)  =  nrc"-!; 

die  beiden  reellen  Wurzeln  liefern  also  die  Partialbrüche 

n  X —  1  '  n     X  -\-  l 

Femer  giebt  die  Wurzel  x  =  coshd"  -\-  isinkd"  einen  Partial- 
bmch,  dessen  Zähler  ist 

(coshd'  +  isinhd)^"^ cosh(m — n)^  +  isinh(m — n)^ 

wobei  der  Moivr ersehe  Satz  benutzt  wurde.  Mit  Rücksicht  auf  den 
Umstand,  dass  nd"  =  X  und  h  eine  gerade  Zahl  ist,  erhalt  man  ein- 
facher 

^       coshmd'  4-  isinhmd' 

^=  n 5 

die  Wurzel  x  =.C08^^  -)-  isinhd"  giebt  also  den  Partialbruch 

1     cos  hmd'  -]-  isinhmd 
n  X  —  (coshd"  -j-  isinhd) 

Der  coigugirten  Wurzel  x  =  coshd"  —  isinh^  entspricht  der 
oonjugirte  Partialbmch 

1     cashmd' — isinhm^^ 
n  X  —  (coshd"  —  isinh^)^ 
beide  Partialbrüche  zusammen  liefern  den  reellen  Bruch 
.  2  (r  —  coshd) coshmO'  —  sinhd'  sinhmd- 

^  "n  x^-'2xcosh&+l  ' 

dessen  Zähler  sich  noch  etwas  redociren  lässt,  was  aber  späterer  An- 
wendungen wegen  unterbleiben  möge.  Man  erhalt  nun  die  gesuchte 
Zerlegung,  wenn  man  die  in  Nro.  9)  angegebenen  Brüche  nebst  den 
Brüchen  summirt,  welche  aus  Nro.  10)  für  Ä  =  2,  4,  6^  .  .  .  n  —  2 
hervorgehen;  unter  Benutzung  eines  Summenzeichens  (S)  ist  also  für 
gerade  n: 

11)      ^""^  ^  ^        1        ,    (-1)*      1 


xn  —  1         n  X  —  1  n      x-\-  1 

2  TT!  (x  —  coshd) cmhm^  —  sinh^sinhm^ 
"*"  n  ^                  x^  —  2xco8h»+l  • 

Ä  =  2,  4,  6, n  —  2. 

Bei  ungeraden  n  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  x*  —  1=0 

folgende 
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x=  +  1, 
X  =  coshd'  -\-  isinhd'^        x  =  cosh^  —  isinhd'^ 

Ä  =  2,  4,  6,  .  .  .  n  —  1; 

die  Rechnung  unterscheidet  sich  jetzt  nur  dadurch  von  der  vorigen, 
dass  die  Wurzel  x  =  —  1  nebst  dem  entsprechenden  Partialbrucli 
wegfönt;  daher  ist  für  ungerade  n: 

12)      ^=i_L_ 
x» —  1         n  X —  1 

,    2^  '^^  (x  —  cos  h  %)  cosli  m  %'  —  stn h  %'  sjn  1i  m  i> 
"n    ^  xi^2xcoskd'+l  ' 

Ä  =  2,  4,  6,  ....  n  —  1. 

Als  letztes  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 


wir  unterscheiden  dabei  wieder  gerade  und  ungerade  n.  Im  ersten 
Falle  hat  die  Gleichung  o?"  +  1  =  0  nur  complexe  Wurzeln  von 
den  Formen 

X  =  coshd'  -f-  isinhO'f     .   x  =  coshd'  —  isinh^^ 

7t 

WO  -O"  =  —  und  Ä=  1,3,  5,... n  —  Izu  setzen  ist.    Der  Wur- 
n 

zel  x  =  cosh^  -\'  isinhd'  entspricht  ein  Partialbruch  mit  dem  Zähler 

_       cosh(m  —  n)d'  -f-  i8inh(m  —  n)d' 

-^— z » 

wofür  man  wegen  n^  =  n  und  wegen  des  ungeraden  h  schreiben 
kann 

coshmd'  -\-  isinhmO' 
Je  =  —  •" • 

n 

Die  beiden  conjugirten  Wurzeln  liefern  daher  die  coiigugirten 
Partialbrüche 

1     coshmd' 4- i sink md'        _         1     coshmd' — isinhmd 

und 


n  X  —  (coshd  4-  isinhd)  n  x  —  (coshd  —  isinhd)  ' 

die  sich  leicht  zusammenziehen  lassen.     Damit  gelangt  man  bei  ge- 
raden  n  zu  folgender  Zerlegung: 

.       x^"^   2  ^  —  (x  —  coshd)coshmd  +  sinhdsinhmd 

^     a;"+  1        »"  — '  x^ '-'2x  coshd  +  1  ' 

h  =^  1,3,  5, ...91  —  1. 
Bei  ungeraden  n  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  x*  -^  1=0: 
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«;  =  -  1, 
X  =  coshd^  -|-  isinhd',        x  =  coshd'  —  isinhd' ^ 

Ä  =  1,  3,  5,  .  .  .  w  —  2; 
die  Zerlegung  gescliieht  also  wie  vorhin ,  nur  kommt  noch  der  Par- 
tialbruch hinzu,  welcher  der  reellen  Wurzel  o;  =  —  1  entspricht.  Man 
hat  daher  fiär  ungerade  n: 

14)       ^"-^    ^(^1)^-1      1 
'^     «*  + 1  n        x+l 

.        2  'sr-i  — {x  —  cosli%')cos'hm%'  -|-  sinhd- sinhmd' 
"^  "n  ^  x^  —  2xcoshd'+l  ' 

7*  =  1,  3,  5,  ...  n  —  2. 

§.  63. 
Fortsetzung  und  Schluss. 

Wir  betrachten  nun  den  allgemeinen  FaU,  wo  cc,  ß,  ,  ,  ,  9t  nicht 
ftämmtlich  =  1  sind  (Formel  7  in  §.  61).     Es  sei  r  irgend  eine  der 

CD  (x) 

Grössen  a,  &,  c,  .  .  .  X;,  und  es  bedeute  L^.  .  die  Summe  aller  Par- 
tialbrüche, in  denen  r  nicht  vorkommt;  die  Gleichung  7)  in  §.  61 
lässt  sich  dann  folgendermaassen  darstellen : 

n       Ax)  _       B  B,  Bg-i  q^(x) 

^      F(x)  ~  (x'-r)9^  (ä— r)?-i  ^       "^a;  — r  ^    0(x)  ' 
and  zwar  ist  hier 

2)  F(x)  =  (X'-'r)Q0(x). 

Durch  Multiplication  beider  Gleichungen,  wobei  zur  Abkürzung 

3)  B  +  Riix  —  r)  +  Biix  —  r)^  +  '"  +  Bg^i(x-'r)9-^  =X 
gesetzt  werden  möge,  ergiebt  sich 

4)  f(x)  =  X0(x)  +  {x-'r)Q(p(x). 

Biese  Gleichung  differenziren  wir  mehrmals,  nach  einander  und 
nehmen  in  jeder  einzelnen  Differentialgleichung  wie  auch  in  Nro.  12) 
selbst,  X  =  r  was  bei  X  und  seinen  Differentialquotienten  X',  X" 
etc.  durch  ein  angehangenes  r  bezeichnet  werden  möge;  wir  haben 
^iann  folgende  Gleichungen: 

f(r)    =XrO(r), 

f{r)  =XrO'(r)  +  X^0(r), 

f'{r)  =  Xr^"{r)  +  2X;<5'(r)  +  Z/' «(r),       ' 

U.  8'.  W, 
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Andererseits  ergeben  sich   aus  Nro.  3)   folgende  Werthe  Ton 

Xr  =  B,  X;.=  lBu  X;'  =  1.2i22,  X;"  =  1.2.8J?3  ^8-w-; 
Bubstituirt  man  dieselben  in  die  vorigen  Gleichungen  und  bezeichnet 
zur  Abkürzung  1.2.3...m  mit  m',  so  gelangt  man  za  folgenden 
Gleichungen: 

(    f(r)    =Jja>(r), 
6)  j     /'(r)  =  B0'(r)  +  I'i2i0(r), 

(    /"(r)  =  BO"(t)  +  2 .  rjJi^'(r)  +  2'B2^(r\ 

u.  s.  w. 
deren  allgemeines  Schema  ist 

ßn.)(r)  =  B0<^y(r)  +  (m)i  l'JBia>('»-i>(r)  +  (w)3  2'J^2^^"•"*K^)+•••• 
Man  kennt  hier  0(x),  mithin  auch  0(r),  <l>'(r),  0'\r)  etc.; 
die  Gleichungen  5)  enthalten    daher   nur  die  Unbekannten  22,  i^i, 
B2  ®tc.,  welche  der  Reihe  nach  daraus  entwickelt  werden  können. 
Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung 

1 

a?3(a:— 1)2  (oj -f  1) 


x^  x^  X  (x  —  ly       X  —  1    '    «  4"  1 

um  zunächst  Ä,  Äi^  Ä2  zu  bestimmen,  hat  man  Ä  für  JB,r  =  0, 

und 

0(x)  =  (aj—l)2  (a?+l)  =  a?8-i.a.2  — fl.-1-i, 

0\x)  =  3a?2  — 2aj— 1,         0''(x)  =  6a:  — 2 
zu  setzen,  während  f(x)  immer  =  1  ist.     Die  Gleichungen  5)  we^ 
den  jetzt 

1=^, 

0  =  ^(-l)  +  ^i, 

0  =  Ä(—2)  +  2^1  (—1)  +  2J.2, 
und  daraus  ergeben  sich  die  Werthe 

u4  ==  1 ,     -^1  =  1 ,     Ä2  =  2, 

Um  B  und  ^x   ^^  finden ,  schreibt  man  in  Nro.  5)  B  statt  A 
setzt  r  =  1, 

0(x)  =  x^{x  +  1)  =  ar*  +  x\ 

0\x)  =  4tx^  +  Sx^ 
und  erhält 

1  =5.2  0  =  B.7  +  Bi.2, 

mithin 
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Zur  Bestimmmig  von  C  gehören    endlicli    die  Substitutionen 
B=C,r  =  -  1. 

*(aj)  =  jr»(a?— 1)«; 

die  erste  der  Gleichungen  5)  liefert  dann 

1  =  C(—4)    oder    (7=  —  J- 

Zufolge  dieser  Goefißdentenwerthe  hat  man  jetzt  folgende  Zer- 
legung 

1 

a?»(ic— 1)«  (x  +  1) 


««•««'«*    2(0?— 1)»        4(x— 1)        4(a?+l) 

Das  angegebene  YerfEdiren  bleibt  der  Bauptsache  nach  unge- 
Inderti  wenn  zwei  oder  mehrere  der  Grössen  a^  h,  c,  .  .  .  k  complex 
ausfallen,  nur  wird  man  das  Imagin&re  wie  früher  dadurch  vermei- 
den, dass  man  je  zwei  Partialbrüche  vereinigt,  welche  conjngirten 
Wurzeln  entsprechen.  Ein  Beispiel  dürfte  hinreichen,  um  diese  Mo- 
dification  kennen  zu  lernen. 

Wenn  es  sich  um  die  Zerlegung  des  Bruches 

x  +  l 
(a:»+l)2(x-l) 

bandelt,  so  zerfällt  man  erst  x^  -{-  1  in  (o;  —  0  (^  H~  0  ™^^  Betzt 
dann 

x+l x  +  l 

(x  — «)*      «— «      (^  +  0*      «  +  «      «  —  1 

Die  Gleichungen  5)  liefern,  wenn  man  f{x)  =  x  +  1,  j1  for 
fi,  t  for  r  und  0(x)  =  («  +  «)«  («—  1)  setzt,  die  Werthe 

4  ^  4 

Zur  Bestimmung  von  B  und  Bi  ist  keine  neue  Rechnung  erfor- 
derlich, denn  es  wurde  sich  diese  nur  darin  von  der  vorigen  unter- 
■cheiden,  dass  überall  —  t  an  der  Stelle  von  i  und  B  statt  A  stände; 
aian  bat  daher 

B  -  -  J  .  B,- — 

Die  Snbstitatioa  r  =  1,  B  =  C,  <P(x)  =  (x*  +  1)*  giebt 
noch  C  =  I  and  daher  irt 
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-i  F-i—  -.  —i— 1  -  i  [1:=:*  j.  i±!l  1 1  _L- 

oder  bei  Zusammenzieliuiig  der  conjugirten  Parfcialbrüche 

X  +  1 
(a?a+l)a(a?— 1) 

flj  1  fl?4- 1       1      1 

+  TT 


(«3  +  1)9        2  a?«  +  l    '    2  a?  — 1 


IlS'TEGRALRECHIfUIfG. 


Cap.  X 

Fundamentalsätze  der  Integralrechnung. 

§.64. 

Bestinmite  und  nnbeBtiximite  Integrale. 

Die  Betrachtmig  einer  Function  F(x)  und  ihres  Differentialqno- 
tienten  F'(x)  Yeranlasst  zwei  verBchiedene  Aufgaben,  nämlich  ent- 
weder F'ix)  aoB  F(x)  abzuleiten,  oder  umgekehrt  F(x)  zu  finden, 
wenn  F'(x)  gegeben  ist.  Mit  der  ersten  Au%abe  beschäftigt  sich 
die  Differentialrechnung,  die  zweite  gehört  der  Integralrechnung. 
Bezeichnen  wir  die  gegebene  Function  mit/(a;),  so  würde  es  darauf 
ankommen,  die  unbekannte  Function  F{x)  zu  ermitteln,  von  welcher 
f{x)  der  Differentialquotient  ist. 

Eine  directe  Lösung  dieses  Problems  lässt  sich  aus  dem  Be- 
griffe des  Differentialquotienten  unmittelbar  herleiten,  indem  man 
die  Gleichung 

n  F(x  +  8)^F(x)  _ 

benutzt,  in  welcher  9  eine  mit  i  gleichzeitig  gegen  die  Null  conver- 
girende  Grösse  bezeichnet.     Wir  geben  dieser  Gleichung  die  Form 

^(a,  +  a)  _  F(x)  =/(r)  a  +  *«, 

nehmen  darin  der  Reihe  nach 
X  =  a,  a  +  *i,  a  +  *i  +  *,,...  Ä  +  *i  +  •••  +  *««i, 

Ä  =  Äl,      Äff  '«»  •  •  •  '• 

imd  bezeichnen  die  verschiedenen  Werthe  von  Q ,  welche  jenen  Sub« 
stitutionen  entsprechen,  mit  ^ ,  p2 , '  • .  p« ;  auch  wollen  wir  zur  V er- 
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meidimg  jeder  Doppeldentigkeit  von/(«)  voranssetiseii,  dass  /(«)  reell, 
endlich  und  continuirlich  bleibe  von  x  =  a  bis  x  =  a  -\-  Sx  +  •  • 
•  •  +  o„_i;  wir  haben  dann  folgende  Gleichungen: 

F(a  +  d,)  -  F(a)=f(a)  «,  +  Pi  «x 
F(a  +  0,-1-  6,)  -  F(a  +  «i)=/(o  +  S{)  Ä,  +  p,  ff, 
F(a  +  di+dt  +  d,)  —  F(a  +  Äj  +  Ä2)=/(o  +  Ä,  +  Ä»)  «,  "H  «»•  «» 


JTa+Äi+"+Ä«)-Jl(a4-«i4-"+ö.-i)=/(«4-«i+-+»»-i)««+pA 
Durch  Addition  derselben  ergiebt  sich 

F(a+  «!+«,  +  ...  +  «„)-  F{a) 

•••+/(«  +  *1  +  *2    +    •  •  •    +    *«-l)  *« 

Wählen   wir    die  beliebigen  Grössen  dx,  ^2»  •  •'•  ^n  sOf    dass     ilire 

Summe  h  —  a  beträgt,  so  ist  auch 

2)  F(b)  -  F(a)  -  [Qid,  +  ^2«,  +  .  .  .  +  p,9,] 

=  /(a)«i  +/(a  +  «i)«2  +/(a  +  tfi  +  Ä2)«8+ 

•  •  •   +  /(<»  +  öl  +  Äj    4-    •  •  •   +    Ä„-«i)  Ä„. 

Zwischen  zwei  gegebenen  Zahlen  a  und  &  lassen  sich  nun  belie- 
big viele  Zahlen  Xu  x^^  % ,  •  .  .  Xn—\  einschalten  und  wenn  die  An- 
zahl der  letzteren  willkührlich  bleibt,  so  kann  man  dieselben  um  be- 
liebig kleine  Stufen  wachsen  lassen,  d.  h.  die  Unterschiede 

a?i  —  a,    X2  —  ai,    Xz  —  0:2»  ...  .  Xn—\  —  *«— 2»    ^  —  ^—1 
60  klein  machen,  als  man  will  '*').     Auf  den  vorliegenden  Fall  für 
Xi  —  a  =  dl ,    x^  —  Xi  =  da , h  —  x^—i  =  du 

angewendet  heisst  dies,  man  kann  jede  der  Grössen  di,  $2»  •  •  •  d« 
beliebig  verringern  ohne  hierbei  die  Bedingungsgleichung 

Äi  4"  ^a  "h  •  *  *  '  ~f"  ö«  ^^  ■^  —  ^ 
zu  stören.  Hieraus  folgt  nach  Nro.  1),  dass  jede  der  Grössen  pi, 
Q2i  •  •  •  Qn  der  Null  beliebig  nahe  gebracht,  mithin  ihr  absoluter 
Werth  kleiner  als  eine  willkührliche  Grösse  A  gemacht  werden  kann. 
Man  hat  also  bei  hinreichend  grossen  n  und  hinreichend  kleinen  81, 
O2,  .  .  .  On 


*)  Geometrisch  ist  dies  der  unmittelbar  einleuchtende  Satz,  dass 
man  zwischen  den  Endpunkten  einer  geradlinigen  Strecke  AB  beliebig 
viele  Punkte  Afi,  Jfa,  .  .  •  M^^i  einschalten  und  diese  beliebig  nahe 
nebeneinander  setzen  kann,  wenn  deren  Anzahl  so  grossi  als  man  will| 
gewählt  werden  darf. 
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folglich,  weil  alle  S  positiv  sind, 

-   ^(*l  +  «2  +  «3  + +  »«) 

<C  9l  *1    +   9«  *2    +   P3  *3    +   •  •  •   +   9«  *n   <C 
+   ^(*l  +  «2+«3+ +*n) 

oder  , 

—  ^(&— a)<ei*i  +  92*2  H |-9«*n<  +  ^(ft— ö). 

Diese  Gleicbmig  zeigt,  dass  die  Summe  pi  Äi  -f-  •  •  •  +  pn  *«  be- 
liebig weit  verringert  werden  kann,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst 
nnd  jedes  d  unendlich  abnimmt,  während  die  Bedingung  Äi  -f-  82  H — 
•  •  -f-  Ä„  =  5  —  a  ungestört  bleiben  muss.  Unter  diesen  Voraus- 
Betzungen  ist 

3)  Lim(QiSi  +  p2*2  +  .  .  .  +  Q^dn)  =  0, 
mithin  nach  Nro.  2) 

4)  F(h)  —  F(a) 

=  Um[/(a)ö^  +/(a+  Si)«2  +  /(a  +  «i  +Ä2)*3  + 

+  /(«  4-.*l  +  *2  4-   •  •  •   +  *ii-l)  *n]  • 

Hiermit  ist  die  anfangs  erwähnte  Aufgabe  gelöst,  weil  es  am  Ende 
freisteht,  x  für  das  beliebige  h  zu  schreiben. 

Den  vorhin  ausgesprochenen  Bedingungen,  dass  bei  unendlich 
wachsenden  n  jedes  d  gegen  die  Null  convergiren  und  die  Summe 
aller  d  constant  =  &  —  a  bleiben  muss,  genügt  man  u.  A.  durch 
die  Annähme 

fj  :=  ^2  =  S3  •  •  •  •  =  dn  == 


n 

in  welchem  Falle  einfach  d  für  di,  S2  etc.  geschrieben  werden  möge; 
est  ist  dann 

5*)  F(b)  —  F(a), 


=  Lim { {/(a)  +/(a  +  S)  +/(a  +  25)  +  ...  +/(a  +  n-  lÄ)]d}, 

h  —  a   ' 


n 

wobei  f(x)  continuirlich  bleiben  muss  von  aj  =  a  bis  a?  =  5. 

Eine  compendiösere  Gestalt  erlangt  diese  Gleichung,  wenn  man 
beachtet,  dass  die  rechte  Seite  eine  Summe  darstellt,  deren  einzelne 
Glieder  von  der  Form  f(x)  d  sind,  dass  man  also  schreiben  könnte 


*)  Ein  Beispiel  zu  der  ohigen  Formel  ist  folgendes.  Es  sei  einfach 
f(x)  =  X,  mithin  F{x)  die  unbekannte  Function,  deren  DifiEerentialquo- 
tient  ==  X  sein  soll,  so  wird 

Schlömiloh,  Aiialysis.    I.  20 
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F(b)  —  F(a)  =  IAm2]f{x)8, 

wobei  sich  das  Sunmienzeichen  auf  die  Addition  aller  der  Glieder 
bezieht,  welche  fiir 


X  =  a,  a  -\-  d,  a  -\'  2d,  ,  .  .  a  -{-  n  —  id 
aus  f(x)  d  hervorgehen ;  noch  kürzer  ist  die  Bezeichnung 

•      F(b)  —  F(a)  =  Lim£f{x) «, 

a 

wobei  man  nur  zu  merken  hat,  dass  a  der  erste  Werth  von  x,  dass 
jeder  folgende  Werth  um  d  grösser  und  dass  endlich  b — S  der  letzte 
Werth  von  x  sein  soll.  Insofern  hier  8  die  Differenz  zwischen  zwei 
Nachbarwerthen  des  x  ausmacht,  eignet  sich  das  Zeichen  Zfx  hesser 
als  d,  also 

b 

F(b)  —  F(a)  =  UmIlf{x)Jx, 

a 

Hier  kann  noch  die  beständige  Wiederholung  der  Sylbe  lAn 

erspart  werden,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  bei  unendlich  wach- 

&  "*-  (t 

senden  n  der  Ausdruck =  Ä  =  ^x  die  Null  zur  Grenze  hat 

n 

und  dass  diese  unendliche  Abnahme,  des  ^x  kürzer  durch  das  Zei- 
chen des  Differentiales  {dx)  ausgedrückt  wird;  so  bleibt  also 

FQ))  ''F(a)  =  Sf(x)dx, 


F(b)  -  F{a) 
=:im{[a  +  (a  +  cr)-|-(a  +  2cr)  +  ..  -f  (a  +  n=Tcr)]<r} 

=  i*w{na<f  +  (l+2  +  a  ..  +  »r=^)<fa} 

und  wenn  man  far  <f  seinen  Werth    "~     einsetzt: 

n 

F(l)  —  F(a)  =  Um{a(h-a)  +  i(&-a)(5— a— ^^=^)} 

=  a(&-a)  +  1(6— a)a 

Daraus  folgt,  indem  man  o;  far  5  schreiht:- 

F(x)  =  |aja  +  F(a)  -  Ja«, 

oder,  wenn  der  von  x  unabhängige  Theil  F(a)  —  |  a*  mit  C  bezdchnet 
wird: 

F(x)^\x^+C, 

wo  nun  C  eine  willkührliche  Constante  bedeutet.     In  der  That  wird 
F\x)  =  «,  wie  verlangt  wurde. 
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wobei  es  zur  besseren  Unterscheidung  üblich  geworden  ist,  statt  des 
griechischen  Buchstaben  einen  lateinischen  zu  gebrauchen;  die  Be- 
zeichnung ist  nun 


6) 


F(b)  —  F(a)  =  Cfix)  dx. 


Den  Ausdruck  rechter  Hand  nennt  man  das  zwischen  den 
Grenzen  x  z=  a  und  x  =  h  genommene  Integral  von  f{x)dx 
oder  auch  das  bestimmte  Integral  von  f{x)dx,  genommen 
von  X  =  a  bis  x  =  h. 

Es  ist  nichts  weniger  als  überflüssig,  die   geometrische  Bedeu- 


Fig.  40. 


tung    dieses. Ausdruckes  ken- 
nen zu  lernen,  wenn  wir  auch 
jetzt  nicht  tiefer  darauf  ein- 
gehen. In  Fig.  40  sei  in  recht- 
winkligen Coordinaten  OM=^x 
die  Abscisse,  MP  :=f(x)  die 
Ordinate    und   die  von   einer 
beliebigen  aber  festen  Ordinate 
GH    an     gerechnete    Fläche 
OHPM=  F(x),  dann  bedeu- 
tet F(h)  —  F(a)  eine  Fläche, 
welche  die  Strecke  h  —  a  der 
Abscissenachse  zur  Basis  hat;  für  OÄ  =  a  und  OB  =  &  ist  dem- 
nach 

FQ))  —  F{a)  =  Fläche  ABBG. 

^Man  wird  sich  femer  durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  in  §.  1 
leicht  überzeugen ,  dass  der  Differentialquotient  von  F(x)  gleich  der 
Endordinate  der  Fläche  F{x)  ist  oder  in  Zeichen 


7) 


'■^=m 


dass  also  hier  zwischen  F{x)  und  f{x)  dieselbe  Beziehung  stattfindet, 
welche  wir  anfangs  voraussetzten.  Um  nun  umgekehrt  F(x)  oder 
F(b)  —  F{a)  durch /(a;)  auszudrücken,  genügt  die  geometrische  Be- 
merkung, dass  man  einen  Näherungswerth  für  die  Fläche  ABBG 
erhält,  wenn  man  sich  dieselbe  als  eine  Summe  schmaler  rechteck- 
iormiger  Streifen  vorstellt;  für  MMi  •===.  /Ix  ist  die  Fläche  eines 
solchen  Streifens  =/(a?)^a;,  mithin  näherungsweise 

F(5)  —  F(a)  =  Sfix)  Jx 

*  20* 
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und  genau 

F(b)  —  F(a)  =  UmZlf{x)  dx  =  f/(x)dx, 

a 

was  mit  dem  Früheren  übereinstimmt. 

Das  hiermit  angegebene  Verfahren  zur  Ableitung  von  FQ))  —  F(a) 
aus  f(x)  hat  zwar  den  Vortheil,  ganz  direct  zu  sein  und  die  auszufüh- 
renden Operationen  (Summiruug  einer  Reihe  und  nachherigen  Gren- 
zenübergang) deutlich  übersehen  zu  lassen,  aber  es  leidet  an  der 
Schwierigkeit,  dass  die  genannten  Operationen  nur  selten  ausfuhrbar 
sind,  wie  man  bei  einigen  Versuchen  bald  finden  wird.  Man  ist 
daher  genöthigt,  einen  indirecten  Weg  einzuschlagen,  weicher  darin 
besteht,  dass  man  von  einer  Function  F(x)  den  Differentialquotienten 
/(x)  oder  das  Differential  f(x)  dx  entwickelt  imd  durch  ein  neues 
Zeichen  den  Rückgang  von  f(x)  dx  zu  F(x)  ausdrückt.  Demgemass 
versteht  man  unter  dem  Symbole 

8)  Cfix)  dx 

jede  Function,  deren  Differential  =  f(x)  dx  ist  und  nennt  den  in  8) 
verzeichneten  Ausdruck  das  unbestimmte  Integral  von  ^(x)dx. 
Weiss  man  also  im  Voraus,  dass  dF(x)  =  f{x)  dx  ist,  so  kann  man 
umgekehrt 

9)  ff(x)  dx  =  F(x) 
oder  auch 

10)  Jf(x)  dx  =  F{x)  +  Gonsi. 

setzen,  denn  in  beiden  Fällen  genügt  die  rechte  Seite  der  ausgfe- 
sprochenen  Bedingung;  es  ist  daher  jederzeit  erlaubt,  einem  unbe- 
stimmten Integrale  eine  willkührliche  Constante  anzuhängen.  —  I>urch 
beiderseitige  Differentiation  der  Gleichimg  9)  oder  10)  ergiebt  sich 


d  jf{x)  dx  =  dF{x)  =  fix)  dx. 


woraus  zu  ersehen  ist,  dass  die  beiden  Zeichen  d  und /sich  ^egren- 
seitig  aufheben. 

Aus  dem  unbestimmten  Integrale  lässt  sich  auch  das  bestimmte 
Integral  wieder  herleiten;  denn  setzt  man  nach  geschehener  unbe- 
stimmter Integration  einmal  o;  =  b,  dann  x  ^=  a,  so  folgt  durch 
Subtraction 

Jf{x)  dx  —    ff{x)  dx  ==  FQ))  —  F{a)  =  f  fix)  dx. 
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Das  bestimmte  Integral  kann  demnacb  als  die  Differenz  zweier 
Special wortlie  des  unbestimmten  Integrales  angesehen  werden,  wobei 
jedoch  nicht  zu  vergessen  ist,  dass  f{x)  innerhalb  der  Grenzen  X'=^a 
und  X  =  }>  keine  Unterbrechung  der  Continnität  erleiden  dart  Fin- 
det eine  solche  statt,  so  verlangt  der  eben  ausgesprochene  Satz  eine 
Modification,  die  wir  später  erörtern  werden. 


§.65. 
Bie  FandamentalfoTmeln. 

Der  Definition  des  unbestimmten  Integrales  zufolge  giebt  jede 
Differentialformel  Gelegenheit  zur  Aufstellung  einer  Integralformel, 
indem  es  hierzu  nur  einer  veränderten  DarsteUuBg  der  ersteren  be- 
dari     Aus  der  Differentialformel 

welche  für  alle  ft,  mit  alleiniger  Ausnahme   des  Falles  f*  =  —  I 
Gültigkeit  besitzt,  erhalt  man  so 

xl^äx  =  ——r  +  Const.,  ft  ^  —  1. 
Geht  man  von  der  allgemeinen  Formel 

'Htw-\ = '» + ''»"' 

SOB,  80  findet  sich  auf  gleiche  Weise 

2)       fifl  +  hx^dx  =  ^^^^^  +Canst.,ii>-1- 
Die  Differentialformel 

dlx  =  —  dx 

X 

gieht,  in  derselben  Weise  umgekehrt,  bei  positiven  x 
S)  I  —  =ilx  ^  C<mst.\ 

allgemeiner  ist 

4)  f    ^^     ==  1  Z(a  +  hx)  +  Cons^, 

'  J  a-^-hx        0 

womit  für  den  AusnahmefaU  ^  =  —  1  in  den  Formeln  1)  und  2) 
die  Entwickelung  des  Integrales  gegeben  ist.  Mittelst  desselben  Ver- 
fahrens leitet  man  die  folgende  Integralformel  ab: 


ö)  J .  !*'l„xo  =■-  ^/,  \  ^„N  +  (>y^"> 


/-. 
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äx       1 

+  5^2  —  ~"  i^(a  +  hx) 
wdche  nur  den  speciellen  Fall  ft  =  —  2  von  Formel  2)  darstellt; 
femer  hat  man  nach  §.  6 

'>  /^4^' =^ '^'^^  ^  +  ^^- 

oder  für  «2  ;— .  ^^  ^9  —-  5^  ^Q  h^q  ^^  m^^j  5  nothwendig  positiv  sein 
müssen: 

dx  1  a?K5     ,     ^     , 

— .  ^  „  =  77=  arcf aw  -t7=  +  CtmOT. 
a  +  ^a;2       V^  Va 

Aus  §.  6  ergiebt  sich  bei  gleicher  Behandlung 

oder 

7  a—hx^       2Väb     \\rä—xVhy 
wobei  a  and  b  an  sich  positiv  sein  mässen. 
Nach  §.  6  ist  weiter 

«)  /^  =  Ä'<«  +  ^*'^+^=^ 

und  hiermit  schliesst  sich  die  Reihe  derjenigen  Fundamentalformeb, 
in  denen  algebraische,  von  Wurzeln  freie  Ausdrücke  unter  dem  Inte- 
gralzeichen stehen. 

Aus.  §.  6  erhält  man  femer  die  Integralformel 


ß 


dx 


=  ^Hßx  +  Va^  +  ß^x^)  +  Oonst, 


V  a«  +  ß^x^        ß 
oder  für  a«  =  a,  /3a  =  5, 

J   V  a-\-lx^        yl 
auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich 

dx  1  ßx        M-t 

y««  — /ja^ja         /J  « 

oder 

iA\  r      dx  1  .    xVh~ .    ^     . 

0/  Va  —  bÄ»       Vi  Ya 

Die  Dififerentialformeln  in  §.  6  liefern  noch  die  Integralformeb: 

U)  /    >  = -^ +  Cons^n 


/i 
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12)  f  ,     ^"^        ,  =  -TT^ =  +  C^^*-' 

Hiermit  ist  die  Reihe  deijenigen  Grundformeln  beendet,  welche 
irrationale  algebraische  Ausdrücke  unter  dem  Integralzeichen  ent- 
halten. 

Aus  der  Gleichung  d\xlx  —  x\  =  Ixdx  folgt  weiter 

14)  flxdx  =  xQx—\)  +  Gonst. 

Durch  ümkehrung  der  bekannten  Formel 

4 

di^—)  =  e^'^dx 

wird  femer 

e^'dx  = 1-  Gonst. 

und  damit  sind  zwei  Formeln  gewonnen ,  welche  bei  der  Integration 
von  logarithmischen  und  Exponentialfunctionen  Anwendung  finden. 

Kehrt  man  femer  die  vier  Gleichungen  um: 
d(-'-^   =8int.udu.    d{^)    =cosi^udu, 

fio  ergeben  sich  unmittelbar  die  vier  Integralformeln : 

/COSflU       .      ^        . 
sin^udu  = —    +  vonsu 

17)  fcosiiudu  =  +  ^^y^    +  Gonst 

/Icosfiu    ,     rt    o* 
tmiiLudu  = r  ^^>*^f- 

cot[i.udu  =  H -p-  +  Gonst. 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  in  §.  6  geben  femer 

20)        f—^ =  \aräan(^)  +  Gonst. 

^      J  a^cos^u-^-ß^sin^u        aß  \     «     / 

on        r__Jl^-—  =  ^l^l(^^±^)  +  Gonst. 
'      J  a^cos^u  —  ß^sin^u        2aß     \a—ßtanu/ 
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Wir  fugen  endlich  noch  zwei  Formeln  bei,  die  aus  den  Diffe- 
rentialgleichungen 

^r  .    Vi— a^flJ^l 

äixarcstnax  -| =  arcstnaxdx, 

dixarda/nax ^— ^^ ^1  =  arcianaxdx 

L  2a       J 

entspringen,  nämlich 

aresin  axdx  =  x  aresin  ax  ^ h  Canst. 

.  a 

23)        /  aretanaxdx  =  xarctanax ^—^ +■  Const. 

J  2a 


§.  66. 
Allgemeine  Beduetionsformeln. 

Sind  die  Differentiale,  um  deren  Integration  es  sich  liandeli 
nicht  so  einfach  wie  in  den  oben  entwickelten  Grundformeln,  so  muss 
man  den  gegebenen  Ausdruck  in  Theile  zu  zerlegen  suchen,  -welche, 
einzeln  genommen,  integrirt  werden  können,  und  nachher  das  Inte- 
gral der  complicirteren  Grösse  aus  den  Integralen  ihrer  Bestandtheile 
zusammensetzen.     Hierzu  dienen  folgende  Gesetze. 

L  Es  mögen  a  und  h  Constanten,  U  und  V  Functionen  von  Xy 
endlich  u  und  v  die  Differentialquotienten  jener  Functionen  bezeich- 
nen; es  ist  dann 

d(aU+hr)  =  (au  +  hv)dx, 

mithin  umgekehrt 

1)  Jiau  +  hv)  dx  =  aU  +  IV. 

Zufolge  der  Bedeutung  von  u  und  v  gelten  femer  die  Gleichungen 

du  =  udx,         dV  =  vdx, 
aus  denen  folgt 

U=   I  udx,        V=^  I  vdxi 

nach  Substitution  dieser  Werthe  geht  die  Gleichung  1)  in  die  fol- 
gende über 

2)  /  (au -\-hv)dx  =  a  I  udx  ■}-  b  I  V dXj 
welche  die  Kegel  zur  Integration  der  Aggregate  enthält. 
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Hiernach  ist  z.  B. 

J  ax  +  ßx'^'  =  J  x^a  +  ßx)^"  =  7  ä  LJ  ~  mT^J'** 

=lflax-lf-'äx^llx-L.^(Z+M 
aj   X  aj  a+/3a:  a  a  ß 

a    \a  +  ßxJ 

Da  die  Difierentialfonnel ,  von  welcher  wir  anfangs  ausgingen, 
auch  fiir  Aggregate  von  jeder  endlichen  Gliederzahl  gilt,  so  lässt  sich 
die  Formel  2)  gleichfalls  auf  jede  endliche  Reihe  ausdehnen;  z.  B. 

1— rc« 


/ 


l—x 


dx 


dx 


=   /  (1  4-  i»  +  «*  +  Ä»  + +  fl?»-i)  dx 

=z  I  dx  -{-    I  xdx  4-  /  x^dx  +  •'•+/  a?""~ 

II.     unter  Beibehaltung  der  vorigen  Zeichen  erhält   man  aus 
der  Differentialformel 

d(UV)  =  Uvdx  +  Vudx 

die  folgende  Integralformel,  wobei  von  der  Regel  für  die  Integration 
der  Summen  Gebrauch  gemacht  worden  ist, 

/  Uvdx  +  fvudx  =  UV 
oder 

/  Uvdx  =  UV  —  I  Vudx. 

Zufolge  des  Werthes 

V=  I  vdx 
ist  die  vorige  Gleichung  identisch  mit 

/  Uvdx  =  ^ /  ^^^  —  /      /  ^^^\^^^9 
wof&r  man  einfacher  zu  schreiben  pflegt 

/  Uvdx  =  U I  vdx  —  /  udx  I  vdXj 
oder  auch,  weil  udx  =  dU  war, 
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/  TJvdx  =  TJ I  vdx  —  /  du  1  vdx. 

Diese  Formel  der  sogenannten  partiellen  Integration 
empfiehlt  sich  in  allen  den  Fällen,  wo  das  Integral  von  vdx  leicht 
gefunden  werden  kann  nnd  gleichzeitig  du  ein  nicht  za  compHcirter 
Ausdruck  ist. 

So  hat  man  z.  B.  für  U=  1(1  ^x^),  v  =  x, 

Jl(l  +  x^)xdx  =  1(1  +  x^)fxdx  —f^rif^^^ 


=  l(l+x^)'lx^-ff^ 


dx 


+  x'^ 
und  wenn  man  beachtet,  dass  weiter 

80  ergiebt  sich  schliesslich 

xl(l+x^)dx  =  l(l+x^)l(l+x^) --Ix^  +  Const. 


I- 


.    III.     Befindet  sich  unter  dem  Integralzeichen  eine  zusammen- 
gesetzte Function,  handelt  es  sich  also  um  ein  Integral  von  der  Form 


/ 


f[(p(x)]dx, 

so  leistet  die  Substitution  einer  neuen  Yariabelen  häufig  gute  Dienste; 
man  kann  nämlich  (p(x)  =  y  setzen  und  nunmehr  y  als  neue  un- 
abhängige Yariabele  ansehen.  Zunächst  hat  man  die  Gleichung 
qp  (x)  =  y  auf  x  zu  reduciren,  wodurch  man  zu  einem  Resultate  von 
der  Form  o;  ==  ^  (^)  kommt ,  man  drückt  nachher  dx  durch  dy  aus, 
indem  man  durch  Differentiation  der  vorigen  Gleichung  dx=il/(^)ds 
erhält,  und  gelangt  so  zu  der  Gleichung 


ff  l9>(x)l  dx  =  Jm  ^'(y)  dy. 


Lässt  sich  die  Integration  rechter  Hand  ausführen ,  wobei  unter 
Anderm  die  partielle  Integration  von  Nutzen  sein  kann,  so  entsteht 
zunächst  ein  Resultat  von  der  Form 

ffisi)^'(Sf)äy  =  F(y)  +  Canst. 

und  durch  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  y 

ff[9ix)]dx  =  F[ip(x)]  +  Canst., 

womit  die  verlangte  Integration  ausgeführt  ist. 
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So  s.  B.  wird  man  in  dem  Int^irale 

1 


s. 


äx 


e'  +  e- 

e'  =  jf  setEen,  worans  o;  =  2y,  dx  =  -=^  ft^gt»   ^  Int^pnd  tot- 
wandelt  sich  jetzt  in  das  folgende 


r      1         d9         r   dy 
J  9  +  j.    9  ~J  9^  +  1' 


f: 


dessen  Werth  arctany  -|-  Const.  ist;  man  hat  daher 

,  -; r  =  arctan(e*)  +  Const, 

Hinsichtlich    der    vorhin    erwähnten  Auflösung  der  Gleichung 
t^{x)  z=z  y  müBsen  wir  noch  hemerken,  dase  dieseihe  möglicherweise 

«» — 1 

mehrere  verschiedene  Werthe  für  x  gehen  kann  (aus  — =  y 

^x 

z.  B.  folgt  ehensowohl  «  =  y  -f  Vy«  -}-  1  »Is  ap  =  y  —  V  y^  +  1) 
and  es  wäre  daher  die  Frage,  welcher  von  diesen  Werthen  ssu  neh- 
men seL  Man  sieht  aber  leicht,  dass  man  jeden  beliebigen  dieser 
Werthe  w^len  kann,  weil  am  Ende  y  wieder  rückwärts  durch  x 
ausgedrückt  wird  und  man  also  jedenfalls  zu  demselben  (p{x)  zurück- 
kommt, von  welchem  man  ausgegangen  war. 


§.67. 
Integration  durch  unendliche  Beihen« 

• 

Wenn  die  vorigen  Mittel  nicht  ausreichen,  um  die  Integration 
einer  gegebenen  Function  zu  bewerkstelligen,  so  versucht  man,  das 
Integral  in  eine  unendliche  Keihe  zu  verwandeln;  dies  geschieht 
meistens  auf  folgende  Weise. 

Das  Integral  sei  von  der  Form 


/■ 


f(x)  tp  (x)  dx 

ond  f(x)  eine  Function,  die  sich  wenigstens  für  alle  zwischen  x  =  X 
uid  X  =  fi  liegenden  x ,  in  eine  unendliche  Reihe  verwandeln  lässt, 
etwa 

1)  A^)  =  Xo  +  Xi  +  X,  +  X,  + j 


dx 
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es  ist  dann 

2)  ff(x)(p(x)dx  =   C{X^  4-  Xi  +  Z2  H )(p(x)dx. 

Hier  fragt  sich  vor  Allem,  ob  der  in  §.  66,  L  für  endliche  Rei- 
hen bewiesene  Satz  auch  bei  unendlichen  Reihen  anwendbar  bleibt; 
wäre  dies  der  Fall,  so  würde 

3)  ff(x)ip(x) 

=  J  Xq  (p(x)  dx  -^  J  Xi  <p(x)  dx  -^  I  X2  (p(x)  dx  •}-*'- ' 

fiein,  und  wenn  die  Integrale  rechter  Hand  entwickelt  werden  können^ 
so  wäre  das  gesuchte  Integral  durch  eine  unendliche  Reihe  ausge- 
drückt. 

Die  Vorfrage,  wovon  die  Anwendbarkeit  dieser  IntegratioDS- 
methode  abhängt, "lässt  sich  hier  im  Allgemeinen  noch  nicht  ent- 
scheiden, doch  können  wir  vorläufig  den  gewöhnlichen  Fall,  wo  die 
Reihe  nach  Potenzen  von  x  fortschreitet,  vollständig  erörtern. 

L     Die  Reihe  für  f(x)  habe  die  Form 

4)  f(x)  =  Oq  -{-  OiX  +  (hx^  -{-  Cizx^  -{- 

und  es  sei  bei  unendlich  wachsenden  n   . 

Lim  — ^^  ==  A, 

woraus  folgt,  dass  die  obige  Reihe  für  —  il<;aJ<r+  A  conve^ 
girt;  endlich  sei  zur  Abkürzung 

5)  ^(a?,  n)  =  /  x*ip(x)dXt 

wobei  dem  Integrale  keine  willkührliche  Gonstante  angehangen  we^ 
den  möge.  Wenn  nun  die  Reihe  Oq^C^»  0)  +  ai^(a;,  1)  +  etc. 
innerhalb  jener  Grenzen  convergirt,  so  ist  ihre  Summe  eine  bestimmte 
Function  von  x  etwa 

6)  F(x)  =  oo  t(x,  0)  -f  ai^(a;,  1)  +  (H^(x,  2)  + , 

und  von  dieser  wollen  wir  den  Differentialquotienten  aufsuchen. 
Lassen  wir  x  um  h  wachsen,  wobei  aber  h  so  klein  zu  wählen  ist, 
dass  auch  x  -\-  h  zwischen  —  A  und  4"  ^  fällt,  so  haben  wir  zu- 
nächst 

F(x  +  fe)  —  F(x) 
h 

=  «0  — ^^ ^ r  «1 ^ r  — 
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Rechter  Hand  henutzen  wir  das  bekannte  Theorem 

welches  voraussetzt,  dass  ^(a;)  und  ^'(x)  von  x=  —  X  bis  x=  -^  l 
stetig  und  endlich  bleiben;  femer  substituiren  wir  gemäss  Nro.  Ö) 
x*(p(x)  statt  ^'(a?,  n)  und  erhalten 

7)  F(x+h)'^F(x) 

h 
=«0  9(»+^oh)  +  Oiinc+d'ih)  <p(x+d'ih)  +  a2(x+d'2h)^(p(x+d'^h)+''' 
wo  &Q,  0*1 ,  d'2  etc.  positive  echte  Brüche  bedeuten. 

Um  vorerst  den  einfachsten  Fall  zu  erörtern,  wollen  wir  x  und 
alle  Coefficienten  ao ,  «i ,  Oj  etc.  als  positiv  voraussetzen.  Nun  lässt 
»ich  h  so  klein  wählen,  dass  die  Function  q)(£i)  von  e  =  x  bis 
'=x  -^  h  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt ;  im  ersten  Falle 
bt  jede  der  Grössen  9 (o?  +  "^o Ä) ,  <p(x -\-  d'ih)  etc.  grösser  als  (p(x) 
und  kleiner  als  q>(x-\-h),  während  im  zweiten  Falle  die  Sache  um- 
gekehrt wird.  Femer  liegt  (x  +  '^■„Ä)*»  immer  zwischen  a?"  und 
(«  +  Ä)*»;  bei  positiven  h  und  wachsenden  <jp(aj)  ist  demnach  die 
Summe  der  Beihe  in  Nro.  7)  grösser  als 

ao<p(x)  +  aixq)(x)  +  a^x^qjix)  +  •  •  •  =f(x)g>(x) 
und  kleiner  als 

<h9(x  +  h)  +  ai(x  +  h)(p(x  +  h)  ^ =Ax  +  h)(p{x.  +  K), 

Also 

/(;r)  g,(*)<  i^^+^ZlIM  < /(^  +  Ä)  <p(^  +  Ä); 

bei  abnehmenden  (p(x)  tritt  das  Zeichen  <C  an  die  Stelle  von  <C 
unter  gleichzeitiger  Yertauschung  von  f(x)  und  /(a;  +  Ä).  Aehnlich 
▼erhält  sich  die  Sache  bei  negativen  Ä,  aber  in  jedem  Falle  erhält 
man  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  h 

nuthin  umgekehrt 

F(x)  =  j  f(x)(p(x)dx  +  ConsL 

F(x)  =   /  (oq  -f-  flua?  +  «9^^  +  .  .  .  . )  q)(x)  dx  +  Const. 

Vergleicht  man  dies  mit  der  ursprünglichen  Bedeutung  von 
J!\x)  in  Nro.  6)  und  substituirt  die  Werthe  von  ^(x^  0),  ^(a;,  1) 
«tc.,  80  hat  man  folgende  Gleichung 

®J  /  (^  +  <*i*  +  ^^^  +  '  '  ')(p(x)dx  -{'  Canst. 
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=  00  J  q>{x)dx  ■■\-  ai   Ix  q>{x)  dx-\-ai   1  x^  g>(x)dx-}-  -  -  --] 

diese  lehrt,  dass  hier  die  Integration  auf  gewöhnliche  Weise  ausge- 
führt werden  darf.  Auch  hleiben  die  vorigen  Schlüsse  an  der  Grenze 
der  Convergenz,  d.  h.  für  a?  =  +  ^i  richtig,  wofern  die  beiden  Rei- 
hen noch  convergiren ,  nur  muss  man  in  diesem  Falle  h  negativ  neh- 
men, um  das  Intervall  der  Convergenz  nicht  zu  überschreiten. 
Wenn  die  Beihe 

f(x)  =  00  +  dix  +  a^x^  +  a^x^  + ' 

positive  und  negative  Glieder  enthält,  so  kann  man  doch  x  immer 
als  positiv  ansehen,  indem  man  die  verschiedenen  Vorzeichen  auf 
Bechnung  der  GoefQcienten  schreibt;  femer  lassen  sich  alle  positiven 
sowie  alle  negativen  Glieder  zusammenfassen  und  es  erscheint  dann 
f(x)  als  Differenz  zweier  Beihen ,  deren  jede  für  sich  nur  positive 
Glieder  enthält.  Der  anfanglichen  Voraussetzung  zufolge  convergiren 
diese  Beihen  und  daher  sind  ihre  Summen  bestimmte  endliche  Func- 
tionen, etwa  /i  (x)  und  /a  (x),  also 

f(x)=Mx)-A(x). 
Hieraus  folgt 

Jf(x)  (p(x)  dx  =  ifiix)  (p(x)  dx  —  f/ii^xd  9(»)  ^«5 

auf  die  einzelnen  Integrale  rechter  Hand  ist  der  vorige  Satz  anwend- 
bar und  man  gelangt  damit  zu  dem  Besultate,  dass  die  Gleichung  8) 
auch  in  dem  Falle  gilt,  wo  die  Beihe  positive  und  negative  Glieder 
besitzt.  Bei  Integrationen  von  der  genannten  Form  sind  demnach 
nur  zwei  Bedingungen  einzuhalten,  nämlich  die  Convergenz  der  vo^ 
kommenden  Beihen  und  andererseits  die  Endlichkeit  und  Stetigkeit 

von  (p(x)  und    1  x''q>(x)dx. 

Hiemach  ist  z.  B.  bei  echt  gebrochenen  x 

—j—dx  =  /  (1  — aj  +  a?»  — aj«+  •  •  ')x^''^dx 

a?«        aj«+i    ,     Ä«+»         a;«+«   ,         ,   ^   ^ 
a         a+1  ^  a  +  2        a  +  3^       ^ 
Beträgt  dagegen  der  absolute  Werth  von  x  mehr  als  die  Ein- 
heit, so  darf  diese  Entwickelung  nicht  angewendet  werden,  vieLmehi 
wird  man 


I  — -; — ax  =  /  -^1 ax 

J   1  +0?  J    1.  j^  \ 
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und  —  =  V  oder  05  ==  —  setzen,  wo  nun  y  ein  echter  Bruch  ist. 
Das  Integral  wird  jetzt 

-fj^^y  =  —f{i-y  +  y^-y^+  •  •  •)y-«^y 


1  — a  ^  2  —  a        3  —  «^ 


oder  durch  Restitution  des  Werthes  von  y 

dx 


f 


a?«-i 


1  +x 


a  —  1        a  — 2  ^  a  — 3        «  —  4^  ^ 

80  dass  nun  der  Werth  des  Integrales  für  alle  Fälle  entwickelt  ist. 

II.  Ein  anderes  Verfahren  um  über  die  Gültigkeit  der  allge- 
meinen Gleichung  3)  zu  entscheiden,  besteht  darin,  dass  man  die 
Reihe  1)  vorerst  als  endliche  nimmt  und  ihre  Ergänzung  hinzufügt, 
nämlich 

9)  /(iC)  =  Zo    +   ^1    +    ^2    +   •  •  •   +   ^-1   +   ^n- 

Dies  giebt 

10)  //(^)  (p(x)dx—  jBn  q){x)dx 

=  J  Xo  (p(x)dx  +    /  Xi  (p(x)  dx  -\-  '  '  '  '  +  I  X„-i  <p(x)dx, 

und  wenn  nun  beide  Reihen  in's  Unendliche  fortgesetzt  werden  sol- 
len, so  muss  erstens  lAm  22„  =  0,  d.  h.  die  Reihe  in  Nro.  9)  conver- 
gent  sein  und  ausserdem 


Lim  I  jB„ (p(x)dx  =  0 


werden,  was  aus  LimBn  =  0  nicht  geschlossen  werden  kann  und 
daher  einer  besonderen  Untersuchung  bedarf.  Hierzu  gehören  aber 
einige  Sätze  von  den  bestimmten  Integralen,  welche  erst  später  ent- 
wickelt werden. 

Aus  der  Bemerkung,  dass  viele  Functionen  in  unendliche  Rei- 
hen verwandelbar  sind,  geht  unmittelbar  hervor,  dass  die  Methode 
der  Integration  durch  unendliche  Reihen  einen  hohen  Grad  allge- 
meiner Anwendbarkeit  besitzt;  es  sollen  daher  in  den  nächsten 
Capiteln  auch  nur  diejenigen  Dififerentialformeln  betrachtet  werden, 
deren  Integration  ohne  jenes  Hülfsmittel,  d.  h.  in  geschlossener  Form, 
möglich  ist. 


/ 


Oap.  XI. 

Integration  rationaler  algebraischer  Functioneii. 

§.  68. 
Fizirung  der  AulSsabe;  einfachste  Fälle  derselben. 

Das  allgemeine  Problem,  womit  wir  nns  im  vorliegenden  Capüel 
beschäftigen,  ist  die  Entwickelang  des  Integrales 

S=  r«  +  i^a;  +  ya?»  -i +  ^^"^ ^^ 

c/  a  +  fea?  +  cx^  +  •  •  •  +  Ä'«"  ' 
wobei  m  und  n  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Die  unter  dem  Inte- 
gralzeichen stehende  gebrochene  rationale  algebraische  F\|iiction 
kann  echt  oder  unecht  gebrochen  sein;  im  letzteren  Falle  lässt  sich 
dieselbe  durch  Division  in  eine  ganze  Function  und  in  einen  echt 
gebrochenen  Best  zerlegen,  was  durch  die  Gleichung 

a  -{-ßx  ■\'  yx^  +  •  •  •  +  ^^"* 
a  +  fea;  +  cx'^  +  •  •  •  +  *^* 
==  «1  -f-  ßix  +  yi^J*  +  •  •  •  +  «iÄ**~* 

^  +  -ga;  +  Ca;2  +  -  »  «  +  ■flfa?*"^ 

a  +  ^^#  +  ^^*   +  •  •  '  +  ^^" 
ausgedrückt  werden  möge.     Bezeichnet  man  den  echt  gebrochenen 

Best  mit     )      ,  so  ist 
l!{x) 

und  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 
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Diese  61eichimg  giebt  zu  erkexmen,  dase  die  Integration  einer 
nnecbt  gebrochenen  Fonction  auf  die  Integration  einer  echt  gebro- 
chenen zurückgeführt  werden  kann;  wir  haben  uns  daher  nur  mit 
letzterer  zu  beschäftigen. 

Ist  der  Nenner  vom  ersten  Grade,  so  wird  das  letzte  Integral 
zu  folgendem 


— j-^-  dx  =  A  I  — r-7-  dx, 
a  -\-hx  J  a-^hx 


dessen  Werth  sich  unmittelbar  aus  der  Grandformel  4)  in  §.  65  er- 
giebt 

Ist  der  Nenner  vom  zweiten  Grade,  so  hat  man  es  mit  dem 
Integrale 

A  +  Bx 


/-. 


dx 


a  +  trc  -|-  ca;3 
zu  thnn ;  dieses  zerfallt  in  zwei  Integrale,  nämlich 

^7  a  +  hx  +  cx^^^  "^  V  a  +  hx  +  cx^^^ 
deren  Entwickelung  auf  folgende  Weise  geschieht. 
I.     Es  ist  identisch 

cdx 


f     dx       _  r 


+  5ir  +  ca?2       J  ac-\-'bcX'\-c'^x'^ 

cdx 


=/i 


nnd  wenn  man  eine  neue  Yariabele  y  mittelst  der  Substitution 

ex  ■\-  \h  =^y  ^    cdx  =  dy 

einiührt,  so  wird  aus  der  vorigen  Gleichung 
.  f         dx  _    r  dy 

'  J  a  +  lx  +  cx^~  J  (ac  — Jft2)  ^  y^' 

Bier  sind  die  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  ac  —  \h^  positiv,  Null 
oder  negativ  ist;  denn  der  Werth  des  Integrales  erhält  nach  den 
Grundformeln  6)  und  7)  verschiedene  Gestalten,  je  nachdem  im  Nenr 
ner  die  Summe  oder  die  Differenz  zweier  Quadrate  vorkommt. 

Im  ersten  Falle 

ac  —  }6«  >  0    oder    4 ac  —  5«  >  0 

istVac  —  JM  eine  reelle  Grösse,  die  wir  mit  a  bezeichnen  wollen; 
die  Gleichung  3)  giebt  dann  unter  Anwendung  der  Fundamental- 
formel  6) 

J  a  +  hx  +  cx^       J  a^  +  y^        a  a    ' 

Sohlömiloh,  AualysiB.    L  21 
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Nach  Restitution  der  Werthe  von  y  und  a  hat  man 

Ä\        r         dx  2  ,        h'\-2cx      ,     /T    ^ 

*)       /  —n — i ?  =  ./  ardan  ,.  +  Cbws/. 

J'a  +  hx  +  cx^       Vlac-^  V  ^ac  —  6« 

4ac  —  fe2  >  0. 
Im  zweiten  Falle  (ac  —  ^2)2  =  0)  wird  die  Gleichung  3)  zur  fol- 
genden 

r '^^  f^=-l  +  Const. 

J  a'\-'bx-\' cx'^       J   y'^  y 

d.  i.  vermöge  des  Werthes  von  y 

5)  A— 7-^^ =-  T-A—    +    ^^Sf. 

'^  J  a+hx  +  cx^  h  +  2cx 

4:ac  —  &2  =  0. 
Im  dritten  Falle  (ac  —  \b^<iO)  ist  Jb^  —  ö^c  positiv,  mithin 

V\h^^---ac  eine  reelle  Grösse,  die  a  heissen  möge ;  die  Gleichung  3) 
lautet  jetzt 

r    '     dx  __    f      dy        ^     r(-l)dp 

2«     \a— 3//  ^ 
und  daraus  ergiebt  sich  nach  Substitution  der  Werthe  von  y  und  a 

.   r        dx       _  1  /V^a— 4ac  +  &  +  2ca;\ 

4ac  —  fe2  <;  0. 
Eine  etwas  andere  Form  erhält  dieses  Integral,  wenn  man  von 
der  identischen  Gleichung 

<f)  = '(:^)  + '<-)  . 

Gebrauch  macht  und  die  constante  Grösse  Z.( —  1)  in  die  willkührliclie 
Integrationsconstante  einrechnet;  es  ist  dann 

V  a^r^x+cx^  YW~^c    \6  +  2caj  — V 6«— 4ac/ 

und  man  wird  nun  die  Formel  6)  oder  die  Formel  7)  benutzen,  je 

nachdem  im  speciellen  Falle  Vb^  —  4ac  mehr  oder  weniger  als  6  +  2cä 
beträgt. 

II.     Um  das  zweite  der  in  Nro.  2)  verzeichneten  Integrale  zu 
entwickeln,  gehen  wir  von  der  Differentialformel  aus 

dlia^lx^cx^)^.^^1^^^^,dx. 


Const. 


einfacliste  Falle  derselben.  823 

Die  ümkebnuig  derselben  giebt 


I: 


dx  =  l(a  +  &^  +  ca?^ 


a  +  6a:  +  cx^ 
oder  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 

^f    _^^\     ,  +  2cf     ,f^t        =l(a  +  hx  +  cx'^). 
J  a+hx  +  cx^  ^       o/  a  +  ta?  +  ca?«         ^ 

und  wenn  man  das  zweite  Integral  als  Unbekannte  ansieht,  so  er- 
hält man 


8)  f     .  f  ^^ =  JLua  +  hx  +  cx^)-  —  f- 

V  a+hx+cx^        2c  H^ -r «'-' T- ^*  >^       2c7  a 


dx 


Das  gesuchte  Integral  ist  hiermit  auf  ein  schon  bekanntes  Inte* 
gnJ  zoruckgefahrt 

m.     Setzt  man  in  der  Gleichung 

f  it^^  .^-=^f  ^A  ,+^/'  _.r'i 

J  a  +  6a?  +  ca?*  J  a  +  ^^  +  ^^  J  a-\-hx-\- ex' 

statt  des  zweiten  Integrales  rechter  Hand  seinen  Werth  aus  Nro.  8), 
80  erhalt  man 

A+Bx 


h 


dx 
+  6a;  +  cx'^ 

dx 


=  j^Ka  +  hx  +  cx^)+         ^^        j- 


+  6d5  +  caj* 

und  damit  erledigt  sich  die  Integration  der  echt  gebrochenen  alge- 
hraischen  Functionen  mit  quadratischem  Nenner. 

§.  69. 

Folgerungen  aus  dem  Vorigen. 

Bevor  wir  die  Integration  solcher  echt  gebrochenen  Functionen 
vornehmen,  deren  Nenner  den  zweiten  Grad  übersteigen,  wollen  wir 
erst  nachweisen,  dass  Integrale  von  der  Form 

x^dx 


A 


(a+hx  +  cx^)""^^ 
auf  die  obigen  Integrale  zurückgeführt  werden  können,  wenn  m  und 
ti  ganze  positive  Zahlen  sind. 

Bezeichnen  wir  das  Trinom  a  +  hx  -{-  cx^  kurz  mit  T,  so  ist 

durch  gewöhnliche  Differentiation 

21* 


824       Cap.  XL   §.  69.   Folgerungen  aus  dem  Vorigen. 

unter  Anwendung  der  identischen  Gleichung 

und  durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen  wird  hieraus 

,/b-\-2cx\       ,,  ^..        dx  „  ,„        ,v  dx 

\-^W~)  =  (*«"-*')  «TTfl  -  2c(2n-  1)  -^  ■ 

Die  Integration  giebt 

.    h  +  2cx        ,,  .,.       r  dx  ^  ,„  ,   rdx 

reducirt  man  auf  das  erste  Integral  rechter  Hand  und  setsKt  zur  Ab- 
kürzung 

1)  4ac  —  5»  =  A, 

so  gelangt  man  zu  folgender  Beziehung 

.  r  dx     _  6  +  2ca?        (2n  — l)2c  Cdx 

^  J  T»+i  ~   nXT^    '^         nX       J   T""  ' 

Diese  Beductionsformel  liefert  der  Beihe  nach  die  Werthe  von 

/dx        Pdx        Pdx 

indem  man  successive  f»  =  1 ,  2,  3,  .  .  .  nimmt  und  jeden  gewonne- 
nen Werth  in  die  nächste  Gleichung  einsetzt.     Man  hat  demnach 

.    .  ,         Cdx        6  +  2CÄ    ,    2c   Pdx 

förn=l,     J  —  ^-^-^+—J—, 


wo  das  Integral  rechter  Hand  aus  den  Entwickelungen  des  vorigen 
Paragraphen  bekannt  ist;  femer 

dx 

dx 
u.  s.  w. 


fiirn-2       f^-l±^JL^f: 


_  6  +  2ca?        3c(6  +  ^cx)       6c^   /*< 
""    2AT2     "*"  A2T         '^   k^J  ' 


Üeberhaupt  können  nach  diesem  Verfahren  alle  Integrale  Yon 
der  Form 

dx 


- 


auf  das  in  §.  68,  I.  betrachtete  Integral  zurückgeführt,  mithin  auch 
vollständig  entwickelt  werden. 
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Wfliier  ist  nnn,  wie  man  durch  Difierentaation  findet, 

<^)=(— ')^^'— •'"'g.V"'--. 

oder,  wenn  man  rechter  Hand  Alles  anf  gleichen  Nenner  bringt  und 
das  Gleichartige  vereinigt, 

—  (2n— m  +  l)c    y^^^    ' 
umgekehrt  ist  die  entsprechende  Integralgleichung 
-^  =  (m-l)aj    y,^i    -  (n-m  +  l)&y    j..^ 

/*aj"*  da? 

oder 

^  7  r^'+i  ~""  (2w— w  +  i)c'    r«     ^ 

_    (n  — w+l)b    /"a;"-^ dx  (w— l)q        Px^^-^dx 

(2n  — m+l)Co/     T"+i     "*"  (2n  — m  +  l)c7     T»+i 

Geht  man  von  dem  Werthe  m  =  1  aus  und  sieht  das  Integral 
ron  dx  :  T^-^^  als  bekannt  an,  so  kann  man  der  Beihe  nach  die 
Integrale 

/x  dx  Cx^dx  Cx^dx 

2'«+!  '         J  "tmT  »         J   2;t«  +  i  '  •  •  ' 

entwickeln,  n&mlich 
C  xdx 1 6_  r   e?g 

g  Px^dx » (w—  1)6   P  xdx 

"*~    '       y  T*+i  "~      (2n— l)cT»       (2n  —  l)cJ  T'^+i 

"•"  (2n— l)c7   r«+i  • 

wo  rechter  Hand  noch  der  Werth  des  ersten  Integrales  aus  der  vori- 
gen Gleichung  zu  nehmen  ist  u.  s*  w.  —  Durch  successive  Anwen- 
dung der  Formeln  2)  und  3)  kann  nun  auch  der  Werth  jedes  Inte- 
grales Ton  der  Form 

"Ä  +  Bx  +  Cx^  ^ +  Hx^ 


/'■ 


(a+6x+c««)«+i 
ToDitiadig  ermittelt  werden. 


dx 
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Es  ist  nicht  überflüssig,  zu  bemerken,  dass  die  Gleichung  3)  far 
negative  m  gleichfalls  gelten  muss,  weil  sie  die  Umkehrung  einer 
für  alle  möglichen  m  und  n  richtig  bleibenden  Differentialformel  dar- 
stellt. Lassen  wir  nun  —  m  -}-  2  an  die  Stelle  von  m  treten,  so 
nimmt  die  Gleichung  3)  folgende  Form  an: 

dx  11 


f: 


(n-{-m — i)h    r       dx  (m — l)a        C     dx 


-1)5    r       dx (m--l)a        r 

—  l)cj  a;"»-^T«  +  i        (2n  +  m  —  l)cJ  x' 


(2n  +  m— l)cy  a;"»-^T«  +  i        (2w-f  m  — l)Cc/  a;«T»  +  i 

und  wenn  man  das  letzte  Integral  rechterseits  als  Unbekannte  be- 
trachtet, so  hafc  man 

4)  [     ^^       = \ 

'  J  a?'»T"  +  ^  (m  — l)aa;'»-iT» 

{n-\'m — 1)&  r        dx  {2n-\-m — l)c  C        dx 

(m— l)a    J  a?~-iT»  +  i  (m— l)a     J  a-*-«T»«+i ' 

Für  m  =  \  ist  diese  Formel  nicht  brauchbar;  mcm  kann  in 

diesem  Falle  die  Substitution  a;  =  —  anwenden  und  erhält  dadurch 

z 

direct 


r 'JL =_  f. 


wo  man  rechter  Hand  die  Integration  mittelst  der  Formeln  2)  und 
3)  auszufahren    und  nachher   rückwärts  z  =  —    zu    setzen    hat. 

X 

Nimmt    man  hierauf  in  Nro.  4)  m  =  2,  3,  .  .  .  ,  so  kann  man  die 
Integrale 


/dx  r     dx 


der  Reihe  nach  entwickeln  und  überhaupt  den  Werth  jedes  unter 
der  Form 


/!^+4+^+---+ 


H   )  dx 


stehenden  Integrales  ermitteln. 
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§.70. 
Die  Integration  echt  gebrochener  Functionen« 


Wenn  es  sich  um  die  Ausführung  der  Integration 


f 


dx 


N^x\  +  JVia?— 1   H +  Nn^lX    +  Nn 

handelt,  worin  m  und  n  ^  m  ganze  positive  Zahlen  bedeuten,  so  ist 
es  von  y ortheil,  zunächst  x^  von  seinem  Goef&cienten  zu  befreien, 
was  einfach  dadurch  geschieht,  dass  man  Zähler  und  Nenner  mit  ^o 
dividirt;  der  neue  Nenner  heisse  dann  F(x)^  der  Zähler /(a;).  Wir 
unterscheiden  hier  wieder  dieselben  Fälle  wie  in  §.  62. 
I.     Ist  der  Nenner  von  der  Form 

F(x)  =  (a?  —  o)(a?  —  6) (a?  —  c)  .  .  .  .  (a?  —  *), 

wobei  a,  5,  c,  .  .  .  Ä;  als  verschieden  von  einander  vorausgesetzt  wer- 
den, so  hat  man 


/: 


dx 


F{x) 

J  \x  —  a       X  —  0        X  —  c  X  —  Ä/ 

Bei  reellen  a,  l),  o,  .  .  .  A;  lässt  sich  die  Integration  sofort  aus- 
fahren und  giebt 


/-. 


dx 


Fix) 
=  AlCx-^ä)  +  Bl(x  —  V)+Gl(X'-c)-] [-Klix—Jcj  +  Const. 

Hiernach  ist  z.  B. 

a?2_7 


f: 


dx 


aj3-f.2a?2  — 5a:  — 6 
=  l{x+l)  —  ll(x  —  2)  +  ll(x  +  3)  +  Const. 

Sind  einige  der  Grössen  a,  5,  c,  .  .  .  Ä;  von  complexer  Form, 
etwa  a=|>  +  *äli^=i>  —  tg,so  giebt  die  Formel  8)  in  §.  62 


/: 


dx 


F{x) 

=fix-pyta'^''  "*"  ^^^"""^  ^  "  "  +  Ki(x~kh 

das  noch  übrige  Integral  rechter  Hand  gehört  unter  diejenigen ,  wo- 
mit wir  uns  in  §.  68,  III.  beschäftigt  haben,  und  kann  daher  ent- 
wickelt werden.    So  ist  z.  B. 


328  Cap.  XI.  §.  70.  Die  Integration  echt  gebrochener  Functionen. 

=  |?(Ö  — 4a!  +  a?2)  +  ^arctan{x  —  2)  —  ?(1+«)  +  öws«. 

IL     Eb  sei  femer  F{x)  von  der  Form 

F{x)  =  (a:  — a)«(a;  — &)/'(a?  — c)y (a?  — A?)*, 

mithin 

^(a?)        (05  — a)«  "^   (a?  — a)«-i  i"  '  *  '  1"  a._a 
I         -P        4I  -Si  ,     Bß^i 

+ 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  a,  l»,  c,  .  .  .  %  reell  sind,  hat 
man  sogleich 

dx 


cm. 

J  Fix) 


Fix) 

A       .. 


Ai  -4«-2 


(a— 1)  (a?-a)«-i      (a-2)  (ic-a)«-»  a?  _  ^ 


iC  Äi  -Eje— 2 


(x— 1)  {x-hY"^     (x-2)  (a?- Ä)'«-«  0? — Ä 

So  ist  z.  B. 


+K^-^Hx-'}^\ 


/: 


a;8(a?— l)2(a?  +  l) 

"^7  b»  "^  »2  ■*■  "»  "'"  2(a?— 1)2""  4(a;— 1)  "  4(a?  +  l)J'^^ 
^       ^  4.2?a;--^,  ^  l;(a>~-i)  — l;(a;+i)+Cbw3^. 


2»»      X    '  2(ir— 1)      4    "^        ^4 

Wenn  endlich  unter  den  Grössen  a,  l),  c,  .  .  .  %  complexe  Zah- 
len vorkommen,  so  entstehen  Partialbrüche  von  der  Form 

wo  8  eine  ganze  positive  Zahl  ist;  auch  diese  sind  naoh  §.69  immor 
integrabel.     So  hat  man  z.  B. 
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x+1 


f: 


(a?»  +  1)2  (x  —  1) 


dx 


J  l     (x^+l)^        2   a?2  +  l  ^  2  «— iJ 

Ein  pai^:  allgemeinere  Beispiele  für  diese  Integrationsmethoden 
B&d  folgende. 

IIL    Nach  §.  62  (S.  2d5)  gilt  unter  Voraussetzung  eines  gera- 
den n  die  Zerlegung 


0?» — 1        naj — 1  n      a?-|-l 

,    2\^(aj  —  cos^<9')oosAn»'9'  —  sinkd"  sinhmd^ 


n-^— •  «2  —  2a;co$A'9'  +  1 

Ä  =  2,  4,  6,  .  .  .  n  —  2 ; 
dagegen  ist  für  ungerade  n: 
a;"»-i         1       1 


2) 


a?"— 1        n  »—  1 


2  sr\(x  —  coshd)  coshmd'  —  sinhd'  sinhtnO' 
■^  "»-^  ic2  — 2aJCösÄ'^+l  ' 

moltiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  dx  und  integrirt  nach  der 
leicht  zu  prüfenden  Formel 

Xx  —  coshd")  coshmd'  —  sinhd'  sinhmd' 


ß 


dx 


x^  —  2xcoshd''{'  1 
^  coshmd' '\l{x^  —  2x00$}^^  -{■  1) —  sinhmd' .  arctan  — r-r^ — 
10  gelangt  man  zu  folgenden  Resultaten : 


a.  für  gerade  n  und  ^  =  — : 

n 


3) 


.Ij— -da?  =  il(a?-  1)  +  i— i^l(a?  +  1) 
a?" — 1  n   ^  n       ^ 

H ^  cog^fwd .  ?(a?»  —  2xcoshd  4- 1) 

-  \^svnhmd.arctm  ^^^^^J  +  G 
Ä  =  2,  4,  6,  .  .  .  n  —  2 ; 
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b.  für  ungerade  n: 

X  —  CÖSÄ^l 

sin 
Ä  =  2,  4,  6,  .  .  .  n—  1. 

IV.     Nach  §.  62  (S.  296)  ist  für  gerade  n: 

x^-~^  2  ^sr-^ —  {x  —  cosh%)  coshmd^  -\-  sinhd"  sinhmd^ 

^      aj»+l  ~  "n^  x^--2xco8hd''\-l  ' 

h  =  1,  3,  5,  ....  M  — 1| 
dagegen  füir  ungerade  n: 


-  M" 


sinhmd' .  arc^an  — -  j^a.      +  ^' 


6) 


a;"+l  n        x+  l 

2 -s;- — (a?  —  coshd^)coshmd' -^-sinhd' sinhmd^ 


Ä  =  1,  3,  5,  .  .  .  n  —  2 ; 

multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  dx  und  integrirt  wie  Torhio, 
so  erhält  man 

a,  für  gerade  n  und  d"  =  — : 

n 

7)  /  ^^       dfic  = ^  cosÄm-ö^ .  3(aj'  —  2«  cosäO-  +  1) 

H >;|  sinÄm-O" .  arcfon  — t-t-k —   +  C» 

Ä  =  1,  3,  5,  .  .  .  n  —  1 ; 

b.  für  ungerade  n: 

^2  co8Äf»# .  ?(»» —  2x  eoshO'  + 1) 

+  ^'^[^nhm» .  ofcto»  '^  ~  7»  ^J  +  P. 

Ä  =  1,  3,  5,  ...  9(  —  2. 

V.     Auf  die  soeben  entwickelten  Integrale  läast  sich  das  etwas 
allgemeinere  Integral 
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de 


/; 


gm-\ 


az*  +  h 

leicht  zurückfuhren.    Unter  der  Voraussetzung,  dass  a  und  h  an  cdch 
positiv  sind,  substituirt  man  nämlich 

1  i 


= (!)v       ' = (f)' 


ond  erhält 

m 

to  nun  die  rechte  Seite  wie  vorhin  entwickelbar  ist. 

Endlich  können  wir  noch  bemerken,  dass  auch  jede  Integration 
Ton  der  Form 


/■ 


de 


röllig  ausgeführt  werden  kann,  indem  man  auf  die  einzelnen  Bestand, 
theile  derselben  die  eben  erwähnte  Substitution  anwendete 


Cap.  XII. 

Integration  irrationaler  Functionen. 

§.  71. 
Einfachste  Fälle. 

unter  den  Fundamentalformeln  des  §.65  befinden  sich  nur 
wenige,  die  zur  Integration  irrationaler  Functionen  dienen  können; 
bei  genauerer  Ansicht  bemerkt  man  noch,  dass  darin  nur  Quadrat» 
wurzeln  aus  ganzen  Functionen  ersten  oder  zweiten  Grades  Yorkon* 
men.  Wir  beschäftigen  uns  daher  zunächst  mit  YeraUgemeineruD- 
gen  ieaer  Integrale. 

L    Das  einfachste  von  den  Integralen  irrationaler  Functionen  itf 

r     dx  2Va-{-hx   ,    ^     . 

J  V a^}>x  ^ 

ein  allgemeineres  erhält  man  aus  der  Formel 

f ür  ft  =  Ä;  —  |,  wo  X;  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeu- 
ten möge ;  es  wird  nämlich 

ria±^,^  ^  2(a + ;;);V;fF^  +  cw. 

J  Ya  +  hx  (2k  +  l)h 

Man  hat  femer  durch  theilweise  Integration 

J    Va+bx  J_Ya+bx  J  J  Va  +  ht 
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der,  wenn  in  dem  Integrale  rechter  Hand 

V  a  +  hx  =      .. 

Va  +  hx 

wetzt,  jeder  einzelne  Theil  integrirt  und  die  Gleichung  mit  (2  A;  -f  1)^ 
inltiplicirt  wird, 

ZOT    .   ,M.   rx'^ia-^hxy. 
(2k  +  1)6  /    ,,.  ^  dx 

J     Va  +  bx 

=  2x^(a  +  hxy  Va  +  hx  -  2ma  f^^—^t^^dx 

J       ya-\-hx 

—  2m5  /    ,;  ^  dx. 

Schafil  man  das  letzte  Integral  rechter  Hand  auf  die  linke  Seitei 
0  erhält  man 

J     Va  +  bx 

^2a?*(a  -f-  hxy  Va  +  ^^  2wa  /^^^'»"^(a -f-&^)*^ 

"".     {2fn  +  2h  +  l)b  i2m  +  2k+l)bj      Ya+bx        ^' 

^rm=  1,  2,  3  etc.  ergeben  sich  hieraus  der  Reihe  nach  die  Inte- 
[nie 

J    ya  +  bx^  J     y  a-\-bx 

Ither  lässt  sich  auch  das  Integral 

y{x)  (a  +  M* 


/ 


dx 


y  a-\-bx 

sderzeit  entwickeln,  wenn  /(a;)  eine  ganze  rationale  algebraische 
Wction  von  rr,  und  "k  eiiie  positive  oder  negative  ganze  Zahl  be- 
eiltet. 

n.     Um  femer  den  Werth  des  Integrales 

dx 


h 


V  a  4- l>fl?  4- caj2 

a  bestimmen,  gehen  wir  einen  ähnlichen  Weg  wie  in  §.  68,  L,  doch 
lassen  wir  dabei  die  Fälle  eines  positiven  und  eines  negativen  c 
nterscheiden. 

Der  absolute  Werth  von  c  heisse  y ,  so  ist  im  ersten  Falle  c  = 
h  y  und 
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r  ^^  r         Yy'dx 

J  Va  +  hx  +  yx'       J  y ay  +  hyx  +  y'a;* 

^JViay-l 


Zur  Abkürzung  sei  a^  —  JZ>2  :::^  ^  m^d  gleichzeitig  werde  dn 
neue  Yariabele  y  mittelst  der  Gleichung 

y  y 

eingeführt;  es  ist  dann 

Den  in  der  Parenthese  stehenden  Ausdruck  bringen  wir  auf  da 
gemeinschaftlichen  Nenner  2  und  setzen 

Vy 

vermöge  der  Bedeutung  von  y  haben  wir  dann  folgende  Integral- 
*   formel 

^^  =  -^  2(6+2  ca;r|-2V7V"a+ 6a? -|-caj»)+  CW. 

+6aj-fca;2       Vc 

c>  0. 


'«/f^ 


Im  zweiten  Falle  c  =  —  y  rechnen  wir  ähnlich: 
äx^ n  Yy^dx 

Ya  +  hx  —  yx^       J  V  ay  +  hyx  —  y^x^ 

dx 


=v7n 


VQ62  +  ay)-.(ya;— i6)> 
und  setzen  J6«  +  ay  =  a», 

ya;  — |b  =  y,     x  =  ^y   ,    (?a?  =  ~flfy; 

dies  giebt  unter  Anwendung  einer  bekannten  Fundamentalformel 

r^7=if ^=:j^  r^jjL=.=^  aresin  ^  +  ft^ü 

o/  Va  +  hx^-yx^      VyJ  K  a«— y«      Vy  « 

Nach  Substitution  der  Werthe  von  y  =  —  c,  a  und  y  folj 
nun 


''  Iv-a 
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dx  1  .    —6  — 2crc    ,     ^      . 

arcsm  --7=  +  Comt 


c  <  0. 

Der  dritte  Fall  c  =  0  bedarf  keiner  Erörterung,  weil  er  auf 
das  za  Anfang  von  Nro.  I.  betrachtete  Integral  zurückführen  würde. 

m.  Die  soeben  gewonnenen  Resultate  können  wiederum  als 
Ausgangspunkte  für  fernere  Entwickelungen  dienen,  wenn  man  die 
in  §.  69  unter  2) ,  3)  und  4)  entwickelten  Reductionsformeln  damit 
in  Verbindung  bringt  hind  berücksichtigt,  dass  die  citirten  Formeln 
die  Umkebrungen  zweier  Differentialgleichungen  sind,  die  für  belie« 
bige  m  und  n  gelten.     Setzen  wir  nämlich  in  der  Formel 

..  r  dx     __  b  +  2ca?    ,    (2n— l)2c  C dx 

[T  =  a  +  6a?  +  caJ^     A  =  4ac  —  6«] 

der  Reihe  nach  n  =  |,  |,  §  etc.,  so  gelangen  wir  zu  folgenden  Glei- 
cbungen : 

dx       9^  +  2^^ 


tVt  xVt 

dx      ^'b-\-2cx        Sc    r   dx 


I 

/dx      j&-}-2ca?        8c    r   dx 

u.  s.  w., 
•08  denen  hervorgeht,  dass  sich  jedes  Integral  von  der  Form 

/dx 

worin  h  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  vollständig  entwickeln 
lust  und  für  k^  0  eine  algebraische  Function  von  x  ist. 

Kehrt  man  die  Gleichung  5)  um,  drückt  also  das  Integral  rech- 
ter Hand  durch  das  Integral  linker  Hand  aus,  60  hat  man  weiter 

g.  Cdx 'b-\-2cx  nX  C  dx 

^         J  T"  """"  (2n— l)2cT*  "^  {2n—l)2cJ   T«  +  i  ' 

&rn  =  —  |,  —  |,  —  I  etc.  entspringen  hieraus  die  Gleichungen 

fi.T\fT  =  üi^  tVt  +  -|i-  fä.\rf 

J  öC  loc   J 


u.  s.  w., 


^ 
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durch  deren  wiederholte  Anwendung  sich  jedes  Integral  von  der 
Form 

für  ein  ganzes  positives  h  entwickeln  lässi  —  Ueberhaupt  ist  nach 
diesen  Betrachtungen  der  Werth  des  Integrales 

JTP  äsi  =  y  (a  4-  l)a:  4-  cx'^y  dx 

als  bekannt  anzusehen,  wenn  p  unter  die  Form  +  (^  -}- 1)  gehört. 

Mittelst  der  Formeln  3)  und  4)  in  §.  69  folgt  hieraus  unmittel- 
bar, dass  für  jedes  ganze  positive  m  auch  die  Integrale 

I  x'^TPdxvaid  j  -^T^dx 

entwickelt  werden  können ,  indem  man  n+  l=i(Ä  +  i)  ß^tzt 
und  im  Uebrigen  ganz  so  wie  dort  verfahrt  So  erhält  man  z.  B. 
fOr  n  =  —  |: 

/x'^dx fl>m-iy"y  ^  (2m— 1)6     rx^-^^ dx 
Y^  WC        ""       2mc      J      ypT 

(w— l)a     rx^^^dx 
mc       J     Yt      * 
woraus  dio  Werthe  der  Integrale 

/xdx  rx^dx  Px^dx 

YF'  JT7'  Jlrf\'" 

der  Reihe  nach  leicht  hergeleitet  werden  können. 


§.72. 
Integration  durch  WegschafPong  des  WuneLseiohens. 

Ein  sehr  brauchbares  Verfahren  zur  Integration  irrationaler 
Ausdrücke  besteht  in  der  Substitution  einer  neuen  Yariabeln  von  der 
Art,  dass  die  unter  dem  Wurzelzeichen  stehende  Grösse  za  einer 
vollständigen  Potenz  wird,  aus  welcher  die  Wurzel  gezogen  werden 
kann;  das  Integral  erhält  dadurch  von  selbst  eine  rationale  Form 
und  unterliegt  dann  den  Methoden  des  vorigen  Capitels.  Die  Fälle, 
bei  denen  das  genannte  Verehren  gute  Dienste  leistet,  sind  folgende. 

I.  Um  ein  Radical  von  der  Form  Y  a-\-  ßx  wegzuschaffen, 
setzt  man  einfach 
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1)  'Va+ßx  =  y,  mithin  x  =  ^^^^  ,     dx  =  ^dy; 

P  P 

da  die  Werthe  von  x  und  dx  rational  sind,  so  leistet  die  Suhstitution 
das  Verlangte. 

Hiemach  ist  z.  B. 

/dx  2     r  ydy    _    2     P/  a     \ 

a  +  lVa+ßx~  ßja  +  hy—hßj\       a  +  hyj   ^ 

Als  zweites  Beispiel  diene  die  Entwickelung 

dx 

(a  +  l)x)Va+ßx 
2_   r  ydy  r dy 

Hier  ist  zu  unterscheiden,  oB  aß  —  ha  und  b  gleiche  oder  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  besitzen ;  in  jedem  Falle  kann  aber  die  Integra- 
tion leicht  ausgeführt  werden. 

Das  erwähnte  Verfahren  bleibt  auch  dann  anwendbar,  wenn  ein 

Radical  von  der  Form  y  a'\' ßx  wegzuschaffen  ist;  man  setzt 
nämlicli 

V^  a  +  ßx  =  w,  mithin  x  =  ^  "7^  ,     dx  =  -—5 — dy 

ß  P 

und  hat  eine  ganz  ähnliche  Rechnung. 

II.     Wenn  ein  Radical  von  der  Form  V  «^  ^  ß2x^  vorkommt, 
so   ist  die  vorige  Substitution  ohne   Nutzen;    die  Gleichung 

Vec^  +  ß^x^  =  y  giebt  nämlich 

Vy2~«8  _        ydy 

ß       '  ßVy'-cci 

woraus  zu  ersehen  ist,  dass  man  zwar  die  eine  Wurzel  los  wird, 
statt  deren  aber  durch  x  und  dx  zwei  neue  Radicale  hereinbringt. 
Man  setzt  in  diesem  Falle 

Va^  +  ß^x^  —  ßx 

2)  -^ —  =  y; 

Schlömilch,  AoalyBis.    I.  22 
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hieraus  folgt 

und  diese  Ausdrücke  sind  sämmtlich  rational. 

Mittelst  des  angegehenen  Verfahrens  erhält  man  z.  B. 

dy 


nach  Formel  7)  in  §.  68  ist  die  rechte  Seite  gleich 

und  wenn  man  hier  den  Werth  von  y  aus  Nro.  2)  einsetzt,  so  ge- 
langt man  zu  der  Formel 

4)  C ^"^ 

J  {a+  hx)  V  a^-\-  ß^x^ 

_      ,      1  /aß  +  lßX'-hW^-^-ß^x^  +  V  a^ß^  +  h^a^\ 

"'Va2/3«  +  &2a2   yaß+hßiSo—'bV a^  +  ß^x^'-V a'^ß^+b'^a^/ 

III.    Um  ein  Radical  von  der  Form  V  «^  —  ß^x^  wegzuschaffen 
benutzt  man  die  Substitution 


welche  giebt 


6) 


i-ßx 


die  letzten  drei  Ausdrücke  sind  rational  und  bringen  daher  keine 
neue  Wurzel  in  das  Integral. 

Nach  diesem  Verfahren  erhält  man  z.  B. 

r  dx  ,    r  dy 

^  (a  +  l)x)Va'^  —  ß^x^  J  a/3  -f  5a  +  (aß  —  &a)y«  ' 

hier  ist  zu  unterscheiden,  oh  aß  +  5a  und  aß  —  hu  gleiche  oder 

entgegengesetzte  Vorzeichen  besitzen,  ob  also  a'*- ß^  —  h^cc^  positiv, 

Null  oder  negativ  ist;  den  genannten  Fällen  entsprechen  die  Wertbe 
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^      fVaß  —  ha    \    ,    n     . 
ardan  \^r         =y  j  +  CÄmsr., 
VVaöTftä   / 


2y 


yia  +  aß  +  Vta  —  aß.y 


Const. 


Nach  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  «/  gelangt  man  zu  fol- 
genden drei  Integralformeln 

(a  +  hx)Va^  —  ß^x^ 

=  -  :^r=J=^^  arctan  UWEM^^M  +  Const.; 
Va2/j3-62a?  K    (a/3 +  &«)(«  + /3a?)  ^  ''^'' 

8)        für  a2j8a—  b2a2  =  o,        / ,. 

c/  (a  +  MV«»  — /32a?3 


—  l/  — r-3 h  ötms*. ; 


aß-]-ha   Y    a'\-ßx 

9)        für  a^ß^  —  b«a2  <  0 ,        /  f!^ 

c/  (a  +  ba;)  V  «2  —  (32^.2 

_  1  y/V^(b«+a/3)(a+/3fl;)+\^(b«~a/3)(«-/3a;)\      ^ 

yb2a2— a2/33  \y  (ba+ai3)(a+/3a?)— V  (Jbcc—aßXa—ßxy 

Als  zweites  Beispiel  diene  folgende  Entwickelung.    Nach  Nro.  6) 
erhält  man 


r         dx  r 

J    (l  +  fiaj)2yi— a;2""""      J   \\ 


+  a  +  (l-£)3^2]2 


—        i-a7  il+«  +  (l-%^       [!+«  +  (! -^)y«?r^* 
und  wenn  man  auf  das  zweite  Integral  rechter  Hand  die  Reductions- 
formel 

r      äy        _  y  _1_    r    dy 

J  (a  +  cy2)2        2a{a<\-cy^)  "^  2a  7  a-^-cy'^ 
anwendet,  so  findet  man  für  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung: 

2       \  gy r  dy 

1  — £«  li  4.6^^(1  — 6)3/2        J  i4rB^{\-B)y'' 

Die  noch  ührige  Integration  ist  leicht  ausführbar,    wobei  die 
Fälle«2<;;;  1,€2  =  1  undf^^  1  zu  unterscheiden  sind;  durch  Re- 

atitution  des  Werthes  von  y  erhält  man  schliesslich 

22* 
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10)  für£«<l,  '"  ^® 

__1 (gVl  —  fl?« 

""1  — £2  I    1  -f-£a?, 

11)  für  «2=1, 

dx 


J  (14-ea;)2Vl— a;« 

U(l~.)(l-a^)) 


vm 


arctan 


/ 


12) 


(1+^)«V 
filr62>  1, 


VI 


«^ 


«2—11 


r+fÄ  "'"y 


dx 


(1  +  sxy  Vi— aj2 


V(l+6)(l+a;)+V(6-l)(l-a:) 


=pi + "■ 


V(l+*)(l+a;)-y(«>-l)(l- 

lY.    Durch  ähnliche  Substitutionen,  wie  sie  in  den  beiden  vori- 
gen Abschnitten  benutzt  wurden,  lässt  sich  auch  eine  Wurzel  von 

der  Form  V«  -|-  /3a;  +  yx^  wegschaffen,  wobei  y  an  und  fiir  sich 
immer  als  positiv  betrachtet  wird. 

Im  Fall  das  obere  Zeichen  gilt,  sei  zur  Abkürzung 

13)  V4ay  — /J2=  A; 

man  benutzt  dann  die  Substitution 

2VyVa  +  ßx  +  yx^  —  (ß  +  2yx)  _ 


14) 

und  erhält 


y 


15) 


Ayy 


Va  +  ßx  +  yx^  =  '-:J^^ 


dx  =  — 


Wy     y 

A    l+y2 


dy. 


4y  y^ 

Wezm  dagegen  das  untere  Zeichen  gilt,  so  setze  man  zur  Ab- 
kürzung 

16)  y4ay+/3«  =  fi 

und  mache  Gebrauch  von  der  Substitution 


y/y£ß~2^ 


aus  welcher  sich  folgende  Werthe  ergeben: 
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X 


2y(H-y») 

7  (1  +y')* 

Nach  diesen  Formeln  hat  man  z.  B. 


/dx  _  ^     2       r    dy 


L      2yx-ß 
=  -^arctany  =  ^^  arctan  U    ^  ^  ^^^__^  . 

Hier  l&sBt  sich  arctan.  in  arccos.  oder  aresin.  umsetzen,  wenn  man 
bemerkt,  dass  aus  der  Gleichung  cosu  zr=:  e  folgt: 


tan  |ft  =   1/  ,     \u  =  arcfaw  L^  - 


—  e 


2arctan  1/  --- —  ==  arccosz  =  -r arcsinjer; 

es  wird  nämlich 


/ 


äx  1  .   2ya?  — /5    ,    ^      . 

Va  +  ßx-^yx^       Vy  ^        ^  ' 


was  mit  Formel  4)  in  §.  71  übereinstimmt 


§.  73. 
Integration  binomisoher  Differentiale. 

Unter  dem  Namen  der  binomischen  Differentiale  versteht  man 

Ausdrücke  von  der  Form 

p_ 

worin  m^  n^  ^  und  g  ganze  positive  Zahlen  bezeichnen.  Die  Inte- 
gration solcher  Differentiale  kann  auf  zweierlei  Weise  geschehen, 
entweder  durch  Wegschaffung  des  Wurzelzeichens,  oder  durch  Re- 
duction  auf  ähnliche  und  einfachere  Integrationen. 
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I.    Setzt  man  erstlich 


•  1-1 


SO  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

2)  jx^-\a  -f  hx^'Ydx 


dz 


no" 
und  hier  ist  rechter  Hand  ein  rationales  Differential  vorhanden,  so- 

bald  —  eine  ganze  Zahl  ausmacht.     So  z.  B.  hat  man  nach  den  obi- 
n 

gen  Formeln 

jx^{\  —  x4äx  =  —  jf(a''—l)^g^da, 

wo  die  Integration  in  Beziehung  auf  0  durch  Entwickelung  Yon 
(js'^  —  1)^  ausgeführt  werden  kann ,  und  am  Schlüsse  derselben  der 
Werth  von  is  aus  der  Gleichung 

x  =  [^)  =(l-£r7)» 
zu  nehmen,  also 

einzusetzen  ist. 

Eine  zweite  Substitution,  welche  ebenfalls  zu  einer  rationalen 
Form  führen  kann,  ist 

3)  X  =  [  -- — r )    also  da:  =  —  i— ; 

man  erhält  durch  dieselbe: 

4)  fxn^-^ia+hxn)f  dx=^  ^^—L.  /'_fit!Zl^f_ 

und  hier  wird  das  Differential  rechter  Hand  rational,  wenn 1-  — 

n  q 

eine  ganze  Zahl  ist     So  hat  man  beispielsweise 


f.ii^.»)U.  =  -fJ^ 
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and  darin 


= ii^J'-^ ' = ^  ■ 


nach  welchen  Angaben    die  Bechnnng   keinen   weiteren  Schwierig- 
keiten unterliegt. 

n.    Ist  weder  —  noch 1 eine  ganze  Zahl ,  so  laast  sidi 

n  n         q 

das  binomische  Differential  im  Allgemeinen  nicht  rational  machen; 

man  benutzt  dann  die  nachstehend  entwickelten  Redactionsformelnf 

die  übrigens  allgemein  für  beliebige  m  und  n  gelten. 

Bezeichnen  wir  —  kurz  mit  s  nnd  a  -\-  hz*  mit  X,   so  giebt 
die  partielle  Integration: 


=  X'^ 
m 


"8  fx'-^dX—, 
J  m 


und  weil  dX  =  hnx'*~^dx  ist: 

x'^-^X'dx  =  ^-^  ^121/  >r«+«-iZ'-»da?. 

Dieser  Formel  wird  man  sich  bedienen,  wenn  eine  Yermehmng 
von  m  und  eine  gleidizätige  Yermindemng  von  9  wünschenswerth  ist 

Durch  Ümkehmng  der  Formel  5)  hat  man  noch 

fx^-^^-^X'-^dx  =  ^^  —  T^  fx^-^X'dx 
J  on9         onsj 

oder,  wenn  m  —  n  für  m  nnd  8  ■{-  \  ^  8  gesetzt  wird, 

mittelst  dieser  Formel  verkleinert  man  m  und  vergrössert  gleich- 
zeitig «• 

Wenn  man  femer  die  rechte  Seite  der  identischen  Gleichung 
fx'^-^X'dx  =  Cx'^-^{a-\'hx^)X*-^dx 

=  a  fx'^-'^X'-^dx  +  h  y  »"»+•• -iX'-i da; 
mit  der  rechten  Seite  der  Gleichung  5)  zusammenhält,  ro  ist  zunächst 
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a;"»X*  -       hns 


m  m 


■ß 


^m  +  n-ix«-l(2a; 


in  dieser  Gleichung  schreiben  wir  s  -{-  1  für  s  und  sehen  das  ente 
Integral  rechter  Hand  als  Unbekannte  an;  es  wird  so: 

7)  /  x^-^^X'dx  = ^ — ■ ■ — -  I  a;*"+»"^X*dx; 

J  am  am  J 

diese  Reductionsformel  vergrössert  m  ohne  s  zu  ändern.  Drückt 
man  das  Integral  rechter  Hand  durch  die  übrigen  Grössen  aus  und 
schreibt  nachher  m  —  n  für  w,  so  ist: 

8)  /  x'^-^X^dx  =  —, — : ;: TT — i T  /  x"^-"^^ X'dx, 

womit  eine  Verkleinerung  von  m  ohne  Aenderung  von  s  herbeigeführt 
wird.  \ 

Gehen  wir  wiederum  von  der  identischen  Gleichung  aus: 

jx'^-^X'dx  =  a  fx'^-'^X'-^dx  +  h  rx"'+''''^X'-^dx, 

so  giebt  die  Anwendung  der  Formel  6)  auf  das  Integral  rechter 
Hand : 

fx'^-^X'dx  1 

=  a  fx'^-^X'-^dx  +  hl^!^^^  —  r^  fx'^-^X'dx]' 
J  L  hns  hns  J  J 

Durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen  folgt  hieraus 

9)  fx^-^X'dx  =  -^^^  +  -^^  fx^-'X'-^dx, 

welche  Formel  zur  Verkleinerung  von  s  ohne  Aenderung  von  »i 
dient.  —  Schreibt  man  noch  s  -{-  1  für  s  und  reducirt  die  Glei- 
chung 9)  auf  das  Integral  rechter  Hand,  so  ergiebt  sich 

10)  /  aj'~-*Z'daJ  = r—r— Tv  -\ -^ — r-rr-  /  a;"*"^X'+^afl?, 

J  an(s-|-l)        an(s -|-l)t/ 

und  hiermit  ist  die  Möglichkeit  geboten ,  s  ohne  Störung  des  m  zu 
vergrössem. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  von  diesen  sechs  Bedac- 
tionsformeln  die  benutzen  wird,  welche  im  gegebenen  speciellen  Falle 
am  raschesten  auf  ein  bereits  bekanntes  Integral  führt.  Wäre  z.  6- 
das  zu  entwickelnde  Integral 
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V  ,=    /  aj     ^{a  —  x)    %dx, 

V  ax  —  aj2        j 

und  darin  k  eine  ganze  positive  Zahl,  so  liegt  es  am  nächsten,  durch 
successive  Verkleinerung  von  h  auf  das  Integral 


S-. 


dx                    .   2fl?  — a    ,    ^    ^ 
=  arcstn 1-  Const. 


Vax  —  x^  a 

zurückzugehen;  in  diesem  Falle  ist  also  die  Anwendung  der  Formel 
8)  indicirt  und  man  erhält  dadurch 

r    x^dx       _ __  x^-^V ax—~^       a(2Ä;~l)  C  x*-^dx 

J  V  ax  —  x^~  ^  '^        21c      J  ]/  ax  —  x^  ' 

wie  man  auch  aus  der  Formel  7)  in  §.  71   finden  kann.     Aehnlicher 
üeberlegungen  bedarf  es  in  jedem  anderen  Falle. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  die  obigen  Reductionsformeln  for 
w  —  n  =  0,  sowie  für  m  +  ws  =  0  nicht  in  Anspruch  genommen 
werden  dürfen,  wie  ein  Rückblick  auf  ihre  Herleitung  leicht  erken- 
nen lässt.  In  diesen  beiden  Fällen  können  aber  (nach  I.)  die  Diffe- 
reutialformeln  rational  gemacht  werden  und  bedürfen  der  genannten 
Reductionsformeln  nicht. 


§.  74. 
Integration  mittelst  unendlicher  Beihen« 

Wenn  die  bisherigen  Mittel  nicht  hinreichen  um  die  Integration 
eines  irrationalen  Differentiales  auszufahren,  so  benutzt  man  gewöhn- 
lich das  in  §.  67  angegebene  Verfahren  und  stellt  das  Intelgral  als 
Summe  einer  unendlichen  Reihe  dar.  Diese  Methode  gestattet  häufig 
80  mancherlei  Modificationen ,  dass  einige  Beispiele  nicht  überflüssig 
eein  dürften. 

a.    Handelt  es  sich  um  das  Integral 

J  V  1  —  («2  +  /J3)a.2  J^  a^ß2x*  ~  J  Vl--a2a?2  Vl-^ß^x^      ' 

worin  a,  ß  und  x  echte  Brüche  sein  mögen,  so  kann  man  zwei  vw- 
Bchiedene  Wege  gehen,  je  nachdem  man  nur  einen  der  beiden  unter 
dem  Integralzeichen  vorkommenden  Factoren  in  eine  Reihe  verwan- 
delt oder  beide  Factoren  entwickelt. 

Bei  Anwendung  des  ersten  Yerfahrenci  ist  es  von  Yortheil,  den- 
jenigen Factor  zu  entwickeln,  welcher  den  kleineren  der  beiden 
Brüche  a  und  ß  enthält ,  weil  die  Reihe  um  so  rascher  convergirt  je 
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kleiner  die  Grösse  ist,  nach  deren  Potenzen  sie  fortschreitet.     Unter 
der  Voraussetzung  a^  ^  ß^  erhält  man  zufolge  des  Cresagten 

r dx 

J  V(l  — a2aj2)(l— /82a?2) 

oder,  wenn  man  die  einzelnen  Integrale  rechter  Hand  mit  Xo,  22,X4 
etc.  bezeichnet  und  eine  Integrationsconstante  hinzufugt, 

dx 

V  (1  —  «2  aj2)  (1  _  ß2x2) 


1)  f  ,  "^  +  Const. 


Das  erste  der  Integrale  Zo,  Xg,  X4  etc.  ist   unmittelbar  be. 
kannt,  nämlich 

^v  _         arcBinax 

2)  Xo  = ; 

a 

zur  Berechnung  der  übrigen  dient  die  Reductionsformel 


I 


Vi.—  «»«» 


«"*— *  VT— "ö*^"    .    m — 1  C  x''~^dx 


+ 


-1   r  a;"-»d; 


3)  X„  = 


wia*  ma^  J    yi «2^.2 

oder 

worin  der  Reihe  nach  m  =  2,  4,  6  etc.  zu  setzen  ist. 

Will  man  den  zweiten  der  angedeuteten  Wege  gehen,  so  hat 
man  die  beiden  Gleichungen 

===  1 +  — «2  aj2 +  ----«*  a?*+----—--a«a;ß  +  •  •  -, 


y  l__a2^2  '    2  ^   2.4  '   2.4.6 


yi  — |82aj2  '    2 '^         '   2.4^^         '   2.4.6 

mit  einander  zu  multipliciren ;  das  Resultat  ist  von  der  Form 
1 


V(l  — a2aj2)(l  — /S2a;3) 
und  zwar 


=  Co  +  O^x^  +  C^x^  +  CßX«  + 
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(?4  =  |(3a4  ^  2a2/5«  ^-  3/J*) 

C»  =  i(Öa«  +  3a*/J«  -f  3a2/J*  +  Ö/Jc) 


•  •  • 


Durch  Integration  erhftlt  man  hieraus 

^  V(l— a2fl.3)(i«.^2^2)  1     "*"      3      "^      5      "^ 

»0  nur  noch  eine  willkahrliche  Constante  beizufügen  ist. 

b.  Als  zweites  Beispiel  diene  die  Entwickelung  des  Integrales 

y  Vtz5"^^'      «'  <  1,  ^^  <  1, 

welches  hei   den  geometrischen  Anwendungen  der  Integralrechnung 

vorkommen  wird.  Ist  s  ein  kleiner  echter  Bruch  höchstens  =  JV  2, 
10  thut  man  am  besten,  nur  den  Zähler  in  eine  Reihe  zu  verwan- 
deln uad  zur  Abkürzung 

x^dx  ^ 


A 


Vi— a?2 
lu  setzen.     Man  findet 

n     ^     i     TT  ^»     .  1     ^4    Ä         1.3    Oi     . 

und  dabei  geschieht  die  Berechnung  der  mit  ü  bezeichneten  Inte- 
grale nach  den  Formeln 

i)     Uq  =  arcstnx,      ^m  —  ^ • 

m 

Wenn  dagegen  s  wenig  von  der  Einheit  differirt,  so  besitzt  die 
gelimdene  Reihe  6)  eine  so  langsame  Convergenz,  dass  man  eine 
lehr  grosse  Menge  von  Reihengliedem  summiren  müsste,  um  eine 
mir  massige  Genauigkeit  zu  erreichen;  dann  sind  folgende  Transfor- 
Butionen  von  Nutzen. 

Man  hat  identisch 

(md  hier  lässt  sich  die  Wurzel  rechter  Hand  in  eine  convergirende 
Koihe  verwandeln,  sobald 
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^  '     -^  1,  d.  h.    a?«  < 


1— a;2     =  •' =  2  — fi« 

ist;  dies  giebt 

/•jl  +  l  g-^^)^'       j_(l-ay^  j 

7  1^2      l-a;ä  2.4    (!—«»)»    ^        I 

Durch  Integration  der  einzelnen  Beihenglieder*)  erhält  man 

/VW- 

a;2  <      ^ 


2  — 6«  ' 
wobei  zur  Abkürzung 


/i 


(1  —  fl;2)* 

gesetzt  worden  ist    Mit  Hülfe  der  Reductionsformel  6)  in  §.  73  findet 
man  leicht 

wonach  die  successive  Berechnung  von  Fj,  Vs  etc.  keine  Schwierig* 
keit  bietet. 

Im  Fall  x^  die  angegebene  Grenze  übersteigt,  verliert  die  For- 
mel 8)  ihre  Anwendbarkeit;  man  benutzt  dann  die  identische  Glei- 
chung 


*)  Die  Befugniss  zu  dieser  Operation  ersieht  man  leicht,  wenn  mui 
sich  für  den  Augenblick 

x^  s 

^ 5  =  z^  oder  x  z=i  ^^ 

gesetzt  denkt;  es  wird  hierdurch 

Die  letzte  Reihe  schreitet  nach  Potenzen  von  e  fort  und  daher  dä^ 
fen  ihre  einzelnen  Glieder  nach  §.67  integrirt  werden,  wofern  {l—t^s^ 
ein  echter  Bruch  ist;  durch  Restitution  des  Werthes  von  s  gelangt  man 
nachher  zu  der  oben  angegebenen  Reihe. 
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rorin,  wegen  a;'  <^  1,  anch  immer 

(1— £«)ir« 


<1 


1  —  £«a?» 
lud  daher  die  Reihenentwickelong  erlanbt  ist.     Dies  gieht 

y  r^2  i  —  £»«»  ^  2.4(1  — £»««)* ^      r 

od  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder 

=  C<mst.  +  «  +  y  (1  -£»)Wi  +  i^  (1  -e*)»TF,  +  ••••; 
abei  iat 

1)  {  •  _ 

^*=  (2Fh)iiJ(l-"xy-^  -(2fc-l)W.-.[. 
le  man  mittelst  der  Reductionsformel  6)  in  §.  73  leicht  findet. 

Endlich  Hesse  sich  die  verlangte  Integration  anch  dadurch  ans- 
ihren,  dass  man  die  beiden  Gleichungen 

V 1— 6«a;2  =  1  —  |6«a?3  —  |£*a;*  — 

,  =14-1««      4-  lo:*     H • 

Vl-a:«  *  ^  a^       l"  s^      T 

lit  einander  multiplicirt  und  Alles  nach  Potenzen  von  x  ordnet;  die 
«chnnng  ist  dann  ähnlich  wie  bei  der  letzten  Entwickelung  des 
rsten  Beispieles. 

c.  Ss  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  die  Integration  mittelst 
oendlicher  Reihen  auch  in  dem  Falle  anwenden  kann,  wo  bereits 
if  anderem  Wege  der  Werth  des  Integrales  in  geschlossener  Form 
itwickelt  ist;  die  nach  beiden  Methoden  abgeleiteten  Werthe  eines 
ad  desselben  Integrales  können  nur  um  eine  Gonstante  differiren 
ad  lassen  daher  eine  Yergleichung  zu,  welche  jederzeit  anf  ein  zur 
heorie  der  Reihen  gehörendes  Resultat  fahrt 

So  hat  man  z.  B.  einerseits 


/ 


1  +« 
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andererseite,  wenn  x  zwischen  —  1  und  -|-  ^  liegt, 

J—L^dx=J(l—x  +  x^'''X^-{-  '  •  ')dx 

,  =\x'-lx^  +  \x^  —  \x^  H +Ct. 

mithin  durch  Vergleichung 

Kl  +  »)  +  Const.  =  ia;  —  |a?2  +  |a;3 

—  1  <  o;  <  +  1. 

Der  Werth  von  Const.  =  Ci  —  Ca  bestimmt  sich  durcli  die 
Specialisirung  rc  =  0 ;  man  findet  Const.  =  0  und  kommt  damit 
auf  ein  bekanntes  Resultat  zurück. 

Nach  demselben  Verfahren  lässt  sich  die  Reihe  für  ardanx  m 
der  Gleichung 

f—l—dx  =  /  (l--a?2_].aj*  — aJ«H )dx, 

herleiten,  ebenso  die  Reihe  für  a/i'csinx  aus 

a?2  <  1. 

Ein  ähnliches  Resultat  liefert  die  Gleichung 

d.  i.  

l(x  +  V  1  +  a?2)  +.  Const. 

~T""2'3'"^2.4n         2. 4. 67    "*"**' 
Für  rc  =  0  erhält  man  Const.  =  0,  mithin 

,  / :        a;         1  «»    .    1 . 3  rr» 

12)         Z(x  +  VT+^)  =  --^3-  +  0  5-^-- 

-  1  <  rr  <  +  1, 
wie  schon  in  §.  59  erwähnt  wui*de. 


dx 


Cap.  xm. 

Integration  transcendenter  Functionen. 

§.75. 
Differentiale  mit  Exponentialgrössen« 

I.    Enthält  die  zn  integrirende  Fonction  nnr  Exponentialgrö»- 
Kn,  ist  abo  das  Integral  von  der  Form 


ß 


Bo  kann  es  mittelst  der  Sabstitation 

1)  c"*  =  jer,  mithin  o?  =  — ,  da;  = 

a  a    z 

auf  ein  anderes  zurückgeführt  werden,  worin  keine  Ezponentialgrösae 
vorkommt;  man  erhält  nämlich 

2)  //(.").x=i//(.)f. 


Hiemach  ist  z.  R 


S) 


J  f*  +  e-"  aj      .    \     e         aj  e'+l 


'+7 

^—arctanß  +  CangL  =  ^ardan(e^')  +  CkmsL 

zweites  Beispiel  diene  das  Integral 

de 


J  V 1  +  e"  *      ««/  VT^ 


für  1  -f  Ä  =  tt«,  worans  1/i-lT=«,  ;p  =  «»  —  1  and  d;?  =  2lf(ltl 
folgen,  verwandelt  sich  das  letzte  Integral  in 
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aj  u^  —  1         a     Vtt+  1/ 
mithin  ist  durch  Restitution  der  Werthe  von  u  und  g 


4) 


fyJ^  =  ^l(y'+^--''\  +  Const 


IL  Betrachten  wir  nun  den  Fall,  wo  das  Differential  Exponefr 
tialgrössen  und  Potenzen  enthält.  Die  einfachste  Form  eines  solchen 
Integrales  ist 


/^mg«; 


und  es  liegt  nahe,  die  Regel  der  partiellen  Integration 

/  uvdx  =  u  I  vdx  —  I  du  I  vdx 
darauf  anzuwenden,  indem  man  von  der  Fundamentalformel 

/ßax 
e^'^dx  = h  Gonsl. 

Gebrauch  macht;  man  findet  so 

x'^e^'^dx  = /  a;"»-ie«*(Za?. 

Im  Fall  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  kann  man  durch  wieder- 
holte Anwendung  dieser  Formel,  den  Exponenten  von  x  fortwährend 
verkleinernd,  zuletzt  auf  das  Integral  5)  zurückkommen ;  in  der  Tbat 
erhält  man  unter  der  gemachten  Voraussetzung  : 

7)  I  x^e^'dx 

[a;"» mx^—^        m(m —  l)x'^~^ 

.    ,     ,.     m(m — 1)..2.11  .     ^     . 

•  •  •  +  (-1)"*     ^     ^,»+1 Je«^  +  Const. 

Hiernach  lässt  sich  auch  das  Integral 

/  q)(x)e^'dx 

entwickeln,  wenn  q)(x)  unter  der  Form  Ä  -\-  Bx  -]-  Cx^  -}-  etc.  ent- 
halten ist. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  6)  —  m  +  1  an  die  Stelle  von  m 
und  reducirt  auf  das  Integral  rechter  Hand,  so  gelangt  man  zu  der 
Formel 
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welche  für  ganze  m  mit  Ausnahme  von  m  =  1  benutzt  werden  kann. 
Im  letzteren  Falle  giebt  die  Formel  ein  unbrauchbares  Resultat  und 
es  bleibt  dann  nichts  übrig,  als  eine  Reihenverwandlung  vorzuneh- 
men; vermöge  der  für  alle  x  geltenden  Gleichung 


X     "~  a?"*"    1    "^  1.2  "^  1.2.3  "*" 


.  .  •  • 


erhält  man 


9)    /  — e^'dx  =  Const.  +  Ix 


"^T  T""^  J  1.2  "^¥  1.2.3  +•  *  '  * 
und  nunmehr  lassen  sich  aus  der  Formel  8)  für  m  =  2,  3,  ...  die 
Werthe  der  Integrale 

J2.e"äx,     J^^e-'dx,.... 

der  Reihe  nach  ableiten.     Eine  weitere  Folgerung  hiervon  ist,  dasd 
das  Integral 


/ 


B         G 
^(x)e^'dx,  worin  ip{x)  =  Ä  -] 1 ^  -{"  '  *  * 


jederzeit  auf  das  in  Nro.  9)  entwickelte  Integral  zurückgeführt  wer- 
den kann. 

Ist  der  Exponent  von  x  ein  Bruch,  so  kann  man  ihn  zwar  ver- 
kleinern, indem  man  die  Formeln  6)  oder  8)  anwendet,  je  nachdem 
er  positiv  oder  negativ  ist;  aber  man  wird  zuletzt  immer  wieder  zu 
einer  Beihenentwickelung  genöthigt.  Desselben  Mittels  muss  man 
sich  in  allen  übrigen  Fällen  bedienen,  wo  Integrale  von  anderen  als 
den  hier  betrachteten  Formen  vorkommen.  Ein  Beispiel  wird  genü- 
gen, um  dies  zu  zeigen. 

Das  gegebene  Integral  sei 

e'dx, 


A 


Vl+X^ 

SO  kann  man  für  den  Fall  eines  echtgebrochenen  x  die  Umwandlung 

vornehmen  und  die  einzelnen  Glieder  mittelst  der  Formel  7)  inte- 

griren;  ist  dagegen  a?  >  1 ,  so  wird  man  xy    1  +  —  für  V  l  -\- x^ 
setzen  und  dem  Integrale  die  Form: 

Schlömilch,  Analysis.    X.  23 
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J   xl        2  a;«^  2.4  a:*        2.4.6  a;«^  J        ^ 

geben,  wo  die  Fonneln  9)  und  8)  anwendbar  sind. 

§.76. 
Logarithmisohe  Differentiale« 

Enthält  das  zu  integrirende  Differential   nur  Logarithmen  in 
der  Weise,  dass 

JfQe)de 

das  fragliche  Integral  ist,  so  leistet  die  Substitution 

1)  Iz  =  y,  also  z  =  c^,  dz  =  e^dy 
gute  Dienste;  man  erhält  nämlich 

2)  JfQz)  dz  =  Jf{ff)  ey  dy, 

wo  nun  die  Entwickelungen  des  vorigen  Paragraphen  benatzt  wer- 
den können. 

So  hat  man  z.  B.  für  ein  ganzes  positives  m 

I  (lz)^dz  =    I  y^e^dy 

=  \y^ — my^~^'\-m(m — l)y"*~' — •••  +  ( — l)"*w(»w — 1..2.l|e', 
und  indem  man  den  Werth  von  y  wieder  einsetzt: 

3)  /  (lz)"'dz=  Ulz)'^  —  milz)"^-^  +  m(m^  l)(Z£r)«-« 

4-  (— l)"»w(f»  — l)...2.1j£r  +  QmsL 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  mittelst  der  Formel  9)  des  voii- 
gen  Paragraphen: 

4)  f^  ==  Const  +  IQz) 

"^1     1    "^  2    1.2    "*"  3   1.2.3  "*' 
und  aus  der  Formel  8): 

V  r  dz z 1         r    dz 

^  J  (^e)^~""  (m— 1)(Zjp)"--i  "'"  nT^^J  Qz)"^-^ ' 

Die  unter  Nro.  1)  angegebene  Substitution   ist  auch  bei  dem 
allgemeineren  Integrale 


.  •  •  . 


/' 
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ef^fQz)  dz 
vortheilhaft  anwendbar,  sie  giebt  nämlich 
6)  fzl'fQz)de=Je¥'^^^yf{y)dy. 

So  ißt  z.  B.  für  den  speciellen  Fall  ^  =  —  1,/G^)  =  G^)*: 

—  (le)'^dz  =  I  y'^dy=  ^  ,   ,  +  Const. 
z  J  fW  -j- 1 

und  in  dem  Ausnahmefalle  w  =  —  1 : 

8)  j  ji^^^  =J  j^y  =  ^y  +  (^0^*- 

=  l(lz)  +  Const, 

Für  ein  von  —  1   verschiedenes  [i  und  ein  ganzes  positives  m 
liefert  die  Gleichung  6)  zunächst: 

fzf^(lz)'^dz=    fe^f^-^^^vymciy^ 

nachher  durch  Anwendung  der  Formel  7)  des  vorigen  Paragraphen 
und  durch  Wiedereinsetiung  des  Werthes  von  y: 

V*  ^  ^        U+1    o*+i)»^     ot  +  1)« 

,    ,     ,.    w(m  — 1)...2.11    „.,    ,    ^      . 

In  allen  übrigen  Fällen  müssen   die  Integrationen  logarithmi« 
scber  Differentiale  durch  Reihenentwickelungen  ausgeführt  werden« 
Als  Beispiel  diene  das  Integral 

worin  1  +  ^  positiv,  mithin  z  zwischen  — 1  und  -{-oo  enthalten 
sein  muss,  wenn  Z(l  -|-  jer)  reelle  Werthe  haben  soll.  Behufs  der  Kei- 
henentwickelung  sind  hier  die  beiden  Fälle  —  1  ^  «  <;^  -|-  1  und 
i?  ^  -|-  1  zu  unterscheiden;  im  ersten  Falle  ist 

l(l+z)  =  \z^\z^  +  \z^ 

folglich 

'         J        z  ^    1»         2^    '     8« 


•  •  • 


- 1  < « <  + 1. 

28  • 
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Für  den  zweiten  Fall  benutzt  man  die  Transformation 


,    1  ±JL_^11j.11_ 


•     «    ■    • 


und  erhält 

1(1  +  e) 


ß 


z 


dz 


Die  Integration  der  einzelnen  Glieder  ist  Hier  erlaubt,  weil  die 
Substitution  —  =  o;  zu  einer  nach  Potenzen  von  x  fortgehenden 
Reihe  fähren  würde.       > 


§.  77. 
Rein  goniometrisohe  Differentiale. 

I.  Wenn  das  gegebeiie  DifiPerential  nur  aus  den  versohiedenen 
goniometrischen  Functionen  eines  und  desselben  Bogens  besteht,  wenn 
mithin  das  gesuchte  Integral  unter  der  Form 


/ 


F(sinu^  co$u,  tanu,  .  .  ,)du 
enthalten  ist,  so  kann  man  sich  zuerst  der  Gleichungen 

CO8U  =y  1  — sin^u,        tanu  =  -====  ,  etc. 

Vi — sin^u 

bedienen,  um   alle  vorkommenden  Functionen    durch  sinu  auszu- 
drücken; das  Integral  erhalt  dann  die  Form 

f($inu)  du^ 


ß 


wobei  Immer  yorausgesetzt  werden  darf,  dass  u  zwischen  —  |  sr  und 

4- 1  ^  enthalten  sei.     Mit  Hülfe  der  Substitution 

dx 
ßinu  =  Ä,         du  =  ^r 

Vi— Ä» 

ergiebt  sich  nun 

r^i'     ,,  r  f(x)dx 


Cap.  XIII.    §.  77.   Rein  goniometrische  Differentiale.    357 

and  damit  ist  das  Integral  auf  ein  anderes  znrückgefiulirt,  welches 
keine  goniometrischen  Functionen  mehr  entEalt. 
I^ach  diesem  Yerfahren  hat  man  z.  B. 

r         .            r         du                  C    äx 
I  secudu  =  I  -y-  ==    /  z -^ 

—  2     Vi— a?/         2     Vi  — sintt/ 
und  bei  Anwendung  einer  bekannten  goniometrischen  Formel 

1)  /  secudu  =  Zfanßar  +  \u)  +  0. 
Auf  ähnliche  Weise  ergiebt  sich 

r     ^        r  du       r    dx 

I  cscu du  =    I  — : —  =    /     .y 

\  X  /  \    sinu    / 

oder  kürzer 

2)  /  cscudu  =  ltan\u  +  C 

Mit  Hülfe  der  genannten  Substitution  erhält  man  auch 
f  sin^u  cos^u  du  =  I  xPQ.^  «2)5^«""^^  ^x ; 

auf  das  rechter  Hand  stehende  Integral  sind  die  sechs  Reductions- 
formeln  des  §.  73  anwendbar,  wobei  a  =  1,  5=  —  1,  m=p  -{-  1, 
fi  =  2,  3  =  1(2  —  1)  zu  setzen  ist.  Führt  man  nachher  die  Werthe 
von  X  =  sinu  und  dx  =  cosudu  wieder  ein,  so  gelangt  man  zu 
folgenden  Gleichungen 

3)  /  sinP u  cos^u  du 

= — ; h  ^-— r  /  sinP'^^ucos^-^udu 

p+l  P  +  1«/ 

3  +  1  3  +  lc/ 

i)+l  i>+  1    </ 

•    =  — ; \-^—: —  /  sinP-'^ucos^udu 

p  +  y.  p  +  aJ 

8inP'^^ucos^~^u    .    Q — 1    r  »  ^        *    o     jf 
=      — !ilii ^  4-  i— —  /  sinPucos^-^udu 

p  +  y.  i>  +  2«/ 

^nP^'^cos^^'u       p  +  q  +  2  f ,^,^,,,,^.^^,,^ 

~  2  +  1  3+1    «^ 
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Mittelst  dieser  Formeln  bringt  man  das  ursprüngliche  Integral 
auf  ein  anderes  derselben  Art  zurück,  worin  p  oder  q  oder  beide 
um  2  grössere  oder  kleinere  Werthe  besitzen;  die  fortgesetzte  An- 
wendung der  genannten  Beductionsformeln  führt  schliesslich  auf  ein 
Integral,  worin  die  Exponenten  von  sinu  und  cosu  nicht  ausserhalb 
des  Intervalles  —  1  bis  +1  liegen.  Sind  p  und  g  positive  oder 
negative  ganze  Zahlen ,  so  kommt  man  zuletzt  auf  eines  der  folgen- 
den Integrale 

/  duy  I  sinud%  j  cosu  du, 


/sinu  cosu  dUy       I  —. —  i      / 
J  stnu       J 

/tanudu,       1  cotudu,       1  -r 
./  J    Sit 


du 

COSU 

du 


stnu  COSU 

die  sämmtlich  durch  die  Substitution  sinu  =  x  entwickelt  werden 
können.  So  erhalt  man  z.  B.,  wenn  p  und  q  positive  ganze  Zahlen 
bezeichnen. 


4)      füv  gerade  p,      J  sin^udu 


cosu  1    .  ^    , 


u+i^sinP-^u  +  ^=^!^,sinP'^u  +  ^^ 


p     l  ^i?  — 2  (i>— 2)Cp— 4) 


+  (P^2)Cp-4)..,2^^^ 


,      (p— l)(p  — 3)...3.1       ,    ^      . 
P(jp  — 2)(i)  — 4)...4.2      ^ 


5)      für  ungerade  p,       1  sin^u  du 


cosu\   .        ,      ,  « — 1    .        „      ,  (p — l)(p — 3)   .  «    .     , 

CP  —  2)(i)  —  4)...3.1)    ^ 

6)      für  gerade  g,  /  cos^udu 

sinu  \       ^    ,      ,   g  —  1  ^     ,   (q — l)(q  —  3)  -      , 

J  cos'i-'^u  +  ^ -cos«-««*  +-  ^ — -^7^ -{cos^-^u  +  ••• 

(Z-2  •^(g-.2)(3-4)  ^ 

,    («— l)te  — 3)...3  J 

(2-2)((Z-4)...2  ) 

,    (g  — l)(g  — 3)...3.1         ,     ^  * 

q(q  —  2)  (g  —  4) ...  4 . 2 
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7)       für  ungerade  g,       /  cos  ^u  du 

****** '  cos^-H + ii4m.-a„ +";g-;;;g-;;o.si»-»u + ... 

2  —  2  ^(2-2)(g  — 4)  ^ 


(«  —  2)  (2  —  4) . . .  3 . 1 )    ^  ' 


8)        für  gerade  j),  /  ^an^wdlt* 


""p  — 1  i>  — 3     ""      p  — 5 


9)        ffir  ungerade  j),       1  tanPudu 


t(mP~^u       tanP~^u       tan^-^u 


•  •  • 


p — 1  p  —  3  p  —  5 

Beiläufig  sei  noch  bemerkt,  dass  sich  die  Integrale 

/  sinPudu    und     /  cos^udu 

auch  auf  andere  Weise  entwickeln  lassen.     Bei  geraden  m  hat  mau 
nämlich  (s.  §.  55  Formel  11) 

(— 1)1"»  2«'-i  sin  «•«* 
=  (i»)o  cosmu  —  (wi)i  C08(m  —  2)  t*  +  (m)2  cos(m  —  4)  w  —  •  •  • 

•  •  •  +  (-l)5*"-\»»)i„_iCos2tt  +  (-!)»•"  i(m)|, 
und  daraus  folgt  sehr  leicht 
10)      far  gerade  m,       1  sm^u  du 

( — Ip^  \sinmu      ,  .  sinim  —  2)m  ,   ,  .  Ätw(m  —  4)w 

I     /       .ixlm— 1/    \  Sin2u  ,       i\im/    v         '^)     \       n 

•  •  +  (-l)«*"     («»)i„_,  ^  +  (- 1)*   (»»)»„  jj  +   G 
Auf  ähnliche  Weise  erhält  man 
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11)     für  angerade  m,  /  sin^udu^ 

1-  (—  1)2         {fn)h^_iy  —    +  C; 


1 2)     für  gerade  iit,  /  cos*" udu 


)m — 1 


sinmu        .  .   8in(m  —  2)u        .   .   stn(m  —  4)u 
"  +  Wi  — Y  (»1)3  — Y 


m  m  —  2        "^^        ^f^  —  4 

+  c. 


•  •  • 


,    ,   .         sin2u    ,    .   s      »1 


13)     für  ungerade  »»,  /  cos^udu 
1     ist 


/ 


sinmu        .   .    s«n(m — 2)tt               sm(m — 4)u 
lik T"  Wi  — — 5 h  W2  — 7 —  +  .  • .  • 

•  ■  •  • + (")j<..„  ^1 + 0. 

n.     Eine  zweite  Umwandlang  des  Integrales 

F(sinu^  C08U,  tanUf  .  .  .)du 

besteht  darin,  dass  man  alle  vorkommenden  goniometn sehen  Func- 
tionen darch  cosu  aasdrückt,  wodurch  das  Integral  die  Form 

/  q)(cosu)du 

erhält,  und  nachher 

cosu  =  y,     mithin  du  =  —  ,, 

Vi  —  y« 

Bubstituirt;  damit  gelangt  man  zu  der  Gleichung 


/r  9{y)d 
q>(co8u)du  =  —  /     . 


y' 


Im  Wesentlichen  ist  diese  Reduction  von  der  vorigen  nicht  ve^ 
schieden  und  wird  daher  keiner  Erläuterung  durch  Beispiele  be- 
dürfen. 

III.     Man  kann  drittens  das  Integral 

F{smu^  cosu,  tanUf  .  .  .)du 


f' 
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auch  80  behandeln,  dass  man  erst  alle  goniometrischen  Functionen 
durch  ianu  ausdrückt,  wodurch  die  Form 

if{tanu)du 

entsteht,  und  nachher  die  Substitution 


/■ 


dg 
ianu  =  z,        du  = 


l  +  z^ 
vornimmt;  letztere  giebt 

*ilj(z)dz 


I  ^(tanu)du  =    /  - 


+  ^* 

Diese  Transformation  bietet  den  Yortheil,   dass   sie  zu  einer 
rationalen  Form  führt,  wenn  if(z)  eine  rationale  Function  ist. 

Beispielsweis  hat  man 

I  tanPudu  ==    / --; — -, 

woraus  die  Formeln  8)  und  9)  hervorgehen,  sobald  gerade  und  unge- 
rade I?  unterschieden  werden. 

Ein  zweites  Beispiel  ist 

dw r       dz 

a^cos^u  +-  ß^sin^u  '^  J  a^  +  ß^z^ 

=  —3  arctan  —  =  — ^  arctan  ^ 1-  G. 

aß  a         aß  a 

übereinstimmend  mit  der  Grundformel  20)  in  §.  65. 

Nach  demselben  Yerfahren  ergiebt  sich 

cos^udu 


U) 


r : 


u  +  ß^sin^u)^ 


cosusinu  ,        1  ßtanu    .     ^ 

+  7i — Ta  (arctan (-  C, 


2a^(a^co8^u  +  ß^sin^u)    '    2a3/3  a 

r  sin^udu 

^^  J  (aHos^u  +  ßUin^uy 

cosusinu  .        1  ,      ßtanu   ,     ^ 


2ß^(a^cos^u+  ßHin^u)    '     2a/33  a 

und  durch  Addition  der  Formeln  14)  und  15) 

lQ^  r ^ 

^  J  (aUos^u  +  ß^sin^uy 

/5*  —  a*  cosusinu  ,    i^^  +  «^        .      ßtanu 

^    2a2/3«    a^cos^u  +  ßHin^u  "^     2a^ß^    ^^  ^^  "~ä        "" 
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ly.     Als  letzte  und  meistens  zweckmässigste  Transformation 
des  Integrales 

F(sin%  cosu,  tanu^  .  .  .)du 


ß 


erwähnen  wir  diejenige,  welche  aus  der  Substitution 

tan^u  =  t 
hervorgeht.     Zufolge  derselben  ist  nämlich 

2t  1  —  **     .  2* 

stnu  =  . — \ — -^    C08U  =  z — : — 'n    tanu  = 


,  2dt 

das  obige  Integral  erhält  jetzt  die  Form 

r    /    2t      1— <2      2t  \    2dt 

und  diese  ist  von  selbst  rational,  wenn  in  der  Function  ^•ursprüng- 
lich keine  Wurzeln  vorkommen. 

Hiernach  ergiebt  sich  z.  B. 

r         ^^ ^  2  r ^ 

J  acosu  +  ßsinu  +  y        Jy  +  f^  +  ^ßi  +  Cy  —  «)^*' 

die  Integration  in  Beziehung  auf  t  hat  keine  Schwierigkeit  und 

a< 
stituirt  wird, 

17)  f 

J  acosu 


liefert,  wenn  «  ^  y  vorausgesetzt  und  der  Werth  t  =  tan^u  re- 

du 


-\-  ßsinu  +  y 

yy2   _    «2   _    ^2  Vy2   _   «2   _   ^2 

P  +  (y  —  a)tan\u 


_  1  ^/ß-\-{y--a)tan\u-^/^  +  ß^  —  y^\  +  q^ 

In  dem  speciellen  Falle  y  =  a  verlieren  diese  Formeln  ihre 
Anwendbarkeit;  es  ist  dann 

du r     dt 

«(1  -\-  cosu)  -^^  ßsinu       J  oc  •{-  ßt 

=  ll(a  +  ßt)  -{-0  =  ^  Ha  +  ßtanlu)  +  C. 
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§.78. 
Gemisclit  goniometrisclie  Differentiale, 

I.    Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  wo  Sinus  oder  Cosinus 
in  Verbindung  mit  Potenzen  vorkommen,  wie  z.  B.  in  dem  Integrale 

u^sinßudu. 


I 


Darch  Anwendung  der  partiellen  Integration  ergiebt  sich  sehr 

leicht 

W^sinßudu  = -^ J"  'S"  /  ^^~^<^o^ß^^^'^ 

ferner  ist,  wenn  man  dasselbe  Verfahren  auf  das  letzte  Integral  an- 
wendet, 

u'^^^cosßudu  = jr — ;= —  /  u'^-'^stnßudu, 

mithin  durch  Substitution  von  dieser  Gleichung  in  die  vorhergehende 

i)J  u^smßudu  = —tl-  -I 

w(m— 1)  r  ^_,  .  ^    ,^ 

^--^^ — -  I  u^-^stnßudu. 

Hiemach  kann  das  gesuchte  Integral  auf  ein  anderes  zurückge- 
föhrt  werden ,  welches  von  derselben  Gattung  und  worin  der  Expo- 
nent von  u  um  2  kleiner  ist.  Wendet  man  die  Formel  1)  im  Falle 
eines  ganzen  positiven  m  mehrmals  nach  einander  an,  so  kommt  man 
schliesslich  auf  eines  der  beiden  Integrale 


.   a     ,                 cosßu    ,     ^ 
smßudu  = -^ [-  0, 


*     .   ^     ,               ucosßu    .    sinßu    ,    ^ 
ustnßudu  = -^  H -^  +  0, 

deren  erstes  unmittelbar  bekannt  ist,  und  deren  zweites  aus  Nro.  1) 
för  m  =  1  folgt 

Setzt  man  in  der  vorigen  Reductionsformel  m  =  —  w  +  2 
ond  sieht  das  Integral  rechter  Hand  als  Unbekannte  an,  so  erhält 
man 

Ax       Csinßu ^    sinßu  ßcosßu 


ß'         A^^/*^^.. 


Für  n  =  1  und  n  =  2  ist  diese  Formel  unbrauchbar  und  es 
bleibt  dann  nichts  übrig,  als  mit  Hülfe  unendlicher  Reihen  zu  inte- 
gnren.    Im  ersten  Falle  giebt  die  Anwendung  der  Sinusreihe 


364  Cap.  XIlI.  §.  78.  Gemischt  goniometrische  Differentiale. 

^V  ^r '^"=^+ r  T  -  3 17273  +  5 17275 -•••' 

im  zweiten  Falle  hat  man  zunächst  durch  theilweise  Integration 
^v  Csinßu.  sinßu    ,    ^     Ccosßu , 

J      n^  u  J      u 

und  vermöge  der  Oosinusreihe 

^     J       u  ^  T  ^-^         2     1.2    ^   4    1.2. .4 

Die  Formel  2)  dient  nun,  um  die  Integrale 

/sinßu  ,  Csinßu  , 
s—aw,            /  — 7— »w,    etc. 
u^                  J      u^ 

auf  die  Integrale  3)  und  5)  zurückzuführen. 

Ist  der  Exponent  von  u  weder  eine  positive  noch  eine  negative 
ganze  Zahl ,  so  lässt  er  sich  zwar  mittelst  der  Formeln  1)  und  2) 
vergrössem  oder  verkleinem,  am  Ende  wird  man  aher  doch  zur  Inte, 
gration  durch  Reihen  greifen  müssen. 

Die  nämlichen  Betrachtungen  gelten  fast  wörtlich  für  das  Inte- 
gral 

u^cosßudu 

und  liefern  zunächst  die  Beductionsfovmel 

^v              /*«./»     ^          u^sinßu    ,    mu^^^cosßu 
6)  /  u'^cosßu  du  = j^ 1 ö^ — ^— - 

mim-- 1)   C  „_«       ^     , 
welche  hei  ganzen  positiven  m  auf  eines  der  beiden  Integrale 


/• 


/ 


/ 


^     _          sinßu    ,    ^ 
cosßudu  =  — ^ j-  C, 

^     ,          usinßu    ,    cosßu    ,    ^ 
ucosßudu  = -^ 1 -^ f-  C 


ß     "^  ß 

zurückführt.     Für  m  =  —  n  +  2  ergiebt  sich  durch   ümkehrung 
von  Nr.  6) 

V       f cosßu  j cosßu  ß  sinßu 

^    J''1F'^~       (w— l)w«~i  "^  (n— l)(w— 2)ti— « 

^* Ccosßu 

•   (w— l)(w— 2)7  1F=^ 
Auf  die  speciellen  Fälle  n  =  1  und  n  =  2  ist  diese  Formel 
nicht  anwendbar;  im  ersten  Falle  benutzt  man  die  in  Nro.  5)  allg^ 
gebene  Reihe,  im  zweiten  Falle   hat  man   erst  durch  partielle  Inte* 
gration 


J 
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,v                  Ccosßu.               cosßu        a   CsinBu. 
I)  /  — T-äu  = ß  I  — ^—du 

md  entwickelt  dann  das  Integral  rechter  Hand  nach  Nr.  3).  Im 
Jebrigen  dient  die  Formel  7),  um  die  Integrale 

/cosßu.  Ccosßu, 

itif  die  in  Nro.  3)  und  5)  hetrachteten  Integrale  zurückzuführen. 
Bt  der  Exponent  von  u  weder  eine  positive  noch  eine  negative  ganze 
W,  so  kann  man  ihn  zwar  vergrössern  oder  verkleiuerui  muss  aher 
chliesslich  doch  Reihenentwickelungen  henutzen. 

Das  Gesammtresultat  dieser  Untersuchungen  lautet  dahin,  dass 
integrale  von  den  Formen 

/  /(«*)  sin ßu  du    und     /  f(u)  cos  ßudu 

n  endlicher  Gestalt  ausführhar  sind,  wenn 

/(m)  =  A  -{-  Bu  -^  Cu^  -\ +  Ku^ 

it,  und  dass  sie  auf  die  Integrale  3)  und  5)  zurückkommen,  wenn 
^(tt)  unter  der  Form 

u    ^   u^  ^         ^  W 
inthalten  ist. 

II.    Wir  betrachten  zweitens  die  Gombination  der  Exponential- 
p'össe  mit  Sinus  oder  Cosinus,  nämlich  die  beiden  Integrale 

P=   /e«"sm/3wdfw  und  §=  j  e^""  cos ß u  du. 
Durch  theilweise  Integration  ergiebt  sich 

P  =  e''-{-^)  +  ^fe--co8ßudu 

L  i. 

-^e^^cosßu  +  ^Q 

luid  analog,  wenn  man  ebenso  mit  Q  verfllhrt,  * 

-{-e^^sinßu  —  aP 

Q—  ß  ; 

iie  zwei  erhaltenen  Gleichungen  bestimmen  die  beiden  Unbekannten 
P  und  Q,  nämlich 

o\  r  ^^       o     :,  e^'^iasinßu  —  ßcosßu)    ,    ^ 

9)  J  e^^stnßudu^ — ^ ^a  ^  ß^ — ^^-^+  C, 

im  r  nu      a    ji  e^^'iacosßu  +  ßsinßu)    .    ^ 

10)  J  e'''' cosßu  du  =  — 5^ ^a     '  £ — ^—^  +  G. 


f(u)  =  Ä+  —  +  —  +"'+  -^ 
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III.     Die  beiden  allgemeineren  Integrale 

/  u^e^-^sinßudu  und  /  u^e'^^cosßudu 

gestatten  eine  ähnliche  Behandlung.  Bezeichnet  man  nämlicli  das 
erste  mit  P,„,  das  zweite  mit  Q^,  so  findet  man  durch  theilweise 
Integration  und  unter  Benutzung  der  Formeln  9)  und  10) 

"•  «2  +  182  » 

Q    __  u'^e^''{acosßU'\-ßstnßu)  —  maQm-i  —  ^ß^m-\ 

Damit  sind  die  gesuchten  Integrale  auf  zwei  andere  derselben 
Art  zurückgeführt,  worin  der  Exponent  von  u  um  eine  Einheit  ver- 
ringert ist.  Bei  ganzen  positiven  m  lässt  sich  diese  Operation  »i-mal 
anwenden  und  dann  erhält  man  P^  und  Q^  ausgedrückt,  durch  Pj 
^"^d  Co»  welche  letzteren  Integsale  mit  den  unter  Nr.  9)  und  10)  ent- 
wickelten identisch  sind. 

Hieraus  folgt  noch,  dass  die  Werthe  der  Integrale 
I  f{u)e^^sinßudu    und    1  f(u) e^^  cos ß u  du 

in  geschlossener  Form  dargestellt  werden  können,  wenn  f{u)  eine 
ganze  rationale  algebraische  Function  von  u  ist. 

Dasselbe  gilt  von  den  Integralen 

I  f(u)e^^sinPudu    und    J  f(u)e'^^cosPu  du^ 

falls  p  eine  ganze  positive  Zahl  ist.  Mittelst  der  Formeln  9)  bis 
12)  in  §.  55  lässt  sich  nämlich  jede  ganze  Potenz  von  sinu  oder 
cosu  in  eine  endliche  Reihe  der  Sinus  oder  Cosinus  von  Yielfacheo 
des  Bogens  u  auflösen ,  und  dann  ist  jedes  einzelne  Glied  nach  den 
vorigen  Formeln  integrabel.     So  hat  man  z.  B. 


ß 


f(u)e^^cos^u  du 

=  ^  I f(u)e^''(cos 6u  +6C0S 4:U  +  16cos2u+  10)du, 
wodurch  man  auf  vier  einzelne,  unter  der  Form 

f(u)e'^^cosßudu 


ß 


enthaltene  Integrale  zurückkommt. 

In  allen  Fällen,  welche  hier  nicht  erörtert  wurden,  ist  die  Hülfe 
unendHcher  Reihen  in  Anspruch  zu  nehmen. 
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§.  79. 
Cydometrische  Differentiale. 

Enthält  das  gegebene  Differential  eine  cyclometrische  Function 
allein,  so  ist  es  leicht  auf  ein  goniometrisches  Differential  zurückzu- 
fuhren;  mittelst  der  Substitution 

1)  .  arcsinx  =  Uf    x  =  sinu^    dx  =  cosudu 
erhält  man  nämlich  ohne  Weiteres 

2)  /  /(arcsinx)  dx  =^  J  f(u)  cos u  du. 

Nicht  minder  einfach  ist  die  Ableitung  der  folgenden  Formeln: 

3)  I /(<irccosx)dx  =  —  I f(u)sinuduj    u  =  arccosx, 

^)         J  f(arctanx)dx=        I  f(u)sec^udu^    u  =  arctanx^ 

^)         I  /(arccotx)  dx  =  —  1  f(u)csc^uduj  u  =  arccotx. 

So  hat  man  z.  B.  nach  der  Formel  2)  und  nach  Nro.  12)  des 
vorigen  Paragraphen 

y  gaarc*Äiar^^_     J  e«""  COSU  du 

acosu  +  sinu  ^„   ,    ^      . 
= ^,  ^  ^ e««  +  Const, 

mithin  rückwärts  für  sinu  =  x,  cosu  =  yl  —  x^ : 


/ 


a^  1 x^  -4-  X 

^aarcsinx  ctx  =— ,  ßaaretinx  ^    Qgy^^^ 

OL*    -j-    1 


Auf  gleiche  Weise  würden  sich  die  beiden  Integrale 

/  (arcsinx)^  dx    und     /  (arccosx)^  dx 

mittelst  der  Formeln  10)  und  11)  des  vorigen  Paragraphen  entwickeln 
lassen. 

Leicht  integrabel  sind  auch  die  Differentiale  von  der  Form 
f(x)^(x)dXf  wenn  ^(o?)  eine  cydometrische  Function  und /(a?)  so 
beschaffen  ist,  dass  das  Integral  Yon/(x)dx  eine  algebraische  Func- 
tion bildet;  in  der  That  genügt  unter  diesen  Voraussetzungen  die 
theilweise  Integration  des  gegebenen  Differentiales,  um  sogleich  auf 
das  Integral  eines  algebraischen  Ausdruckes  zu  kommen.  Man  hat 
nämlich  für  ^(a?)  =  arcsinx: 
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/  arcsinx  f{x)dx 

=  arcsinx  j  f(x)  dx  —    /  darcsinx   1  f(x)dx 


oder 


1)  /  f(x) arcsinx  dx  =  arcsinx  J  f(x)  dx  —   /     .  /  f(ßc)dx\ 
mit  gleicher  Leichtigkeit  sind  die  folgenden  Formeln  entwickelbar: 

2)  /  f(x)  arccosx  dx  =  arccosx  I  f(x)  dx  -\-  J     ,  I  fix)  dx, 

3)  /  f(x)  arcta/nx  dx  =  ardanx  I  f{x)  dx  —   /  t— r- — ^    /  fix)  dx, 

4)  1  f{x)a/rccotx  dx  =  arccotx  I  f(x)dx  +    /  ^    I  f(x)dx. 

So  ißt  z.  B.  in  dem  speciellen  Falle /(a;)  =  1  nach  Nro.  1): 

/r     dx 
arcsinx  dx  =  arcsinx  .  x  —   /  ->  x 

J  V  l—x^ 

=  xarcsinx  +  k  1 — ^*  +  Consta 
and  nach  Nro.  3): 

r  r    dx 

6)  /  ardanx  dx  =  ardanx  .  x  —  /  ^x 

=  xardanx  —  11(1  +^*)  +  Const.; 
überhaupt  allgemeiner  fur/(a?)  =  x^'^^i 

r  ^    1        .      ,  x^ arcsinx         1      C  x^dx 

7)  /  Ä*"~*  arcstnxdx  = /  -y  , 

^        J  m  m  J  Yi^x^ 

«N  r  «    1      ^        j  x"^ ardanx         1      ra; 

8)  /  a;"»""^arcfanicaÄ  = /  — 

c/  »»  w  t/    1 


eZo; 


wo  die  rechter  Hand  vorkommenden  Integrationen  bei  ganzem  posi- 
tiven m  jederzeit  ausführbar  sind. 

Ein  etwas  zusammengesetzteres  Beispiel  ist  folgendes.    Man  hat 
zunächst  nach  Nro.  3) 

/^r  ardanx  dx  =  —  arda/nx  .  V  1 — x^  +   / : dx, 

Vi— a;2  J    1  +a?2 

ferner 
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Yl— a;2 

ax  =    I  -:r-, — ::  r7=== 

a;2 


rVl—gg        _   fl^x'^       dx 


2       ^     )       (!a? 


—  arcstnx. 


SchafiPfc  man  das  Wurzelzeichen  in  dem  rechter  Hand  befindli- 
chen Integrale  weg  (§.  72)  und  integrirt  nachher,  so  findet  sich: 


A 


1  dx  1         ,        xV2 

=  — F=  ardan 


i+rc^VT^     VT         VITI^' 

und  durch  Substitution  dieses  Werthes: 


/ 


.1  arctanxdx  =  • — Vi — x^  ardan x 

Vi— X2  1 


a:VT 


4-  V2  arc/aw  --====  —  aresin  x  4-  C. 


Läset  sich  keine  der  erwähnten  Methoden  anwenden,  so  muss 
man  wie  immer  die  Integration  durch  unendliche  Reihen  zu  bewerk- 
stelligen Sachen. 


BehlOmilch,  Analysis.    I.  24 


Cap.  XIV. 

Geometrische  Anwendungen  einfacher  Integrationen. 

§.  80. 
Quadraturen  in  Farallelooordinaten. 


Schon  in  §.  64  haben  wir  darauf  hingewiesen,  dass  ein  Integi*al 
als  die  ebene  Fläche  betrachtet  werden  kann,  welche  von  der  Abscis. 
senachse,  zwei  darauf  senkrechten  Ordinaten  und  einer  Curve  begrenzt 
wird;  dort  benutzten  wir  diese  geometrische  Gonstruction ,  um  den 
Begriff  des  Integrales  zu  veranschaulichen,  hier  soll  sie  zur  Bestim- 
mung der  Fläche  einer  gegebenen  Plancnrve  dienen.  Zugleich  ver- 
allgemeinem  wir  die  Betrachtung  durch  die  Annahme  eines  beUebi- 
gen  schiefwinkligen  Goordinatensystemes. 

In  Fig.  41  sei  /LXOY=zy,  OM=x,  MP=y  und  y=f{x) 

die  Gleichung  der  Curve  HFQPi^ 


Fig.  41. 


K  Mt 


^fü=z  ^x  .NQ  .  siny, 


ferner  die  Fläche  GMPS=  ü 
und  MMi  =  'dx  ein  beliebiger 
Zuwachs  der  Abscisse  x;  die  ent- 
sprechende Flächenzunahme 
MMiPiP  :=  ^U  kann  einem 
Parallelogramme  verglichen  wer- 
den, welches  MMi  zur  einen 
Seite  und  eine  gewisse,  zwischen 
MP  und  Ml  Pi  eingeschaltete  Or- 
dinate NQ  zur  anderen  Seite  hat, 
daher 
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Aus  dieser  Gleichung,  welche  so  lange  gilt,  als  die  Gurve  stetig 

verläuft,  zieht  man 

du 

-^  =  ysiny 

tmd  umgekehrt  durch  Integration 

1)  ü'=  siny  I  ydx  \-  Gonsf. 

Die  Bedeutung  der  willkührlichen  Constanten  besteht  darin,  dass 
es  fiir  die  letzte  Ordiuate  y  gleichgültig  ist,  von  welcher  Anfangs- 
ordinate GH  ah  die  Fläche  ü"  gerechnet  wird,  dass  mithin  so  lange 
eine  Unbestimmtheit  in  der  Aufgabe  liegt,  als  jene  Anfangsordinate 
nicht  besonders  angegeben  ist.  Nennen  wir  Xo  die  Abscisse  0  G  der 
Anfangsordinate  Gä,  so  muss  U  =  0  werden,  wenn  x  den  Speci^l- 
werth  a?  =  rco  erhält;  durch  Zusatz  dieser  Bedingung  bestimmt  sich 
die  Oonstante,  wie  die  folgenden  Beispiele  zeigen  werden. 

a.    Die  Parabel.     Aus  der  bekannten  Gleichung 


y  = 

ergiebt  sich  augenblicklich 

ü  = 


x^ 
2p 

3g 


x^ 


+  Const 


Soll  die  Fläche  vom  Scheitel  aus  gerechnet  werden,  das  heisst 
17  gleich  der  Fläche  OMF  sein,  so  müssen  x  und  ü"  gleichzeitig  ver- 
schwinden; dies  giebt  0  =  0+  Const.,  mithin 

o\  „         x^  l 

Daraus  folgt  auch  der  bekannte  Satz  des  Archimedes,  dass  die  Fläche 


Fig.  42. 


OLP  =  ^xy  =  lL OMF  sein 
muss. 

Eine  elegante  und  später 
brauchbare  Erweiterung  des  Theo- 
remes  2)  ist  folgende.  Man  ziehe 
noch  zwei  Ordinaten  Mi  Fi  und 
M2F2  in  den  Abständen  MMi  = 
M1M2  =  h  und  berechne  die 
Fläche  zwischen  MF  und  M2F2 
nämlich  (Fig.  42) 
MM2P2P=z  OM2F2  —  OMF 

_  (x  +  2fe)» ^  _  1,  Qx^_±12xh  +  8Ä» 

.       -SÄ  ^^ , 

24* 


H 


3q 
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oder  auch 


m 


g.  gt  a 

Bezeichnen  wir  die  drei  Ordinaten  MP,  MiPu  M2P2  mit  y,  yi,  yj, 
so  wird  die  vorige  Gleichung  zur  folgenden 

MM2P2P  =  |Ä(y  +  4:yi  +  y^). 
Um  dieses  Resultat  zu  verallgemeinern,  legen  wir  durch  einen  belie- 
higen  Punkt  0'  ein  neues  Coordinatensystem  parallel  dem  firüheren; 
der  Abstand  der  Achsen  OX  und  O'X'  sei  MN  =  h  und 

NP=  ifi=y  +  'b,  NiPi  =  rii  =  y^-\-l,  iV2P2  =  '"22  =ya  +  &. 
Nach  diesen  Voraussetzungen  hat  man 

Fläche  NlfiP^P  =  Rechteck  NN^M.M  +  Fläche  Jf MjPjP 

und  bei  gehöriger  Zusammenziehung 

3)  -Fläche  JVJV2  P^  P  =  J  Ä  (17  +  4 171  +  i?2). 

Legt  man  demnach  durch  drei  Punkte  P,  Pi,  P2,  deren  Ordi- 
naten gleiche  Abstände  halten,  eine  Parabel,  deren  Achse  parallel  der 
Ordinatenachse  ist,  so  kann  man  die  Fläche  des  entstandenen  parft> 
bolischen  Doppelstreifens  aus  den  drei  Ordinaten  und  ihrer  gegen- 
seitigen Entfernung  berechnen,  ohne  den  Scheitel  und  den  Parameter 
jener  Parabel  aufsuchen  zu  müssen. 

b.  Kreis  und  Ellipse.  Die  Mittelpunktsgleichung  des  Krei- 
ses sei 

es  wird  dann 
U=  fVa^  —  x^dx  =  lxVa^  —  x^  +  la^  aresin—  +  Const, 


Fig.  43. 


Versteht  man  unter  U  die  Fläche 
GOMQ  (Fig.  43),  so  mussfara;=0 
auch  U  =  0  werden;  dies  giebt 
Const.  =  0  und 


4) 


ü=lxVa^  —  x^ 


-f-  la^arcsm 


a 


F  M 


was  geometrisch  bedeutet,  dass  V 
aus  dem  Dreiecke  OMQ  und  dem 
Kreissector  COQ  besteht 
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Für  die  Ellipse  sei   die  Ordinate  MP  =  ^i   und  die  Fläche 
B  OMP  =  üi ;  man  kat  dann 

a 

Ui  = UrrVa»  — a-Ä  +  ia^arcst»— I 

oder 

5)  yi  =  — y,      Ui  ^—V, 

wo  y  und  ü  die  vorige  Bedeutung  haben.  Die  Quadratur  der  Ellipse 
lässt  sich  demnach  auf  die  Quadratur  des  Kreises  zurückführen.  Die 
Flache  des  Ellipsenquadranten  ist  hiemach 

a       4:  4 

und  die  ganze  Ellipsenfläche  =z  Ttah  =  n  (Vab)*,  worin  ein  leicht 
auszusprechender  Satz  liegt. 

c.  Die  Hyperbel.  Die  Gleichung  der  Hyperbel  lautet  in 
rechtwinkligen  Coordinaten,  wenn  der  Mittelpunkt  zum  Coordinaten- 
anfang  und  die  Hauptachse  zur  Abscissenachse  genommen  wird, 

^         a 
Diithin  ist 

U  =  —  fVx^  —  «2  dx 
a  J 

=  \\\xy  x'^—a^  —  |a2?(a?+yir2  — a2)4.cl. 

Es  liegt  am  nächsten,  die  Fläche  Vom  Scheitel  aus  zu  rechnen, 
Fig.  44.  d.  h.  IT  =  Fläche  CJf P  zu  setzen 

(Fig.  44);  für  a?  =  OC  =  a  wird 
dann  U  =  0  und 

wodurch  sich  der  Werth  von  C  be- 
stimmt. Man  erhält  nach  Substitu- 
tion desselben 


oder  iu  eleganterer  Form 
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6)  •     u^iy-aM{^+^)l 

Weit  einfacher  gestaltet  sich  die  Quadratur  der  Hyperbel,  wenn 
man  die  Asymptoten  zu  Coordinatenachsen  nimmt,  OÄ  =  OB 
=  |Va2  +  &3  z=7c,  Z.ÄOB  =  y,  ON  =  i,  NF  =  n  und  die 
Fläche  CA  NF  =  Sl  setzt;  es  wird  nämlich 

V  = 


I 


Sl 


=  Z&  4"   Cy  mithin 


Für  I  =  Ä;  muss  i^  verschwinden,  daher  ist  0 
G  =  —  Ik  und 


7) 


Sl==k^sinyj(-^\ 


Bei  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Haupthalbachse  =  V2 
ist,  wird  ä  =  1,  y'=\^  und  Sl  =  l^\  zufolge  dieses  sehr  einfachen 
Verhältnisses  hat  mau  früher  die  Logarithmen  der  Basis  e  hyperbo- 
lische Logarithmen  genannt. 

d.  Die  Cycloide.  Nehmen  .wir,  wie  in  §.  21  (auf  S.  95) 
den  Scheitel  der  Cycloide  zum  Anfangspunkt  der  Goordinaten,  so  ist 
die  Differentialgleichung  der  Gurve 


dy 


'\f2a  —  x 


dx\ 


um  von  derselben  Gebrauch  zu  machen,   ersetzen  wir  die  Gleichung 
1)  durch  die  folgende 

U  =  yx  —  j  xdy, 
welche  durch  partielle  Litegration  entsteht;  es  wird  dann 

U :=  xy  —  j  dxV 2ax  —  x^ 


Fig.  45. 


Die  geometrische  Bedeutung 
des  rechter  Hand  befindlichen  Inte- 
grales ist  unmittelbar  einleuchtend, 
wenn  man  sich  erinnert,  dass  in 
dem  Halbkreise  Gi^D  (Figur  45) 
V"2aaj  — a?2  _  j^q^  ^^^ 

j  dxV2ax  —  x^ 

=  Fläche  GMQ  +  Const. 
sein  muss;  wir  haben  daher 
V  ^zxy--  Fläche  GMQ  -f  (kmst. 
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Verstehen  wir  unter  U  die  Fläche  GMF,  so  wird  für  ar  =^  0 
gleichzeitig  ü  =0  und  CMQ  =  0,  mithin  auch  Gonst.  =  0,  also 

D  =  xy  -^  Fläche  CMQ  oder  xy  --  U  =  Fläche  CMQ; 
geometrisch  heisst  dies,  dasB  die  Flächen  GFB  und  CMQ  gleich 
siod;  hierin  liegt  unmittelbar  die  Quadratur  der  Cycloide.  Speciell 
für  X  =  a  ergiebt  sich,  dass  die  Fläche  GDA  =  l^ra«,  mithin  die 
ganze  Cycloidenfläche  gleich  dem  Dreifachen  von  der  Fläche  des  er- 
zeugenden Kreises  ist. 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  der  Fall,  wenn  die  zu  qua- 
drirende  Curve  die  Abscissenachse  durchschneidet,  wenn  also  die 
gesuchte  Fläche  aus  zwei  Theilen  besteht,  von  denen  der  eine  über, 
der  andere  unter  jener  Achse  liegt.  Für  ein  negatives  y,  etwa 
y  =  —  9(ip)i  wird  nämlich  F  negativ  =  —  fq)(x)dXy  was  auch 
geometrisch  leicht  zu  constatiren  ist*);  geht  nun  y  aus  dem  Neg»- 
tiven  ins  Positive  über,  so  wechselt  F  gleichzeitig  sein  Vorzeichen 
und  die  Formel  1)  giebt  in  die3em  Falle  die  algebraische  Summe 
der  beiden  über  und  unter  der  Abscissenachse  liegenden  Flächen- 
theile.  Grewöhnlich  will  man  aber  die  arithmetische  Summe;  diese 
erlangt  man  leicht,  indem  man  jene  Flächentheile  einzeln  berechnet 
und  mit  gleichem  ^  Vorzeichen  zusammennimmt.  Wählt  man  z.  B.*die 
durch  den  Brennpunkt  0  (Fig.  47)  einer  Parabel  auf  deren  Achse 


Fig.  47. 


senkrecht  gelegte  Gerade  zur  Abscissenachse,  so 
ist  die  Gleichung  der  Parabel 


»  =  '(ir-^)' 


mithin 

6)  F=  \^{-^  -  1?)  +  ConM., 


und  wenn  die  Fläche  F  von  der  Ordinatenachse  abgerechnet  wird, 

ist  Const.  =  0.     Ueber  der  Abscisse   OG  =  p VY  steht  demnach 
die  Fläche  ^        t     i  /-  /  P^ .  3  \ 


Fig.  46. 


Uechtecksumme  angesehen  werden  darf  (§.  64). 


♦)  Ein  Rechteck  MM^  P^P  (Fig.  46)  dessen 
Basis  MMi  positiv  und  dessen  Höhe.  MP 
negativ  ist,  hat  zur  Fläche  das  Product 
—  MMi .  MP,  gilt  also  für  negativ,  wie  dies 
auch  durch  seine  entgegengesetzte  Lage  an- 
gezeigt wird.  Dieselbe  Bemerkung  muss  sich 
auf  krummlinig  begrenzte  unterhalb  der 
Abscissenachse  liegende  Flächen  erstrecken, 
weil   eine  Fläche   immer  als  Grenze  einer 


iti2. 
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Dieses  Resultat  sagt,  dass  die  beiden  Flächen  OAB  und  AGB 
gleich  gross  und  von  entgegengesetztem  Zeichen  sein  müssen;  man 
hat  in  der  That  für  die  erste  Fläche  wegen  OA  =  p : 

Fläche  OAB  =  —  |i)2  =  _  I  .  OB.  OA, 

was  mit  dem  Archimedischen  Satze  übereinstimmt.  Um  die  zweite 
Fläche  AGB  ZM  finden,  rechnen  wir  in  Nro.  6)  die  Fläche  F  vom 
Punkte  A  aus,  so  dass  JP  für  05  :=  |)  verschwindet;  dies  giebt  zur 
Constantenbestimmung  0  =  —  |i>^  +  Gonst.,  also 

fiir  X  =  jpY  ^  erhalten  wir  hieraus 

Fläche  A  GB  =  ii?^ 
dem  Werthe  nach  mit  OAB  übereinstimmend,  dem  Zeichen  nach 
entgegengesetzt     Die  algebraische  Summe  der  Flächen    OAB  und 
A  GB  ist  also  Null,  die  arithmetische  Summe  ==  ^p^. 

Einer  ähnlichen  Vorsicht  bedarf  es  in  dem  Falle,  wo  die  Curvc 
sich  sprungweise  innerhalb  der  gesuchten  Fläche  ändert ;  auch  hier 
besteht  die  Fläche  aus  zwei  gesonderten  Theilen,  welche  einzeln  be- 
rechnet werden  müssen.  Wollte  man  z.  B.  die  über  .der  Abscisse 
X  =  2a  stehende  Fläche  der  Curve 

y  =  7 TS»  (b  und  a  positiv) 

(a  —  x}^    ^  ^ 

ermitteln,  so  erhielte  man  ohne  jene  Kücksicht 

F=¥  f-r^.  =  -^  +  G<mst., 
J  {a  —  xy        a—  X 

und  weil  vom  Anfange  der  Coordinaten  her  J^  =  0  wird  für  aj  =  0: 

0  = 1-  GonsL, 

a 

also 

_     53 hl 

a  — X         a 

und  endlich  für  a?  =  2a 

53  63  2  h^ 


F=  — 


a  a  a 


Die  Unrichtigkeit  dieses  Resultates  erkennt  man  schon  daraus, 
dass  die  Gurve  keine  negative  Fläche  haben  kann,  weil  die  Ordinate 
y  stets  positiv  ist.  Nun  besteht  aber  die  über  der  Abscisse  x  =  2a 
Hegende  Fläche  aus  zwei  getrennten  aber  congruenten  Theüen,  in- 
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dem  y  för  05  =  a  discontinuirlich  wird  und  zu  x  =  a  '-\-  u  und  zu 
x=  a  —  u  immer  dieselben  Ordinaten  gehören;  die  gesuchte  Flä- 
che ist  demnach  das  Doppelte  der  über  der  halben  Abscisse  a?=a — 0 
stehenden  Fläche  und  letztere 


a  —  (a  —  0)  a  a 

also  überhaupt  unendlich  gross  und  positiv;  daher  ist  auch  J^=  00, 

§.  81. 
Quadraturen  in  Polarcoordinaten. 

Wenn   die  Gleichung  einer    Curve  durch  die  Palarcoordinaten 
0P=r,Z.POX=d  (Fig.  48)  ausgedrückt  und  etwa  in  der  Form 
Fig.  48.  r  =  /(fl) 

dargestellt  ist,  so  kommt  es  darauf  an, 
die  Sectorfläche  ^  0P=  S  zu  ermit- 
teln,  welche  von  zwei,  der  Lage  nach 
bestimmten  Vectoren  und  der  Curve 
begrenzt  wird.  Wächst  nun  ö  um 
Z.  POPi  =  ^ö,  so  nimmt  S  zu  um 
die  Sectorfläche  POPi=-i^iS;  diese 
ist  einem  Blreissector  vergleichbar, 
welcher  denselben  Centriwinkel  und 
einen  mittleren  Vector  0  Q  zum  Radius  hat,  mithin  ist 

JS  =  \OQ'^d    oder    ^  =  10ö'- 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  üebergang  zur  Grenze  für  gleichzeitig 
gegen  die  Null  convergirende  ^0  und  ^8 

folglich  umgekehrt 

1)  8  =  1  frUd  +  Const 

Die  Constante  wird  durch  die  Bedingung  bestimmt,  dass  iS  =  0 
werden  muss,  wenn  0  den  Specialwerth  ^£  ÄOX  erhält.  Einige 
Beispiele  mögen  das  Gesagte  erläutern. 

a.    Die  Kegelschnitte.    Als  allgemeine  Polargleichung  die- 
ser Curven  hat  man  (§.  24,  S.  104) 
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P 


1  -f  scosd' 


mithin 


s=^pV  (TTlW  +  ^^' 


wobei   die  drei  Fälle  e  <  1 ,  a  =  1  und  5  >  1  zu  nntersdieideo 
sind. 

Ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  mithin  €  <;;  1,   so  giebt  die 
Ausführung  der  Integration  (§.  77,  Formel  16) 

Bsinß 


8  = 


ardan 


m 


—  6 


tan 


io\        P^ 


1/^(1  _  £2)8  "'""""  VK      l-\-€  '     J         2(1  — 62)1 +£COSÖ* 

woboi  es  keiner  Constante  bedarf,   falls  der  Sector  von   der  grossec 


Fig.  49. 


P  K 


Achse  an  gerechnet  wird  (ÄFF—  S), 
also  gleichzeitig  mit  ü  verschwinden 
muss.  Man  kann  der  obigen  Formel 
eine  viel  einfachere  Gestalt  verleihen, 
wenn  man  p  durch  a  und  £  aus- 
drückt und  einen  neuen  Winkel  o 
einführt,  der  dadurch  entsteht,  das 
die  Ordinate  MP  (Fig.  49)  verläii- 
gert  wird,  bis  sie  den  mit  a  beschrie- 
benen Kreis  in  Q  schneidet,  und  ^0 
gezogen  wird.  Für  Z.  ^  0  ö  ==  o 
ist  nämlich 

=  rcosd 


acosG)  —  aa  = 

oder  wegen  a  =  p  :  (l  —  6^)  und  vermöge  des  Werthes  von  r 

COSCi}  —  s    cosO 

1  — £2      —    1  -fficOSÖ  ' 
daraus  leitet  man  ohne  Mühe  folgende  Gleichungen  ab: 


cosd 


tan 


COSGJ  —  s 

1  —  £  cos  ö ' 


sind  = 


Vi  — £2stnci 
1  —  scosa 


i»=Vl 


—  cosO 


=V\^ 


tanliD^ 


-\-  cosd  f       1  —  £ 

mittelst  deren  sich  ergiebt 

S  =  la^V  1 -^  s^  (cd  —  6 Sinai), 

wo  ayl  —  £2  die  kleine  Halbachse  der  Ellipse  bedeutet  Ist  nun  ä 
gegeben,  so  geschieht  die  Quadratur  des  Sectors  S  auf  die  Weise, 
dass  man  erst  (o  mittelst  der  Formel 
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1)  tanl(o  =r  y  tan\0 

berechnet  und  nachher  8  mittelst  der  Formel 

2)  S  —.  I  ab  (CO  —  £  sin  o). 

Die  Fälle  £  =  1  und  5  >  1  gestatten  eine  ähnliche  Behand- 

■ 

lung,  die  aber  zu  weniger  eleganten  Resultaten  führt. 

b.    Die  Lemniscate.     Aus  der  Gleichung  (S.  106) 

r2  =  a^cos20 
ergiebt  sich  sofort 

3)  S  =  \aHin20, 

wobei  es  keiner  Integrationsconstante  bedarf,  wenn  man  den  Sector 
mit  ö  =  0  anfangen  lässt,  also  =  ÄOJP  setzt  (Fig.  50).  Für 
liz=ln  erhält  man  die  Fläche  eines  Lemniscatenquadranten  =  }a2; 
die  ganze  Lemniscate  hat  demnach  dieselbe  Fläche  wie  ein  über  OA 
construirtes  Quadrat. 

Fig.  50.  Fig.  51. 


0         A 

c.  Die  Kreis evolvente.  Betrachtet  man  den  Wälzungs- 
winkel  Ä0Q:=(O  als  unabhängige  Variabele,  so  gelten  die  auf  S.  107 
entwickelten  Formeln 

und  nach  diesen  ist,  wenn  man  unter  S  den  mit  cd  gleichzeitig  ver- 
Bchwindenden  Sector  ÄOP  versteht  (Fig.  51), 

4)  S  =  |a2(D8. 

Um  diesem  Ausdrucke  eine  geometrische  Bedeutung  unterzulegen, 
errichten  wir  im  Endpunkte  des  Yectors  auf  diesem  eine  Senkrechte, 
(reiche  die  verlängerte  0  Q  in  E  schneidet ;  es  ist  dann  PQ  ==  a  G7, 
QJRirzz  am\  mithin  der  Sector  Ä  OF  gleich  dem  dritten  Theile  der 
Oreiecksfläche  FQB. 

Aendert  sich  der  Radiusvector  irgend  einer  Curve  sprungweis 
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innerhalb  des  zu  quadrirenden  Sectors,  so  besteht  letzterer  aus  zwei 
oder  mehr  getrennten  Sectoren,  deren  Flächen  einzeln  zu  berech- 
nen sind. 


§.  82. 


Näherungsweise  Quadraturen. 


unter  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten  sei  (in  Fig.  52) 
AB  die  Basis  einer  Currenfläche   ÄBDCj   OM  =  x  irgend  eine 

Fig.  Ö2. 


Abscisse  und  MP  =  y  =  f(x)  die  zugehörige  Ordinate;  theilen  wir 
AB  in  n  gleiche  Theilö  und  ziehen  durch  jeden  Theilpunkt  eine 
Ordinate,  so  zerfallt  die  Fläche  AB  DG  =  17  in  n  Streifen ,  die  ach 
auf  verschiedene  Weise  näherungsweis  quadriren  lassen. 

Das  Einfachste  ist,  die  genannten  Streifen  als  Rechtecke  za 
betrachten,  welche  den  nten  Theil  von  AB  zur  gemeinschaftlichen 
Basis  und  die  verschiedenen  Ordinaten  zu  Höhen  haben;  setzen  wir 

—  AB^^hund  bezeichnen  die  Ordinaten,  welche  den  Abscissen 
n 

OA,  OA  +  Ä,  OA  +  2Ä  etc.  entsprechen,  der  Reihe  nach  mit  % 
yu  ^2  etc.,  so  erhalten  wir  folgende  Näherungsformel 

Eine  etwas  grössere  Genauigkeit  wird  dadurch  erreicht,  dass 
man  die  einzelnen  Streifen  als  Trapeze  berechnet,  was  darauf  hinaas- 
kommt,  die  n  einzelnen  Stucke  des  Bogens  GFD  als  gerade  Linien, 
mithin  den  Bogen  selbst  als  gebrochene  Linie  anzusehen;  dies  giebt 
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2^2^  2 

and  bei  gehöriger  Zusammenziehung 

2)  17  ==  Ä(|yo  +  yi  +  2^2  H +  y«-i  +  5^«). 

Bedeutend,  grösser  wird  die  Annäherung,  wenn  man  die  ein- 
selnen  Stacke  des  Bogens  GPD  als  krumme  Linien,  und  zwar  am 
einfachsten  als  parabolische  Bögen  ansieht.  Zu  diesem  Zwecke  nimmt 
man  för  n  eine  gerade  Zahl  und  denkt  sich  die  Endpunkte  je  drei 
auf  einander  folgender  Ordinaten 

yoi  yu  y2\   yai  ys,  Va-,   y^,  ys,  ye ;  etc. 

durch  Parabeln  verbunden,  deren  Achsen  parallel  zur, j^- Achse  lie- 
gen*). Die  Fläche  U  besteht  dann  aus  |n  parabolischen  Doppel- 
streifen,  welche  nach  Formel  3)  in  §.  80  leicht  zu  quadriren  sind; 
man  erhält 

17  =  |Ä(yo+4yi  H-yg)  +  1^(^2  +  4^8  +  ^4)  + 

+  V^(y^2  +  ^yn-i  +  yn) 

oder 

3)      Uz=lhyQ  +  4(yi+y3+2^5+...+3(n-i) 

+    2(^2  +  ^4  +  ye  + h  yn^2)   +   ynl 

welche  Formel  unter  dem  Namen  der  Simpson 'sehen  Kegel  be- 
kannt ist. 

Um  den  Genauigkeitsgrad  der  Formeln  1),  2)  und  3)  beurtheilen 
zu  können,  untersuchen  wir  noch,  zwischen  welchen  Grenzen  der 
Fehler  liegt,  den  man  bei  Anwendung  der  genannten  Formeln  be- 
geht. Nennen  wir  F(x)  die  Fläche,  welche  von  der  festen  Ordinate 
öfl  bis  zu  irgend  einer  Ordinate  MP  =  y  =  f(x)  reicht,  so  ist 
der  Flächeninhalt  des  zwischen  den  Ordinaten  f(x)  und  f(x  +  h)  lie- 


*)  Die  Möglichkeit  dieser  Construction  erhellt  auf  folgende  Weise. 
Die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Achse  ||  0  F  liegt,  ist  im  Allgemeinen 

wobei  a,  ß  die  Goordinaten  des  Scheitels  sind,  und  q  den  Parameter 
bezeichnet.  Soll  diese  Parabel  durch  drei  gegebene  Punkte  %>io,  ^iVu 
h''k  gehen,  so  müssen  er,  ß^  q  den  drei  Gleichungen 

genügen;  diese  liefern  aber  jederzeit  reelle  Werthe  für  a,  ß  und  q. 
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genden  Streifens  =  F{x  +  Ä)  —  JP(a?);  nach   dem  Taylor'scheD 
Satze  hat  man  ferner  bei  einstweiliger  Weglassung  des  Restes 

F(x  +  Ä)  —  F(x)  =  hF'ix)  +  |Ä2F'(a?)  +  lh^F'"{x)  +  •  •  • 

oder,  weil  F'(x)  =  f(x)  ist, 

F(x  +  Ä)  -  F(x)  =  hf(x)  +  \hV'{x)  +  \h*f'{x)  +  •  •  • 

Als  Inhalt  des  Trapezes «  dessen  parallele  Seiten  f{x)  und  f{x  -f  A) 
sind,  und  welches  h  zur  Höhe  hat,  ergiebt  sich 

iÄ[/(*)  +  /(«  +  Ä)]  =  hfix)  +  \h^f{x)  +  iÄ»/"(rr)  +  •  •  • 

mithin  als  Differenz  beider  Flächen 

F(x  +  Ä)  —  J-Ca;)  -  \h[f{x)  +  /(x  +  Ä)] 

Die  eingeklammerte  Reihe  stimmt  in  ihren  beiden  ersten  Gliedern 
überein  mit  der  Entwickelung . 

/'(x+Ä)  -fix)  =  hf'\x)  +  \h^r'\x)  +  jÄv^c«)  + .  • .. 

daher  ist  durch  Addition 

F(x  +  Ä)  -  Fix)  -  \h  [f(x)  Ar  fix  +  A)]  +  ift»  [fix  +  Ä)  -/(x)] 

=  fkÄ'/'^C«)  +  niöA''/''(^)  4-  •  •  •  • 

Um  die  Summe  der  noch  übrigen  Reihe  direct  zu  finden,  setzen  wir 
4)        9  (Ä)  =  Fix  ^h)  —  Fix)-\h  Uix)  +  fix  +  Ä)] 

und  di£Perenziren  diese  Gleichung  mehrmals  in  Beziehung  auf  h\  dies 
giebt 

9'(A)  =  \U(P  +  Ä)  -  fix)\  -  \h[2fix  +  Ä)  +  fix)] 
9>"(Ä)  =  lU'ix  +  Ä)  -/(*)]  -  |Ä/'(«  +  A) 

g,"'(Ä)  =  iÄy"^(a!  +  Ä). 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Functionen  F{e\  F'  (e)  =/(4 
f(js)^  .  .  ./^W  stetig  und  endlich  bleiben  von  z=^x  bis  jer  =  aj-f  Ä, 
sind  9(Ä),  9'(Ä),  9"(Ä)  und  9'"(Ä)  gleichfalls  continuirlich  und 
endlieh  von  ^  =  0  bis  /i  =  /i,  und  dann  lassen  sich  die  Formeln 
2)  und  3)  auf  Seite  207  in  der  Weise  anwenden ,  dass  man  a  =  0, 
n  =  3  setzt  und  tp  statt  /  schreibt,  wodurch  entsteht 
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ip(h)  =  g>iO)  +  h(p'(0)  +  iÄ^<3P"(0) 

Nimmt  man  die  willkürliche  Function  flf(h)  =  f'"{x-\-  h),  wo  nun 
f'"ix-\-  li)  keinen  Zeichen  Wechsel  erleiden  darf,  während  7*  von  0 
bis  h  wächst,  und  beachtet  man  ferner,  dass  ^(0),  9)'(0),  qp"(0)  ver- 
schwinden, so  erhält  man 

<p  (Ä)  =  O-I^l^  y  »  (a-  +  Ä)  -f'ixW 

Das  Maximum  von  (1  —  %)'^%^  ist  q-^,  daher  kann 

lo 

5)  «P  (/♦)  =  glj  [/'"  («  +  h)  -/"'  (a;)]  Ä« 

gesetzt  werden,  wo  fi  einen  nicht  näher  bekannten  positiven  echten 
Brach  bezeichnet.  Durch  Vergleich  von  Nro.  4)  mit  Nro.  5)  ergiebt 
eich  nun  folgendes  Resultat 

F{x  +  A)  -  Fix)  =  Ihlfix)  4-  f(x  +  Ä)l 

-,\Ä»[/(a;  +  Ä)-/(x)] 

worin  die  beiden  letzten  Summanden  rechter  Hand  die  Differenz 
zwischen  dem  Flächenstreifen^und  dem  Trapez  angeben. 

Wir  nehmen  der  Reihe  nach  aJ  =  a,  a  +  Ä>  ^  +  2Ä,  .  .  . 
a  -f  (n — l)h  und  addiren  alle  entstehenden  Gleichungen;  die 
Summe  ist 

7)  F(a  +  nh)  —  F(a) 

=  Ä[i/(a)  +/(a  +  Ä)+  ...  +/(a^-ir-^\h)  +  lf(a  +  nh)] 
-  iV^'L/C«  +  nÄ)  -/(a)]  +  34iÄ4S; 

dabei  wurde  zur  Abkürzung  gesetzt 

8)  S  =  £,[/"'(a  +  A)— /'"(«)]+«,  [/"'(a  +  2Ä)— /"'(a  +  Ä)]^-... 

. . .  +  a«-i  [/"(«  +  «/*)  —/"'(a-^V=lh)l 

Qnd  es  bedeuten  hierin  ^o*  ^i«  •  •  •  ^n— i  nicht  näher  bestimmte  po- 
sitive echte  Brüche.  Zur  Gültigkeit  der  Formel  gehört  femer,  dass 
/  "(x)  von  X  =  a  hiB  X  =  a  -\-  nh  keinen  Vorzeichen  Wechsel  er- 
leidet, also  /'"  (x)  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt.     Eben« 
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desslialb  beträgt  8  weniger  als  Dasjenige,  was  aus  Nro.  8)  loi 
£0  =  €i  .  .  .  =  Sj^^i  =  I  hervorgeht,  d.  h.  man  kann 

9)  8=qU"'(a  +  nh)—  f"  (a)] 

setzen,  wo  q  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet. 

1. 

Ist  nun  a  +  nÄ  =  5,  mithin  h  =  -^ ,  so  reprftsentirt  die 

ft 

linke  Seite  von  Nro.  7)  den  genauen  Werth  der  Fläche  [7,  welche 

zwischen  den  Ordinaten  f(ä)  und  f{h)  liegt;  rechter  Hand  ist  f(a] 

=  yoi  /(»  +  Ä)  =  yi  n.  s.  w.,  also 

10)  u=h(^yo+yi+yi  +  '-  +  y—i  +  |y«) 

Der  Vergleich  mit  Nro.  2)  zeigt,  welche  Correction  für  eine  genauere 
Rechnung  nöthig  ist.  Sollte  die  Bedingung,  dass/^(a;)  von  x  =a 
hiB  X  =z  h  sein  Vorzeichen  behalten  muss,  nicht  erfüllt  sein,  so  kann 
man  die  Fläche  leicht  in  kleinere  Stücke  so  zerlegen,  dass  innerhalb 
jedes  einzelnen  Stückes  die  genannte  Bedingung  erfüllt  ist. 

Um  den  Genauigkeitsgrad  der  Simpson 'sehen  Regel  kennet 
zu  lernen,  benutzen  wir  wieder  die  Formel  7)  und  zwar  auf  zweierlei 
Weise.  Zuerst  nehmen  wir  n  =  2fn  und  bezeichnen  den  entspre- 
chenden Werth  von  Q  mit  ^i ;  nachher  lassen  wir  in  Nro.  7)  m  an 
die  Stelle  von  n  und  zugleich  2  ^  an  die  Stelle  von  h  treten ,  wobei 
^2  der  zugehörige  Werth  von  q  sein*  möge;  die  zweite  Gleichnng 
subtrahiren  wir  von  dem  Vierfachen  der  ersten  Gleichung  und  divi- 
diren  den  Rest  durch  3;  es  ist  dann 

F(a  +  2mh)  —  F(ä) 
=  iÄ[/(a)  +  4/(a  +  h)  +  4f(a  +  3Ä)  +  ...  +  4/(a  +  2  m— 1*1 
+  2/(o  +  2  Ä)  +  2/(a  +4Ä)  +  •  •  •  +  2/(a  +  2wi— 2*i 

+  na+2  mh)] 
+  ^(Qi-Q2)h^[r'(a  +  2fnh)  -/"(«)] 

oder  auch,  wenn  n  für  2  m  geschrieben  wird 

11)  U=  iÄOo  +  4(^1+^3  +y6H —  +  y*-i) 

+  2(2^2  +  2^4  +  2^6  H —  +  y«-2)  +  yJ 

worin  Q  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bezeichnet 
Der  letzte  Ausdruck  liefert  für  ^  =  —  1  und  ^  =  -|-  1  die  Grenzen 
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Bvischen  denen  der  bei  der  Simpson 'sehen  Regel  begangene  Fehler 
liegt 

Die  Formeln  zur  näherungsweisen  Quadratur  enthalten  zugleich 
die  Mittel  zur  näherungsweisen  Berechnung  bestimmter  Integrale, 
weil  nach  §•  64  die  Fläche  ABDC  :=  Ü  durch  das  bestimmte 
Integral 


J 


b 

* 

f(x)  dx 


ausgedruckt  wird. 


§.83. 


Bectifioation  ebener  Ctirven  in  Farallelcoordinaten. 

• 

Bereits  im  §.  20  wurde  gezeigt,  dass  ein  Curvenbogen  PPi  um 
80  eher  mit  der  gleichnamigen  Sehne  verwechselt  werden  darf,  je 
näher  die  Punkte  P  und  Pi  an  einander  liegen,  und  dass  folglich, 
wenn  arc  CP  =  s  gesetzt  wird,  bei  rechtwinkligen  Coordinaten 

1)  äs  =  Vdx^  +  dyi 

ist;  nach  demselben  Prinzipe  erhält  man  bei  einem  schiefwinkligen 
Systeme,  dessen  Goordinatenwinkel  y  heissen  möge, 

2)  ds  =  Vdx^  +  dy^  -f  2dxdycosy. 

Gewöhnlich  betrachtet  man  x  als  unabhängige,  y  als  abhängige  Va* 
nabele  und  schreibt  demgemäss 

-£•  —  y\     dy  =  y'dx\ 

die  Formel  2)  wird  dann 

e?s  =  V^l  4-  ^2  -|-  2^1/ cosydx, 
and  daraus  folgt  durch  Integration 

3)  8  =J  Vi  +  3/'»  +  2y'cosy  dx. 

Die  willkührliche  Constante  bestimmt  sich  dadurch ,  dass  man  fest- 
setzt, von  welchem  Anfangspunkte  C  aus  der  Bogen  s  gerechnet 
werden  soll;  es  muss  nämlich  s  =  0  werden,  wenn  f ür  rp  dieAbscisse 
des  Punktes  G  genommen  wird. 

BchUmiloh,  Aiuilygis.    I.  25 
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a.  DieParabeL  In  Beziehung  auf  ein  rechtwinkliges  Coor- 
dinatensystem,  dessen  Anfang  der  Scheitel  und  dessen  a5- Achse  ^e 
Scheiteltangente  ist,  lautet  die  Gleichung  der  Parabel 

y  =  ^.  mithin  y'=^, 

und  nach  Formel  3) 


8 

oder  bei  Ausführung  der  Integration 

8 


Wenn  der  Bogen  im  Scheitel  anfangen  soll,  so  muss  s  =  O    werden 
für  rc  =  0;  dies  giebt 

0==— jii)27Cp)  +  C(m8t\ 

und  durch  Elimination  der  Gonstante 

4)  ,^_MI±^^^i(l±lI±^ 

b.    Die  Ellipse.     Unter  Benutzung  des  gewöhnlichen  Goor- 
dinatensystems  hat  man 

^  1/ — "k ::         #  ^^ 


und  wenn  zur  Abkürzung  die  numerische  Excentricität 

=  8 

a 
gesetzt  wird,  so  findet  sich  leicht 


In  geschlossener  Form  lässt  sich  diese  Integration  nicht  ausfillires, 
und  daher  muss  man  8  durch  eine  unendliche  Reihe  darstellen.  Be- 
nutzt  man  zur  Vereinfachung  die  Substitution  x  =  a|,  so  wird 


8 


= -/VW«' 


und  hier  lassen  sich  alle  die  Transformationen  anwenden,   welche  in 
§.  74,  b.  gezeigt  wurden.     So  ist  nach  Formel  6) 


in  Parallelcoordinaten. 
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—  =  Const.  +  üb  -  A^2  _^A^4 
a  '       "  2  2    4 


1.3  Us    g 


Uq  =  aresin  ^,     Um  = 


(m 


2.4   6 
m 


oder  vermöge  des  Werthes  von  | 

X 

Üq  =  aresin — , 

a 

Fig.  53. 
C 


f^m  =  — r—  ^m-2 


m 


ma"*+^ 


Versteht  man  unter  s  den  vom 
Endpunkte  der  kleinen  Halbachse  an 
gerechneten  Bogen  BP  (Fig.  53),  so 
müssen  x  und  s  gleichzeitig  ver- 
schwinden; nun  ist  für  o;  =  0 

üi  =  0,     ^72  =  0,     ^"4  =  0,.... 

mithin  Const.  =  0,  daher 


F  M 


Zur  praktischen  Berechnung  werden  die  Formeln  für  U2,  U^  etc. 
bequemer,  wenn  man  den  Winkel  GOQ  =  g)^  die  sogenannte  Am- 
plitude, einfuhrt;  es  ist  dann  x  =  asinq),  ^  =  sin(pt  mithin 


7) 


in  (f  =  — ,       s  ^=  a  I   vi  —  s^  sin'^  q)dcp, 

(m—l)üm-2  —  sin'^~^q)eosq> 


Uq  =  (f,       Um  = 


m 


Für  aj  =  a,|=  1,  qp  =  |7r  erhält  man  die  Länge  des  Ellip- 
senquadranten,  welche  E  heissen  möge.  Die  Werthe  von  Uq,  Vi,  ü^ 
etc.  gestalten  sich  dann  sehr  einfach,  nämlich 

^  7C        _  1    __  In 


rr  1       TT  1 


3     „  l  .   3    7t 


1   .   3   .   5    TT 

Uq  = 7 ::  —^r-  U.  S.  W. 


3  £6 


2.4.6   2 
folglich  ist  nach  Nro.  6) 

Atxf  ähnliche  Weise  lassen  sich  die  übrigen  in  §.  74,  b.  entwickelten 

l'ormeln  benutzen,  um  Reihen  für  s  oder  H  zu  gewinnen. 

25* 
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c    Die  Hyperbel.     Geht  man  von  den  Gleichnngen 

b 


aus  und  setzt 


a 


so  erhält  man 


s 


=JW^^- 


Diese  Gleichung  transformiren  wir  durch   Einfuhrung    eines  Hülfs 


Fig.  54. 


B 


winkeis,  der  auch  bei  der  Constructioii 
der  Hyperbel  gute  Dienste  leistet  (Fig. 
54).  Beschreibt  man  nämlich  um  den 
Mittelpunkt  der  Curve  zwei  concentri- 
sche  Kreise  mit  den  Radien  0Ä  =  Qy 
OB  =  4  C  ==  6,  zieht  femer  irgend 
einen  gemeinschaftlichen  Radius  OUT 
unter  dem  Winkel  AOU=ilf  und  legt 
femer  in  U  und  V  an  jene  Kreise  die 

Tangenten   ?7 Jf ,   VK,   so  ist 
0M=  x  =  asecilf^  und  die  Gleichung 
der  Hyperbel  giebt  y  =  h  tan^f ,  d.  L 
MP  =.  NV\  femer  wird 


=  a  /  y  «3  —  cos'^iif  sec^il>  dilj  z=:  as  I  — —  i/  1  — 


cos'^t 


Wegen  6  >  1  ist   der  Quotient 


cos^ 


<^  1  und  daher  kann  folgende 


Reihenentwickelung  vorgenommen  werden: 

/d^lj   \^         1    cos'^i>           1 
— 1—  II 1 


8 


COS^^If 


6» 


2.4     6* 


COS^Jlf  { 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

so  wird  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder 

(  ^^       ^        2ß  2   4£«        2.4  6£ö  I 

und  zwar  geschieht  die  Berechnung  der  Integrale  Fo,   Tj,   F4  et«. 
nach  folgenden  Formeln: 


ö) 


Fo  =  ^,     7«  = 


in  Parallelcoordinaten. 
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m 


wie  man  mittelst  der  fünften  Gleichung  in  §.  77,  Nro.  3)  leicht  fin- 
det. Eechnen  wir  den  Bogen  s  vom  Scheitel  der  Hyperbel  aus,  so 
wird  8  =  0  für  a:  =  a,  d.  h.  für  ^  =  0;  in  diesem  Falle  ver- 
schwinden alle  V  und  es  wird  Const,  =  0,  mithin 

1A^  (    *      ,         ^0  1     Fj  1  . 3   F4 

10)     8  =  aletcmt  —  -tt^ ttt^  ■—  "t; — TTrn 

(  2fi  2    4£8        2 . 4  e«*^ 

Die  Verlängerung  der  Ordinate  MP  schneidet  von  der  Asymp- 
tote eine  Strecke  Oß  =  jer  ab,  deren  Grösse  ist 

Va^  +  h^ 


•  •  ■  /  • 


a 


X  =  sx  =  assecilf; 


vermöge  der  goniometrischen  Formel 

secil^  —  tantl^  =  tan(\n  —  |^) 
erhält  man  als  Differenz  zwischen  OQ  und  arcAP 
e  —  Ä  =  a£tan(\%  —  |^) 

"•"   2b  [^  '^    2    2£2  "T"  2  .  4  36*  "^ 

Bei  unendlich  wachsenden  x  convergirt  ^  gegen  die  Grenze  \%^  zu- 
gleich wird 

^0  — -2"'     ^2  —  T"^  "~"2"T 
mithin 

9ra 


F4  = 


2.4   2 


etc. 


11)  £im(j9  —  8)  = 
Fig.  65. 


4e 


r^\2/   2£2   ^  V2.4/   36^   ^  j 

Kurz  ausgedrückt,  ist  demnach  der 
Unterschied  zwischen  der  ganzen 
Asymptote  und  der  ganzen  Hyperbel 
eine  Linie  von  endlicher  Grösse. 

d.  Die  Cycloide.  Wie  in 
§.21  sei  der  Scheitel  G  der  An- 
fangspunkt rechtwinkliger  Coordi- 
naten  (Fig.  55);  es  ist  dann 


=  1/- 


—  X 


X 


=  /  1/  — dx  =  2V2ax  +  Const. 
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Bechnet  man  auch  den  Bogen  s  vom  Scheitel  atlB,  so  müssen  s  und  x 
gleichzeitig  verschwinden ;  dies  giebt  Const.  =  0  und 

12)  8  =  2V2ax, 

was  sehr  leicht  zu  construiren  ist.  Für  a?  =  2a  folgt,  dass  die 
obere  Hälfte  der  Cycloide  dem  vierfachen  Halbmesser,  also  die  ganze 
Cycloide  dem  vierfachen  Durchmesser  des  erzeugenden  Krebes  an 
Länge  gleichkommt. 

§.84. 
Beotifloation  ebener  Curven  in  Polarooordinaten. 

Nach  Formel  7)  in  §.  23  wird  das  Bogen differential  einer  auf 
Polarcoordinaten  r  und  ö  bezogenen  Curve  durch  die  Formel 

1)  ,  ds=:  V{rdOy^  +  dr^ 

ausgedrückt,  welche  in  dem  Falle,  wo  0  die  unabhängige  Variabele 
ist,  zur  folgenden  wird 

2)  ds  —  Vr«  +  r'^dQ. 
Durch  Integration  ergiebt  sich  hieraus 

3)  8=  fVr'^  +  r'^dO; 

Fig.  56.  die  willkührliche  Constante  des  In- 

tegrales wird  hier  durch  die  Bedin- 
gung bestimmt,  dass  8  =^  0  werden 
muss,  wenn  0  denjenigen  speciellen 
Werth  {zlAOX'm  Fig.  66)  erhält, 
welcher  dem  Anfangspunkte  des  Bo- 
gens  entspricht. 

a.    Die  Spirale  des   Archi- 
medes  hat  zur  Gleichung 

4)  r  =  aO,     r^=a, 

mithin  ist 

s  =  a  fVü^  +  Idfö, 
oder 

5)  8  =  la{dVl  +0^  +  1(6 +  yi  4-Ö2)}. 

wobei  es  keiner  Constanten    bedarf,   wenn  ö,  r  und  s  gleichzeitig 

verschwinden  sollen. 
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b.    DieCardioide  wird  durch  folgende,  geometriscli leicht  zu 
construirende  Gleichung  ausgedrückt 

6)  r  —  &(1  +  cosO),      /  =  —  IsinQ', 

es  ist  daher 


s  =  h 


>  fV  2(1+ cosO)dO  =  2h  Ccos\ddd 


oder 

7)  8  =  4:})sin\0\ 

eine  Constante  ist  nicht  hinzuzufügen,  wenn  s  =  0  werden  soll  für 

6  =  0.     Für  0  =  7t  ergiebt  sich  die  Länge   der  halben  Cardioide 

=  45,  mithin  die  Länge  der  ganzen  Curve  =  85. 

c    Die  Kreisevolvente  hat  nach  §.24,  VIL  zwei  Gleichungen, 
aus  denen  folgt 

Fig.  67.  ao         , 

V  l    -}-    G>^ 

d$  =  ac3  dco; 

lässt  man  den  Bogen  s  im  Punkte  Ä 
anfangen,  so  wird 
^^8)  s  =  iaoa, 

d.  h.  arcÄP  =  lQB'm  Fig.  57. 


§.  85. 
Beotiflcation  doppelt  gekrümmter  Linien. 

l.    In  Beziehung  auf  ein  rechtwinkliges  Goordinatensystem  ist 
nach  Formel  5)  in  §.  25 

1)  ds  =  Vdx^  +  dy^  +  de^\ 

denkt  man  sich  die  Gurve  durch  ihre  Projectionen  auf  die  Ebenen  xy 
und  xs  dargestellt,  so  wird  sie  durch  zwei  Gleichungen  von  den  Formen 

y  =  q)(x)\         z  =  ^(äj) 
ausgedrückt,  worin  x  die  unabhängige  Yariabele  ist,  und  dann  geht 
die  Gleichung  1)  über  in 

ds  =  Vl+y'^  +  0'^dx. 
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Hieraus  folgt  augeublicklich 


2) 


^fVl+i/^-\-s/^dx ; 


die  Integrationsconstante  bestimmt 
sich  durch  die  Bedingung,  dass 
5  =  0  werden  muss,  wenn  für 
0/  die  Abscisse  des  Bogenanfanges 
gesetzt  wird. 

Beispielsweis  betrachten  wir 
den  Durchschnitt  eines  vertical 
stehenden  parabolischen  und  eines 
senkrecht  dagegen  liegenden  cy- 
■^  cloidischen  Cylinders  (Fig.  58). 
Für  OL  =  X,  LM  =  y,  LH 
=  MF  c=  0  ist  nämlich 


X 


—  X 


wobei  h  den  Abstand  des  Brennpunktes  vom  Scheitel  der  Parabel  be- 
zeichnet; daraus  folgt 


s 


oder 


=/v>+l+^^' = y^^M 


Fig.  59. 


8  =  2V(2a  +  h)x, 

und  hier  ist  keine  Constante  hinzu- 
zufügen, wenn  unter  s  der  Bogen 
OP  verstanden  wird.  Die  geometri- 
sche Bedeutimg  des  Werthes  von  s 
erkennt  man  leicht. 

IL  Nicht  ^selten  ist  der  Gebrauch 
eines  gemischten  Coordinatensyste- 
mes  vortheilhaft,  welches  dadurch 
entsteht,  dass  man  zwei  der  reobt- 
winkUgen  Goordinaten  Xj  y,  ß  in  Po- 
larcoordinaten  umsetzt  und  die  dritte  Goordinate  ungeändert  lässt 
Denken  wir  uns  (Fig.  59)  den  Radiusvector  OP  auf  die  «y-Ebene 
projicirt  und  bezeichnen  diese  Projection  ON  mit  u  und  den  Win- 
kel NOX  mit  Xi  so  haben  wir 
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3)  X  =  ucosXj      p  =  usinx, 

vähreAd  x?  ungestört  bleibt;  die  Formel  1)  wird  dann  zur  folgenden 

4)  ds  =  V(udxy  +  du^  -f  de^. 

Substituirt  man  die  unter  Nro.  3)  angegebenen  Wertbe  von  x 
und  y  auch  in  die  Gleichungen  der  Curve,  so  erhält  man  zwei  neue 
Gleichungen  zwischen  u,  X>  ^\  ^^^  dieser  neuen  Coordinaten  wählt 
man  zur  unabhängigen  Yariabelen  und  drückt  die  anderen  durch 
diese  aus,  so  dass  die  Formel  4)  rechter  Hand  nur  eine  Yariabele 
enthält  und  nachher  integrirt  werden  kann. 

Als  Beispiel  diene  der  Durchschnitt  eines  Rotationskegels  mit 
einer  Schraubenfläche,  wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Achsen 
beider  Flächen  mit  der  je^-Achse  zusammenfallen.  Nennen  wir  y  den 
Winkel  zwischen  der  Kegelseite  und  jef- Achse,  c  den  Parameter  der 
Schraubenfläche,  so  haben  wir  in  rechtwinkligen  Coordinaten 

ic2  +  ^2  _-  z^tan^y^        L  =  tan -^ 

X  c 

and  in  gemischten  Coordinaten 

u  =  etany  ^        ;|r  =  —  +  mic^ 

c 

wo  m  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bezeichnet.     Hieraus  folgt, 
wenn  e  als  unabhängige  Variabele  betrachtet  wird, 

is  =V'(f^)'  +  tan^Y  +  1  .  dz 


oder  kürzer 


as  =  *^^Y^^rk^dz,      h  = 


c  siny 

nnd  durch  Integration,  indem  man  festsetzt,  dass  s  und  ß  gleichzeitig 
verschwinden  sollen. 


s 


=  i2  \—l +  *^( 1 )\'''^' 


Wie  man  aus  §.83,  Formel  4)  sieht,  lässt  sich  s  mit  dem  Bogen 
einer  gev^issen  Parabel  vergleichen. 

HL  Um  endlich  eine  Formel  zu  gewinnen,  worin  die  gewöhn- 
lichen Raumpolarcoordinaten  vorkommen,  setzen  wir  den  Radiusvec- 
tor  OP  =  r  und  bezeichnen  mit  r  seinen  Neigungswinkel  gegen  die 
xy-Ebene  (Z.PON'=  t);  wir  haben  dann 

u  =  rcost^      z  =  rstnr 


394  Cap.  XIV.  §.  85.  Rectification  doppelt  gekrümmter  Linien, 
mithin  statt  Nro.  4) 

5)  ds  =  Vircoszdx)^  +  (rdz)^  +  dr^, 

wie  sich  auch  direct  aus  der  Bemerkung  ergiebt,  dass  ds  als  ^e 
Diagonale  eines  Parallelepipedes  gelten  kann,  dessen  Kanten  rcostdi 
rdt  und  dr  sind.  Zum  üeber gange  von  x,  y^  z  zu  r,  x^  v  dienen 
die  Formeln 

6)  X  =  rcost  cosXy    y  =  rcosr  sinx^    z  =  rsinv; 

aus  den  Gleichungen  der  Curve  in  rechtwinkligen  Goordinaten  erhält 


Fig.  60. 


man  mittelst  derselben  zwei  Glei- 
chungen zwischen  r,  r,  %,  wobea 
man  eine  der  letzteren  Grössen 
als  unabhängige  Yariabele  be> 
trachtet. 

Als  Beispiel  nehmen  .wir  den 
Durchschnitt  einer  Kugel  mit 
einem  vertical  stehenden  Cylinder, 
dessen  Directrix  eine  Archimedi- 
sche Spirale  ist  (Fig.  60).  Die 
ursprünglichen  Gleichungen  mö- 
gen sein 


u 


^Xi 


x^  +  y^  +  z*^  =  «2, 
in  räumlichen  Polarcoordinaten  ist  dann 

r  =  a,  acosr  =  5%, 

folglich,  wenn  t  als  unabhängige  Variabele  angesehen  wird, 


ds 


='W 


cosT  smr\2 


vz 

)+i. 


dv 


und 


8 


=v  K  (-TT-; 


+  1  .  dt. 


Bechnet  man  den  Bogen  vom  letzten  Gurvenpunkte  D  aus,  so 
muss  die  Integrationsconstante  so  bestimmt  werden,  dass  s  =  0  wird 
für  r  =  0.  Das  Integral  ist  übrigens  leicht  in  eine  Reihe  zu  ver- 
wandeln; mittelst  der  Substitution  r  =  |(»  erhält  man  nämlich 

wobei  zur  Abkürzung 

a 


cos^oda^ 


VaM-462 
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gesetzt  wurde.  Da  Xcosco  immer  ein  echter  Bruch  ist,  so  lässt  sich 
die  unter  dem  Integialzeichen  vorkommende  Wurzel  mittelst  des  bi- 
Domischen  Satzes  entwickeln;  indem  man  die  Bezeichnung 

einfuhrt,  erhält  man 

n 
Für  r  =  I  TT  mithin  (o  =  n  findet  man  die  Länge  des  ganzen 
Dorchschnittes  DG,  und   zwar  ist  sie  einerlei  mit  der  Länge  des 
Ellipsenquadranten,  welcher  aus  den  Halbachsen 


2b 
construirt  werden  kann. 


und  a 


§.  86. 

Die  Cubatur  begrenzter  Volumina. 

Bereits  in  §.  1  wurde  gezeigt,  dass  der  Differentialquotient 
eines  Volumens,  welches  sich  längs  der  o;- Achse  erstreckt,  nach 
X  genommen,  der  am  Ende  des  x  befindliche  Normalquerschnitt 
desselben  ist;  bezeichnen  wir  demnach  mit  Fein  derartiges  Volumen 
und  mit  U  den  genannten  Querschnitt,  so  haben  wir  die  Glei- 
chungen 

4^=  U,         dV=  üdx, 
ax 

und  hieraus  folgt 

1)  V=  Cudx. 

Die  Integrationsconstante  bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  fest- 
setzt, von  welchem  auf  der  a;-Achse  senkrechten  Schnitte  an  das  Vo- 
lumen gerechnet  werden  soll;  es  muss  nämlich  F  sich  annuUiren, 
wenn  für  x  die  Abscisse  des  Anfangsquerschnittes  genommen  wird. 
Als  Beispiele  mögen  die  Flächen  zweiten  Grades  dienen. 

o.    Das  Ellipsoid  hat  bekanntlich  die  Gleicl^ung 

©• + (i)' + (f)'=  ■> 
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der  Querschnitt  am  Ende  von  a?,  senkrecht  zur  o;- Achse  gelegt,  ist 

hier  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  —Va^  —  x^  und  — Va«  — «* 

a  a 

daher 


ü=  sr -^  (a»  —  a?2). 


hc 
a 
Nach  Nro.  1)  findet  sich 

wobei  es  keiner  Constante  bedarf,  wenn  das  Volumen  von  der  yjB?-Ebene 
an  gerechnet  wird,  d.  h.  für  x  =  0  verschwindet  Die  Formel  2) 
giebt  dann  das  Volumen  einer  Zone,  welche  in  der  Richtung  der  x 
die  Dicke  x  besitzt.  Für  x  =  a  wird  daraus  das  halbe  EUipsoid 
=  |ä  at c ;  das  Volumen  des  ganzen  Ellipsoides  ist  demnach  =  |3r  abc, 
d.  h.  gleich  dem  Volumen  einer  Kugel,  welche  das  geometrische  Mit- 
tel aus  den  Halbachsen  a,  h,  c  zum  Radius  hat 

b.    Das  einfache  Hyperboloid  drücken  wir  durch  die  Glei- 
chung 


(7)' + (I)'  -  (7)= • 


aus  und  suchen  das  Volumen  der  Zone  von  der  Höhe  jcr.     Der  Hori- 
zontalquerschnitt am  Ende  des  ß  ist  eine  Ellipse  aus  den  Halbachsen 

c 


—  V  c2  +  ^2  und  —  V  c2  4-  g^,  daher 


3)  r  =  «  ^  (c^e  +  le^y 


und  nach  Formel  1),  wenn  x  durch  jg  ersetzt  wird, 

ab 
7' 

Für  e  r=  c  ergiebt  sich,  dass  die  Zone  von  der  Höhe  e  das 
Volumen  |  %  abc  besitzt.  Construirt  man  überhaupt  aus  den  drei 
Halbachsen  a,  &,  c  einen  elliptischen  Kegel  K^  einen  elliptischen  Cylin- 
der  (7,  ein  Halbellipsoid  E  und  die  vorhin  erwähnte  hyperboloidische 
Zone  J7,  so  gilt  für  die  Volumina  dieser  Körper  die  Proportion 

JT  :  ^  :  0  :  J?  =  1  :  2  :  3  :  4 ; 

der  bekannte  Satz  des  Archimedes  repräsentirt  hiervon  den  specielleii 
Fall  a  =  5  =  c  mit  Weglassung  von  J3". 

c.    Das  getheilte  Hyperboloid  hat  zur  Gleichung 
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und  sein  Horizontalquerschnitt  in  der  Höhe  £?]><?  ist  eine  Ellipse 
mit  den  Halbachsen  -^  y^ZT^  und  —  Ye'^  —  c'^y  daher 


Yz=ntrL^(^z^  ^  c^z  -\.  Const). 


und  nach  Formel  1),  wenn  £?  für  a?  geschrieben  wird, 

ab 

Rechnen  wir  das  Volumen  vom  Scheitel  der  Fläche  aus,  so  muss 
7=0  werden  für  ^  =  c;  daraus  folgt  Const.  =  fc», 

und  nun  bedeutet  V  das  Volumen  einer  Eappe  von  der  Höhe  e  —  e. 
Für  0  =  2c  ergiebt  sich,  dass  die  Eappe  von  der  Höhe  c  das  Volu- 
men \näbc  besitzt. 

d.  Das  elliptische  Paraboloid  hat  zur  Gleichung 

a  0 

Bein  Horizontalquerschnitt  in  der  Höhe  e  ist  eine  Ellipse  mit  den 
Halbachsen  V  2az  und  V2hij  daher  ü  =z  2%Vah  .  is  und 

6)  V=nVah  .e'^  =  \Uz, 

wobei  es  keiner  Constante  bedarf,  wenn  unter  V  das  Volumen  einer 
Eappe  von  der  Höhe  z  verstanden  wird.  Dieses  Volumen  kommt 
der  Hälfte  des  umschriebenen  elliptischen  Cylinders  gleich;  hierin 
liegt  das  stereometrische  Seitenstück  zu  der  von  Archimedes  ge- 
gebenen Quadratur  der  Parabel. 

e.  Das  hyperbolische  Paraboloid  mag  durch  die  Gleichung 

* 4- =  2^ 

charakterisirt  werden;  sein  Querschnitt,  in  der  Entfernung  X  senk- 
recht zur  ar-Achse  gelegt,  ist  eine  Parabel,  von  welcher  die  ^y-Ebene 
ein  begrenztes  Stück  abschneidet.  Betrachten  wir  nur  das  über  der 
^^•Ebene  liegende  Volumen,  so  ist  17  jenes  Stück  und 


2     x^         \  /T 


mithin 

6)  Y—LXJ^x^  =  -ü». 


1 
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Das  oberhalb  der  ^^- Ebene  vom  Scheitel  bis  zum  Qaerschnitte 
XJ  reichende  Volumen  beträgt  hiemach  ein  Viertheil  des  umschriebe- 
nen parabolischen  Cylinders. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Formel  1)  in  dem  Falle,  wo  die 
Begrenzungsfläche  des  Volumens  durch  Umdrehung  einer  ebeneo 
Curve  um  die  a;-Achse  entstanden  ist.  Der  Querschnitt  TJ  bildet 
dann  einen  Ereis,  der  die  Ordinate  der  Curve  zum  Radius  hat,  und 
wenn  wir  diese  zur  Abscisse  x  gehörende  Ordinate  wie  gewöhnlich 
mit  y  bezeichnen,  so  haben  wir  ü  =z  Tcy^  und 


7)  V  =  Tcß 


y^dx. 

Im  Fall  der  Abscisse  x  zwei  Ordinaten  yi  und  ya  ^  y\  ent- 
sprechen, welche  entweder  zu  derselben  Curve  oder  zu  zwei  verBchie- 
denen  Curven  gehören  können,  so  beschreibt  bei  der  Umdrehung  die 
Strecke  y^  —  yi  einen  Kreisring,  dessen  Inhalt  17=  ^(jf^ — Vi) 
ist;  das  Volumen  des  ringförmigen  Rotationskörpers  bestimmt  sich 
dann  durch  die  Formel 

8)  F  =  %J(iil  -  yf)  dx. 

Als  Beispiel  diene  die  Cubatur  des  Körpers,  welcher  entsteht, 
wenn  ein  mit  dem  Radius  a  beschriebener  Kreis  um  eine  Gerade 
gedreht  wird,  deren  Entfernung  vom  Kreismittelpunkte  =  c  ist. 
Nehmen  wir  die  Drehungsachse  zur  o;- Achse  und  lassen  die  y- Achse 
durch  den  Kreismittelpunkt  gehen,  so  haben  wir  als  Gleichang  der 
rotirenden  Curve 

y  =  e±  Ya^  —  x'^ . 
Fig.  Gl.  Dabei  sind  die  Fälle  zu  unterscheiden,  ob 

die  Drehungsachse  ganz  ausserhalb  des  Kreises 
liegt  oder  ihn  schneidet,  d.  h.  ob  c  ^  a  oder  c 
<;  a  ist  Im  ersten  Falle  (Fig.  61)  sind  alle 
Querschnitte  Kreisringe  mit  den  Halbmessern 

2/2  =z=  c  +  V  d^—x^,  y^=c  —  Ya^  —  x^, 
mithin  ist  nach  Formel  8) 


fVi 


^  F=4jrc   /  Va^  —  x'^dx 

oder 

yr=27tc  ixVa'^  —  x^  +  ä^arcsin^\' 

Einer  Constanten  bedarf  es  nicht,  wenn  man  das  Volumen  von 


Fig.  62. 
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ar  r=:  0  ab  rechnet.     Für  x  =  a  ergiebt  sich  der  Inhalt  des  halben 
KingeB  =  TC^a^c,  mithin  als  Inhalt  des  ganzen  Ringes 
9)  B  =  27T.^a'^c. 

Im  zweiten  Falle,  den  Fig.  62  zeigt, 
sind  die  Querschnitte  theils  Vollkreise  theils 
Kreisringe,  je  nachdem  x  weniger  oder 
mehr  als  OD  beträgt;  der  ganze  Rotations- 
körper besteht  daher  aus  zwei  Theilen,  wel- 
che einzeln  zu  berechnen  sind.  Für  den 
ersten  Theil  ist 

mithin  nach  Formel  7) 

V=7C  f(a^  +  c2  — ic2  +  2cya^'-x^)dx 

oder   durch  Ausführung  der  Integration  und  Zusatz  der  Bedingung, 
dass   V  und  x  gleichzeitig  verschwinden  müssen, 

V  =  ijr  (a«  +  c'^)x  —  \x^  +  cxV a^  —  x^  +  a^carcsin  — j  • 

Hieraus  ergiebt  sich  das  Volumen  der  von  der  Fläche  BOJDE  be- 
schriebenen Zone  Z,  wenn  man  für  x  seinen  grössten  Werth 

OB  =  V  «2  —  c» 
setzt;  nach  gehöriger  Zusammenziehung  findet  man 

(a(2a2  +  7c2)Va2  — c2    ,      ^  .    Va2  — c*^ 


da 


a 


Um  zweitens  das  vom  Segmente  BEÄD  beschriebene  Volumen 
zu  ermitteln,  haben  wir  in  Formel  8) 


Vi 


=  c  +  Va2  — 


X' 


zu  nehmen,  wodurch 

V  =  27Cc\x'Va^  —  x^  +  a^ aresin  —  -f  Const.j 

wird,  und  die  Constante  so  zu  bestimmen,  dass  V  verschwindet,  wenn 
X  seinen  kleinsten  Werth  OB  =^  Y  a^  —  c^  erhält;  dies  giebt 

.    ya2  — c« 


0  =  2;r-(?   cVa2  — c2  +  a^ 


arcstn 


a 


-j-  Const. 


und  durch  Subtraction  von  der  vorigen  Gleichung 
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+  27ca^c\arcsin arcstn /• 

\  a  a       ^ 

Für  x  =  a  erhält  man  das  vom  Segmente  DE  AD  bescliriebene 
Volumen 

2c2y  a2  —  c«  +  a^c arcstn  -^^ 

Das  Doppelte  von  Z  +  ^1  giebt  den  Inhalt  des  ganzen  Wul- 
stes; führt  man  noch  den  Winkel  ÖGD  =  y  ein,  indem  man 

setzt,  so  findet  man 

10)  W=27i:a^c('n;—y)  +  l7ta(2a^ +  c^)siny. 

In  dem  noch  übrigen  Falle,  wo  die  Drehungsachse  den  Kreis 
berührt,  mithin  c  =  a  ist,  liefern  die  Formeln  9)  und  10)  denselben 
Werth,  nämlich  2  ^2^3. 

Allgemein  betrachtet  verlangt  die  Cubatur  eines  begrenzten  Vo- 
lumens zwei  Integrationen,  deren  erste  den  Querschnitt  U,  und  deren 
zweite  den  Inhalt  V  bestimmt.  Diese  Bemerkung  lässt  sich  auch  in 
die  Sprache  der  Analysis  übertragen  und  demgemäss  V  unter  der 
Form  eines  Doppelintegrales  darstellen,  doch  versparen  wir  das 
Nähere  hierüber  bis  dahin,  wo  von  den  mehrfachen  bestimmten  Inte- 
gralen und  deren  geometrischen  Anwendungen  die  Rede  sein  wird. 


§.  87. 
Die  Complanation  von  Cylinderfläohen« 

In  Fig.  63  sei  OL  =  x,  LM  =  y,  LN  =  MP  =  £f ,  femer 
y  =  (p(x)  die  Gleichung  der  Leitlinie  BM  eines  vertical  stehenden 
Cylinders,  und  £r  =  ^(o;)  die  Gleichung  der  Directrix  eines  horizon- 
tal und  parallel  zur  y- Achse  liegenden  Cylinders;  beide  Cylinder 
schneiden  sich  in  der  doppelt  gekrümmten  Linie  DP,  und  wenn  man 
sich  ausser  der  beweglichen  Ebene  LMN  noch  eine  dazu  parallele 
feste  Ebene  ABC  denkt,  so  entsteht  auf  dem  horizontalen  Cylinder 
eine  begrenzte  Fläche  CDPN^  deren  Inhalt  S  ermittelt  werden  soll 

Zu  diesem  Zwecke  ertheilen  wir  der  Abscisse  x  den  Zuwachs 
LIji  =  dx\  die  Fläche  S  nimmt  dann  um  den  Streifen  JO^Pi-P 
=  c?iS  zu,  und  je  kleiner  XXi  ist,  um  so  genauer  kommt  dieser  Strei- 
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fen  einem  Rechtecke  gleich,  von  welchem  NP  =  iJLT  =  t/  die  eine 
Seite,  und  die  Bogenzunahme  NNi  die  andere  Seite  darstellt.  Hier- 
nach ist,  -wenn  arc  CN  mit  8  bezeichnet  wird, 

dS  =  yds  =  yVdx^  +  d/s^  =  yVT+7^dx, 
mithin  durch  Integration 


1) 


8  =  JyVT+^dx. 


Fig.  63. 


Für  p  und  •  sind  ihre  aus  den  Gleichungen  der  Curven  BM 

und  Oilf  gezogenen  Wer- 
the  q)(x)  und  p\x)  ein- 
zusetzen ;    die    Integra- 
tionsconstante  bestimmt 
sich    durch    die  Bedin- 
gung ,  dass  S  =  0  wer- 
den muss,  wenn  x  den 
Anfangswerth  OÄ  erhält, 
a.    Kreisförmiges 
Klostergewölbe.    Die 
halbe  Spannweite  des  Ge- 
wölbes sei  OÄ  =  a(Fig. 
64),  der  Pfeil  OG  =  h, 
AB  =^  h,  Tmd  c  der  Radius  der  kreisförmigen  Wölbungscurve  GNÄ\ 
ißt  ferner  in  Fig.  65  0'  der  Mittelpunkt  des  Bogens  ÄNC,   O'C 
=  &,   OO'  =  ly  so  gelten  folgende  Gleichungen: 


Fig.  64. 


Fig.  65. 


0 


'     X 

/  \ 


N' 


h 

a 


^^yc^^ix+ky-h 


VT+7^  =  T> 


V^-(x  +  ky 


Bcblömiloh,  Analysii.   I. 


26 
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arcCN=  s  =  fVl  +  T^dx  =  f-==2M=^ , 

und  nach  Formel  1),  wenn  die  Fläche  CNP  =  S  gesetzt  wird, 

dx 


o hc    r  xd, 


[x  +  k)^ 
Das  letzte  Integral  lässt  sich  auf  die  Form  bringen 

ffl  '   J  Vc»  — (a;+Ä)«  J  Vc»  — (a 


und  daraus  folgt 

S=  — |—  cVc«  — (a?  +  Ä;)2  —  Äs  H    Cönsf.| 

Für  aj  =  0  wird  iS  =  0  und  s  =  0,  mithin 

0  =— |—  cVc^  —  k^  +  Const.  I 
und  durch  Elimination  der  Constante 

iS=-^rcjyc»  — Ä;3  -~  Vc«  — (j?  +  Ä;)2J  —  Äsl- 

Da  es  hauptsächlich  auf  die  ganze  Fläche  ÄBG=F  ankommt 
so  nehmen  wir  o?  =  a  und  beachten,  dass 

ist  und  dass  gleichzeitig  s  in  den  Bogen  CA  übergeht,  dessen  Gen- 
triwinkel  ÄO'C  mit  y  bezeichnet  werden  möge;  dies  giebt 

2)  F=^(h-hr). 

Für  Stichbögen  wird  die  Formel  einfacher,  weil  dann  X;  =  0  ist 
b.    Elliptisches  Klostergewölbe.     Besteht  die  Wölbungs- 

curve  aus  einem  Ellipsenquadranten  mit  den  Halbachsen  OÄ=(i, 

OG  =  c,  so  ist 

h  e  T  / 

a  a 

Im  Falle  a  ^  c,  d.  h.  wenn  das  Gewölbe  ein  gedrücktes  ist, 
ergiebt  sich 


die  Substitution  a>  —  x*  =  a*  w^  verwandelt  das  vorstehende  Int«- 
gral  in  folgendes: 
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g  =  —  al)  fVl  —  s^  +  B^u^du, 

dessen  Entwickelung  sehr  leicht  ist.  Bestimmt  man  die  Constante 
so,  dasB  jS  für  a?  =  0  verschwindet  und  setzt  nachher  aj  =  a,  so 
erhält  man  für  die  ganze  Fläche  ÄBG 


3) 


F=lal]l  + 


«» 


l 


m\  • » 


>€. 


Im   Falle  a  <  c»  d.  h.  wenn  das  Gewölbe  ein  überhöhtes  ist, 
ergiebt  sich 

Dieses  Integral  kann  ebenso  wie  das  vorige  behandelt  werden, 
wodurch  man  erhält 


4) 


1    -i-  >L2  ) 

F  =lah]l-] ~ —  arctanl  ( 


a  <;  c. 


c.    Kreuzgewölbe  bestehen   aus    den  Stücken,  welche  übrig 
bleiben,  wenn  die  Flächen  der  Klostergewölbe  von  den  Flächen  voU- 


Fig.  66. 


ständiger  Tonnengewölbe  abge- 
zogen werden;  ist  z.  B.  in  Fig. 
66  -4jBC  ein  Theil  eines  Kloster- 
gewölbes und  AB  DO  ein  Ton- 
nengewölbe, so  bildet  der  Rest 
BCD  ein  Stück  von  einem  Kreuz- 
gewölbe, dessen  übrige  Stücke 
diesem  entweder  congruent  oder 
auf  ähnliche  Weise  entstanden 
sind.  Mit  Hülfe  der  Bezeichnun- 
gen ABC  =  F,  BGB  =  JP+,  arcÄG  =  arcBD  =  8  ergiebt  sich 
5)  J^+  =  jjs  —  F, 

wo  F  einen  der  früher  angegebenen  Werthe  hat 


§.  88. 

Die  Complanation  der  Umdrehungsflächen, 

Eine  in  der  Ebene  xe  liegende  Curve  GN  (Fig.  67  a.  f.  S.),  deren 

GleicHong  g  =  il;(x)  heissen  möge,  werde  um  die  o;- Achse  gedreht 

und    die  entstandene  Rotationsfläche  von  einem  veii^icalen  Cjlinder 

26* 
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geschnitten,  dessen  Leitlinie  BM  durch    die  Gleichung  y  =  qp(j) 
bestimmt  ist;  der  feste  Parallelkreis  CD,  der  bewegliche  Parallelkreis 


Fig.  67. 


NP,  die  Curve  CN  und 
der  Durchschnitt  BP  be- 
grenzen ein  Flächenstück 
GDPNy  von  welchem 
wir  den  Inhalt  8  auf- 
suchen wollen. 

Wenn  OL  =  OJ  um 
LLi  =  dx  zunimmt,  so 
wächst  iSi  um  den  Strei- 
fen NPPiNi  =  dS, 
welcher  dem  Rechtecke 
aus  den  Seiten  NP  und 
NNi  desto  näher  kommt,  je  kleiner  NNi  genommen  wird.     Nun  ist 

smNLP  =  cosMLP  =  -r— r  =  -=-^7=-  =  —  , 

LP         LN         e 

mithin 

Z^NLP  =r  aresin  —• 

z 

und,  da  NP  ein  mit  dem  Halbmesser  z  beschriebener  Kreisbogen  \&i, 

arc  NP  =  z  aresin  —  • 

z 

Für  die  andere  Seite  des  erwähnten  Rechtecks  hat  man 
arcNNi  =  ds  =  VT+V^  dx, 


mithin 


dS  =  z  aresin  -^  •  V  l+z'^  dx 

z 


Fig.  68. 


und  durch  Integration 

1)  8  =r zVT+^ aresin  ^ dl. 

Die  Werthe  von  y  und  z  sind 
aus  den  Gleichungen  der  gegebenen 
Curven  zu  nehmen,  und  dielntegra- 
tionsconstante  muss  so  bestimmt  wer- 
den, dass  8  =  0  wird  für  x  =  OÄ. 

Als  Beispiel  diene  die  Compla- 
nation eines  Eugel  gewölb  es  (Fig. 
68).  Die  Curve  BM  ist  hier  eine 
Gerade  parallel  zur  o^Achse,  die  ro- 
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tirende  Corvo  ein  Kreis,  in  deesen  Mittelpunkt  wir  den  Coordinaten- 
anfang  legen;  für  OB  =  5,  OD  =  c  sind  demnach  die  gegebenen 
Gleichungen 

0 

mithin  nach  Formel  1),  wenn  S  die  Fläche  JDFFN  bedeutet, 

S  ==  c  /  aresin -7-7=  d 

Bei  theil weiser  Integration  wird 

S  =  ex  arcstn     .  ■.  —  hc  1 ;  r 

y^t^Txi  J  (c-2  — a?2)  Vc«  — &2— «2 

=  cxarcsin  ^.  —  hc r—l    77== 

oder,  wenn  man  wieder  eine  Integration  ausführt, 
8  =  cx  arcstn  ,^  ■  +  oc arcstn 


X» 


r  dx 

Setzt  man  in  dem  noch  übrigen  Integrale  x  =  V  c^  —  b^  sinu^ 


80  wird 


r dx r        du 

J    (c2 /p2)  y"(j2 52 a;2  c/    C^CÖS^l*   +   ft^S^Vw 

l         ,      /6  .        \  1         .  hx 

=  ■; —  arctan 


\  —  <an««  )  =  -r—  arctan 
\c  /         6c 


&c  \c  y        Ic  cVc«  — d2_a;j 

und  daher  ist  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung 

ß  X 

S  =  cxarcsin  , .     ■  +  hc  aresin 


^  c^  ardan    ^^ , 

CVC2  — &2_^2 

wobei  es  keiner  Integrationsconstante  bedarf,  weil  8  und  x  gleich- 
zeitig^ verschwinden  sollen.  Geben  wir  dem  x  einen  grössten  Werth 
OA,  =  a  und  bezeichnen  die  Fläche  DEGF  mit  F^  so  wird 

6  a 

F  =  ae  aresin  ■  .  =  +  he  aresin 


Vc^  —  a^  Vcä — 5« 

a5 


c^  arctan 


cVc^  —  a^'-b^' 
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Diese  Formel  gewinnt  an  Eleganz  dnrcb  die  Bemerkung,  dass 

.  ah  ,    /        h  (^        \ 

arctan  =  arcstn  ( ^  .  •  ,>  i 

cVc«— a2  — 52  W  c»  —  a«     Vc»  — bV 

ist,  und  man  kann  daher  schreiben 
2)  F=  c(aa  +  hß  —  cy), 

wobei  die  Bögen  a,  /S,  y  durch  die  Gleichungen 

8m)^  =  9ina  sinß 
bestimmt  sind. 

Die  allgemeine  Formel  1)  vereinfacht  sich  wesentlich  in  dem 
Falle,  wo  es  auf  den  zwischen  den  positiven  Theilen  der  Coordina- 
tenebenen  enthaltenen  Octanten  der  Rotationsfläche  ankommt,  wo 
mithin  die  Curven  BM  und  CN  congruent  sind.  Für  y  =  e  wird 
nämlich 

8  =  l7cfyVr+^dx, 

demnach  ist  die  Oberfläche  einer  durch  vollständige  Umdrehung  ent- 
standenen Zone 

4)  Z=2jc  ryVTTV^äx. 

Als  Beispiel  diene  das  abgeplattete  Ellipsoid,  dessen  Meri- 
dian zur  Gleichung  hat 

y  =  ^Vh^--xK 
0 

Setzt  man  zur  Abkürzung 
so  erhält  man  zunächst 

^=«  j  rvw+u^dx 

und  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Integration 

Rechnet  man  die  Zone  von  der  Aequatorebene  an,    so  muss  Z  =  0 
werden,  wenn  x  =  0;  dies  giebt 
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Für  X  =  h  erhält  man  die  Oberfläche  des  halben  abgeplatteten 
EUipsoides;  die  gesammte  Oberfläche  ist 

5)  iß===2ÄabjVTfl2  4.  Iz^A+Vl+Asjj. 

Wenn  die  rotirende  Curve  so  beschaffen  ist,  dass  der  Abscisse  x 
zwei  verschiedene  y,  etwa  pi  und  ^2  entsprechen,  so  entstehen  zwei 
Fig.  69.  Umdrehungsflächen,  deren  Grössen  einzeln  be- 

stimmt werden  müssen.    Wie  man  diese  Bemer- 
kung anzuwenden  hat,  mag  folgendes  Beispiel 

^X  zeigen. 

\  Die  rotirende  Curve  sei  ein  mit  dem  üalbmesr 

')  ser  ^C  =  a   beschriebener  Kreis  (Figur  69), 

y  dessen  Mittelpunkt  um  CO  =  c  von  der  Dre- 

"^^  hungsachse  entfernt  liegt.     Im  Falle  c  ^  a  ist 

X  für  ftllö  Punkte  des  Quadranten  AB: 


Z,  =  27tf(c+Va^--x^)  y— 


=:dX 
«2 


=  23r  \ac aresin h  ^ta?  | , 

wobei  es  keiner  willkührlichen  Constanten  bedarf;  f ür  «  =  a  erhält 
man  die  vom  Quadranten  AB  beschriebene  Fläche 

B2  =  27ca{l7cc  +  a). 
Die  Punkte  auf  dem  Quadranten  AD  bestimmen  sich  durch  die 

Gleichung  

yi  =  c  —  V  a«  —  a;2 

und  daraus  findet  man  für  die  von  jenem  Quadranten  beschriebene 

Flache 

El  =  2na(\7ic  —  a). 

Das  Doppelte  von  Ei  +  Bx  giebt  die  Gesammtoberfläche  des 
entstandenen  Ringes,  nämlich 
^\  B  =  4:X^ao. 

Im  Falle  C  <  0  (Fig.  70  a.  f.  S.)  besteht  die  Oberfläehe,  welche 
der  Kreisbogen  BEAB  beschreibt,  aus  den  drei  von  BE,  EA  und 
AD  erzeugten  Flächen.  Um  die  erste  zu  erhalten  geben  wir  in  der 
Formel 

2J|  =  27ta\carcsin 1-  xi 
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dem  X  seinen  grössten  Werth  OD  =  V  a^  —  c^ .  woraus  folgt 

c  aresin 4"  V  »^  — C^l' 

Fig.  70.  Für  alle  Punkte  des  zweiten  Bogena 

EÄ  ist 

y  =  c  +  Va^^x\ 
mithin 

Z=2nJ{c  +  Va'^-x^)   y^^ 

=  27Ca\carcsin \-  x  +  Consl.l 

wobei  die  Constante  so  bestimmt  werden 
muBS,   dass  Z  =  0  wird,  wenn  x  seinen 
kleinsten  Werth  OJD  erhält     Dies  giebt 

z  =  27calcarcstn carcstn \-  x  —  V  a^  —  c'i 

und  für  X  =  a  erhält  man   für   die  vom  Bogen  EA  beschriebene 
Fläche 


=rdX 


Zi  =  2%a\\7tc  +  a  —  V a'^  —  c«  --  c 


arc&xn  ~ 


a 

Endlich  werden  alle  Punkte  auf  AJ>  durch  die  Gleichung 

y=zc  —  Vo2— ^2 
bestimmt,  mithin  ist  hier 

Z—2n  /  (c  —  VaäZT^)      .    ^        qfa? 

=  2%a\c aresin o:  -{-  Cons^.  { ; 

giebt  man  der  Constanten  einen  solchen  Werth,  dass  Z  verschwindet 
für  X  =  OD  und  nimmt  dann  x  =  a^  so  erhält  man  für  die  vom 
Bogen  AD  beschriebene  Fläche 

carcstn 


Zq  =  2ÄaUjrc  —  a  +  Va'-*—  c« 


a 

Die  Oberfläche  des  ganzen  Wulstes  ist  das  Doppelte  von  Zo-\-li 
-4-  Z2 ;  durch  Einführung  des  Winkels  0  GD  =  y  wird  hieraus 

7)  17=  4:na{e(it'—y)  -f  asiny}. 
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Im  letzten  Falle  c  =  a^  y  =  0  ^efem  die  Formeln  6)  nnd  7) 
denselben  Werth  49c'a'. 

Wenn  die  Fläche,  deren  Complanation  verlangt  wird,  weder  eine 
cylindrische  noch  durch  Umdrehung  entstanden  ist,  so  führt  das 
Problem  auf  Doppelintegrale,  deren  Behandlung  einem  späteren  Car 
pitel  vorbehalten  bleibt. 


Cap.  XV. 

Die   einfachen  bestimmten  Integrale. 

§.  89. 
Definitionen  und  Wertlxbestimmungen. 

Wir  knüpfen  an  die  Betrachtungen  des  §.  64  wieder  an,  denen 
zufolge  unter  dem  Symbole 

6 


/ 


f{x)  dx  ' 


der  Grenzwerth  verstanden  wird,  gegen  welchen  die  Summe 

+/(«+  *1  +*2H t-*ii-l)'« 

convergirt,  wenn  die  Grössen  ^1,^2,...  d,  der  Null  näher  und 
näher  kommen,  während  sie  immer  der  Bedingung  di  -{-  5-2  +  ^«  + 
•  •  •  +  ^n  =  ^  —  ö  genügen  müssen.  Zugleich  erinnern  wir  an 
die  geometrische  Bedeutung  dieser  Definition  für  den  Fall,  dass  x 
als  Abscisse  und  y  =  f(x)  als  zugehörige  Ordinate  einer  Curve  an- 
gesehen wird;  es  ist  nämlich  das  obige  bestimmte  Integral  gleich  der 
Fläche,  welche  die  Strecke  h  —  a  der  Abscissenachse  zur  Basis  hat, 
seitwärts  durch  die  Ordinaten  f(a) ,  f(b)  und  oberhalb  durch  die  ge- 
nannte Curve  begrenzt  wird  (Fläche  AB  DG  a,ui  S.  307).  Später 
ergab  sich,  dass  das  bestimmte  Integral  auch  als  Differenas  zweier 
Specialwerthe  des  unbestimmten  Integrales 

2)  ff(x)äx  =  F(x)  +  Gonst. 
betrachtet  werden  konnte,  und  es  war 

3)  ff{x)dx  =  FQ>)  —  F(a), 


Cap.  XV.  §.  89.    Definitionen  und  Werthbestimmungen.    411 

unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Function  f{x)  innerhalb  des  Inter- 
valles  von  a;  =  a  bis  a?  =  6  keine  Unterbrechung  der  Continuität 
erleidet.  —  "Welche  von  diesen  2Wei  Definitionen  des  bestimmten 
Integrales  man  als  die  primäre  wählen  will,  ist  an  sich  gleichgültig; 
wir  entscheiden  uns  für  die  erste ,  weil  sie  in  gewisser  Rücksicht  die 
allgemeinere  ist.  Die  zweite  Definition  setzt  nämlich  voraus,  dass 
man  das  unbestimmte  Integral  von  f(x)  dx  bereits  kenne,  und  hierin 
liegt  wiederum  die  Voraussetzung,  dass  die  Natur  der  Function 
f{x)  bekannt  sei;  eine  solche  Beschränkung  findet  bei  der  ersten  De- 
finition nicht  statt,  es  reicht  bei  ihr  hin,  wenn  das  jedem  x  von  x  = 
a  bis  fl?  =  5  entsprechende  y  angebbar  ist,  gleichgültig,  wo  man  es 
herbekommen  hat.  Wer  z.  B.  mit  dem  Bleistift  einen  beliebigen 
regellosen  (nur  wenigstens  zusammenhängenden)  Zug  auf  das  Papier 
wirft,  weiss  nach  der  ersten  Definition  recht  gut  die  Bedeutung  des 
bestimmten  Integrales,  da  mit  dem  Zuge  selbst  eine  Fläche  entstän- 
den ist,  er  kann  den  "Werth  desselben  nach  %.  QQ  oder  auf  mecha- 
nische Weise  (mittelst  eines  sogenannten  Planimeters)  sehr  genau  fin- 
den, während  dies  nach  der  zweiten  Definition  erst  dann  geschehen 
könnte,  wenn  die,  vielleicht  gar  nicht  angebbare  Gleichung  der  ent- 
standenen Curve  bekannt  wäre. 

In  allen  Fällen ,  wo  sich  der  "Werth  des  unbestimmten  Integra- 
les /  /(o?)  dx  entwickeln  lässt,  ist  es  natürlich  das  Einfachste,  das  be- 
stimmte Integral  aus  dem  unbestimmten  herzuleiten.  Wir  geben 
hierzu  einige  Beispiele. 

Mittelst  der  Fundamentalformel  6)  in  §.65   erhält  man  sehr 

leicht 

a 
•\  r      dx        JT 

J  «3  +  a;2  ~  Ta' 


OD 


dx  % 


+  0?»        2a' 


*)  £s  bedarf  wohl   kaum   der  Bemerkung,   dass  unter  einem  Inte- 
grale von  der  Form 


0» 


JfioS)  dx 

a 

der  Grenzwerth  zu  verstehen  ist,  welchem  sich  das  Integral 

b 

ff{x)dx 

a 

bei  unendlich  wachsenden  b  nähert. 
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die  Formel  10)  §.  65  liefert 

/dx  n 

0 

Aus  der  Beductionsformel  8)  in  §.  73  ergiebt  sich  für  a  :=  li 
6  =  —  1,  n  ==  1 

r^«-i(i  — ■  xydx 

fl;wi— 1(1  —  a;)*  +  i        m 


s  4-  w* 

führt  man  die  Grenzen  o;  =  1,  o;  =  0  ein  und  setzt  voraus,  dAss 

m  —  1  und  s  +  1  positiv  sind,  so  erhält  man  einfacher 
1  1 

0  0 

Bei   ganzen  positiven  m  lässt  sich  diese  Formel  (m  —  l)mal  nach 

einander  anwenden;  dies  giebt 

1 


/ 


0 

1 
m  •— .  1       m  —  2  2 


8  +  2  J  ^  ^ 


8  ■\-  m  s  -V-  m  —  1       S-4-3S  + 

0 

Der  Werth  des  noch  übrigen  Integrals  ist,  unbestimmt  genommen, 

= \—'  (1  —  «)•  +  1  +  Gonst, 

s  +  1 

daraus  folgt,  weil  S  -f-  1  als  positiv  vorausgesetzt  wurde, 

1 

(1  —  a?)Ma?  = 


/< 


0 

Substituirt  man  dies  und  nimmt  s  -|~  1  =  ^f  so  gelangt  man  zn 

dem  Resultate 
1 

.V       r   m      1  /^  ^«     1  ^  1    .   2   .   3   .   .   .   (M   --    1) 

4)    /  a?«~i(l  —  xy-^dx  =  — — r— -r j^. ^-r,  a>0. 

^  J  ^  a(a  +  1)  .  .  .  (a  +  wt  —  1) 

Aus   der  vorhin  benutzten  Beductionsformel  erhält  man  femer 
fara=l,  6  =  —  1,  n  =  2,  8  =  —  | 

aj«»~i  dx 


f_ 

'\  --  x^        w  —  2     r  oH^-^dx 
—  1         """m—  lypT^P' 


Vi  —  aj2 
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Schreibt  man  n»  für  m  —  1   und  führt  die  Grenzen  a;  =  1   und 
X  =  0  ein,  so  wird  einfacher 


/x^dx     m  —  1   r  x^ 
Vi  —  ic»  ~    "»w     J  YT 


-  a?2 
ö  '0     • 

Dnrch  mehrmalige  Anwendung  dieser  Formel  kommt  man,  je  nach- 
dem m  gerade  oder  ungerade  ist,  auf  einßs  der  beiden  Integrale 

/dx        ET     ^^^       1 

0  0 

und  damit  gelangt  man  zu  folgenden  Ergebnissen 

'^        J  Tnr^  =     2.4.6.  ...»>     2-'  ("^  ^''^^'^' 


0 

1 


r    TS^dx  2  .  4  .  6  .  .  .  (w  —  1)   , 

"^  JVT^^^^       3.5. 7. ...m     '  ("»  ^g^»^^^^)- 

0 

Wir  machen  ferner  Gebrauch  von  der  Reductionsformel 

/  a!^€~^'  dx  = 1"  ""  /  ^"•"*^^~*'^^ 

und  führen  die  Grenzen  x  =  co  und  x  =  0  ein.  Unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  m  und  a  positive  Grössen  sind,  verschwindet  das 
Product  aj"»c~«*  sowohl  f ür  ic  =  «>  als  für  a?  =  0,  und  daher  wird 

Tf^er^'dx  =  —  J  o^^^e-^'dx. 

0  0 

Bei  ganzen  positiven  fn  führt  die  wiederholte  Anwendung  dieser 
Formel  auf  das  Integral 

ß-«*c2aj==— ,  a>0 

0 

ond  daher  wird 

00 

o\                    /                 -.          1.2.3...WI       ^^ 
8)  Ja^€r^'dx  = ^^qpi ,  a>0. 

0 

Die  Fundamentalformel  8)  in  §.65  liefert  durch  Einfuhrung  der 
Grenzen  u  ^=  \  7t  und  u  =  0 


4» 


J  a^cos^u 


du  n 


+  ^'^sWu        2ccß 
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Endlicli  benutzen  wir  noch  die  beiden  Formeln 

/*r«       a     1  acosßu  —  ßsinßu      „^    ,    ^ 


/ 


a*  +  p2 


und  nehmen  erst  u  =  cd  dann  w  =  0.  Unter  der  Voranssctztmg, 
dass  et  eine  positive  die  NiQl  übersteigende  Grösse  ist,  yerscbwinden 
die  Producte  c^^cosßu  und  e'~^^sinßu  für  w=  od,  und  ea 
bleibt 

10)  J e-«^cosßudu  =  ^^  ^       ,  a>0, 

11)  /^'"''^'r^ß'^^'^'^'i^rArß^^  ">^- 


§.90. 
Fandamentaleigensobaften  bestimmter  Integrale. 

I.    Behält  die  Function  f(x)  innerhalb   des  Intervalles  X  =  a 
bis  o;  =  &  dasselbe   Vorzeichen,    so  kommt  letzteres  den   Grössen 

/(<*)» /(^  +  ^i)i  •  •  '/(öf  +  ^1  +  •  •  +  ^n— i)  gemeinschaftlich  zu 
und  ebenso  dem  Integrale  zwischen  jenen  Grenzen.  Geometrisch 
heisst  dies ,  eine  Gurve  mit  durchaus  positiven  oder  durchaus  nega- 
tiven Ordinaten  besitzt  eine  positive  resp.  negative  Fläche. 

Wendet  man  die  Definition  des  bestimmten  Integrales  auf  einen 
Ausdruck  von  der  Form 

f(x)  =  Ag>(x)  +  Btl^ix) 

an ,    so   entsteht  ein  Aggregat  von  zwei  Summen ,  welches  sich  zu 
einer  einfachen  Summe  zusammenziehen  lässt;  man  erhält  nämlich 
b  b  b 

1)      fiA  q>{x)  4-  Bil}{x)}  dx  =  Ä  Cq>{x)dx  +  B  ftl>{x)dx. 

a  a  a 

Zu  demselben  Besultate  führt  die  Gleichung  3)  des  vorigen  Para- 
graphen, wenn 

j^>{x)dx  =  *(a?)  +  Ci,    jil>{x)dx  —  V(x)  +  C^ 

gesetzt  wird. 
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Aus  den  beiden  vorigen  Bemerkungen  zusammen  folgt  ein 
hanfig  gebrauchter  Satz.  Nehmen  wir  an,  in  dem  bestimmten 
Integrale 

b 

f(x)da 


ß 


sei  f(x)  ein  Product  zweier  stetigen  Functionen  (p(x)  und  tl;(x\ 
deren  erste  innerhalb  des  Intervalles  a  bis  b  für  iC  =  a  ihren  grössten 
nnd  für  x=ß  ihren  kleinsten Werth  erhalten  möge,  so  ist  für  jenes 
Intervall  g>(a)  —  q)(x)  positiv,  q)(ß)  —  q)(x)  negativ,  ferner,  wenn 
ilf{x)  von  a  bis  h  positiv  bleibt,  auch  [(p(a)  —  q>(xy]ilf(x)  positiv, 
dagegen  lg)(ß)  —  9>(!^y]'^(p'0  negativ.     Nach  dem  Obigen  ist  nun 

h  b 

I  [yW — q>(xy]if(x)dx^oBitiY'j  j  [9>(/3)  —  ^>{x)'\ii>{x)dx  negativ; 

a  a 

durch  Integration  der  einzelnen  Theile  giebt  dies 

b  b  b 

2)        9(a)  I  ^(x)dx  >  f  (p(x)^(x)dx>(p(ß)  I  ^(x)dx. 

a  a  a 

Will  man  aus   dieser  Ungleichimg  eine  Gleichung  bilden,  so 
lasse  man  in  dem  Ausdrucke 

b 

V(S)jH^)dx 

a 

die  willkührliche  Grösse  |  das  Intervall  a  bis  t  durchlaufen  und  be- 
achte, dass  derselbe  einmal  kleiner  und  einmal  grösser  als  das  In- 
tegral 

b 

q){x)il>{x)dx 


/' 


wird;  wegen  der  Stetigkeit  von  9>(D  muss  es  daher  einen  zwischen 

a  und  "b  liegenden  Werth  von  |  geben,  für  welchen  beide  Ausdrücke 

gleich  werden.     Diesen  Werth  von  |  können  wir  mit  a  +  d'(h  —  d) 

bezeichnen,  wo  d"  ein  positiver  echter  Bruch  ist;  wir  haben  daher 

die  Gleichung 

b  i 

3)  /  q>(x)if(x)dx  =  (p[a  +  ^(6  —  a)]  j ^{x)dx. 

a  a 

ond  zwar  unter  der  Determination,  dass  (p{x)  stetig  und  '^{x)  stetig 
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und  zugleich  positiv  bleibt  von  x  =  a  hia  x  =  h.     Beispielsweise 
ist  nach  diesem  Satze 


h 


sin^mx  ,  1         {h        sin2mh 

dx  = 


•» 


m  m 

0 

woraus  u.  A.  folgt,  dass  der  Werth  des  Integrales  für  unendlicli 
wachsende  m  gegen  die  Grenze  \  h  convergirt,  was  man  auf  anderem 
Wege  nicht  so  leicht  finden  würde. 

Nimmt  man  einfach  ^(o;)  =  1,  so  wird  aus  Nro.  3) 
h 

4)  /  (p(x)dx  =  (5  —  a)(pla  +  ^(b  —  a)]; 

a 

die  geometrische  Deutung  hiervon  ist  sehr  einfach  (vergl.  §.  8,  Nr.  2). 
II.  Betrachten  wir  nun  die  Yeränderungen,  welche  im  bestimm- 
ten Integrale  entstehen,  wenn  das  Integrationsintervall  zu-  oder  ab- 
nimmt. Aus  der  ursprünglichen  Definition  des  bestimmten  Integra- 
les folgt  die  nachstehende  auch  geometrisch  leicht  zu  erklärende 
Gleichung : 

h  e  e 

5)  ff{x)dx  +f/(x)dx  =ff{x)dx 

a  b  a 

und  umgekehrt 

e  e  h 

f/(x)dx  —  f/(x)dx  =rf(x)dx. 

a  b  a 

Setzt  man  in  Nro.  5)  c  =  a  und  berücksichtigt,  dass  jederzeit 


a 


ß 


f{x)dx  =  0 

a 

sein  muss,  so  folgt  noch 

b  a 

6)  ff(x)  dxz=:  —  J/ix)  dx, 

a  b 

und  es  würde  sehr  leicht  sein,  diese  Eigenschaften  mittelst  der  Glei- 
chung 3)  in  §.  89  zu  verifiziren. 

Yon  besonderem  Nutzen  ist  oft  folgende  Bemerkung.     Nach 
Nro.  5)  hat  man 

Jf(x)dx  =Jf{x)dx  +Jf(x)dX', 


bestimmter  Integrale.  417 

entwickelt  man  die  Integrale  der  rechten  Seite,  indem  man  der  Ein- 
fachheit wegen  8i  =  d^  •  •  •  =  ^n  =  $  setzt,  so  ist  in  jedem  Falle 

i  =  —  und  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung   bildet   den 
ft 

Grenzwerth  von: 
f{li-Y)8  +f(ii^y+8)8  +/öt-y +  2«)«  + 


•    •    • 


+/ö»  +  y)«  +/öt  +  y-«)«  +/(f»  +  y-2«)a  -i- 


•  •  •  •    •  • 


+  /({t  +  Y-n-lS)S, 

wobei  die  dem  zweiten  Integrale  entsprechende  Reihe  die  umgekehrte 

Anordnung  erhalten  hat.     Ist  nun  für  jedes  | 

7)    ^  /(/i-.Ö=/(;i  +  ö, 

80  wird  die  zweite  Reihe  der  ersten  gleich  und  es  folgt  daraus : 


8) 


Jf{x)dx  =  2jf(x)d 


X. 


Ist  dagegen 

9)  /(ft  - 1)  =  - /(ft  +  I), 

80  heben  sich  alle  Glieder  der  obigen  Reihen  gegenseitig  auf  und 

es  bleibt: 


10) 


f(x)  dx  =  0. 


^-y 


Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Ergebnisse  ist  folgende: 
wenn  /(fi  —  f )  =  /(f*  +  1) »  so  besteht  die  zu  quadrirende  Curve 
ans  zwei  congruenten  Theilen  von  gleipherLage  C^und  DN,  Fig.  71, 
wo  OJtf  =  /t  und  AM  =  y.  Die  Fläche  ABDNC  betragt  daher 
das  Doppelte  von  der  Fläche  AM  NC;  wenn  dagegen  f(fi  —  |) 
=  —  fQi  4"  1)/  so  sind  jene  Theile  zwar  ebenfalls  congruent,  aber 
von  entgegengesetzter  Lage;  die  entsprechenden  Flächen  AMC  und 

Fig.  71.  Fig.  72. 


liMD  besitzen  dann  gleiche  Grösse  und  entgegengesetzte  Vorzeichen 
(Fig.  72),  es  ist  mithin  die  Fläche  ACM  DB  —  0.  Nach  diesen 
Bemerkungen  findet  man  z.  B.  ohne  alle  Rechnung,  dass 


Schlei  milch,  Analysig.    L 


27 
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n 


I  sin^xdx  =  2    /  sin^xdx, 


ebenso,  dass 


U 


In 


I  cos^xdx  ==  2    /  cos^x 

0 


dx 


-I» 


sein  musB,  ferner  bei  ganzen  und  positiven  n: 

1« 


n 


I  cos^^^^ 


X  dx 


=  0,  I  $i 


sm^"""^ajda?=0. 


-1» 


III.  Hier  ist  zugleich  der  Ort,  um  die  Bedeutung  des  bestimm- 
ten Integrales 


/■ 


f(x)  dx 


Fig.  73. 
M 


für    den  Fall  zu  erörtern,  dass  die  Function  f(x)  innerhalb  des  In- 

tegrationsintervalles    eine  Unterbrechung    der  Continuität    erleidet 

Tritt    eine  solche  ein  für  a?  =  x,  wo  6>x>a,  so  kann  man  nach 

Nro.  5)  die  Zerlegung 

b  *  —  o  6 

ff(x)dx  ==Jf(x)dx  +Jf(x)dx 

a  a  X  +  0 

vornehmen,   die  geometrisch  bedeutet, 
dass  die  über  der  Strecke  .U9  =  6  — o 
D  (Fig.  73)  stehende  Fläche  ÄJBDMLC 

aus  zwei  Theilen  ÄKL  C  und  KB  DM 
zusammengesetzt  ist,  und  dass  KL  — 
/(x  —  0)  die  letzte  Ordinate  des  ersten 
g  B  und  KM.  =  /(x  4-  0)  die  erste  Ordi- 

nate des  zweiten  Stückes  sein  solL  Statt 
der  obigen  Gleichung  lässt  sich  die  folgende  setzen: 

h  X  — fi  6 

I  f(x)dx  =  Lim  f.  1  f(x)dx  -\-  1  f(x)dx  {, 

wenn  man  unter  S  und  £  zwei  in  Null  übergehende  Grossen  versteht 
WiU  man  die  Integration  mittelst  der  Gleichung 

ffix)dx  =  F(x)  +  Const. 


0' 
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ansfilliren,  so  wird  in  diesem  Falle 

b 


11)  //(a;)e?a;==F(5)~F(a)--Xim|F(x-|-d)--F(x— a)|, 

a 

also  gilt  dann  die  Oleichung  4)  ohne  Weiteres  nicht  mehr,   sie  be- 
darf im  Gegentheil  einer  Correction.     So  wäre  es  z.  B.  unrichtig, 

3 

dx  1  l 


/i 


(i—xy     1  —  2      1  —  0 

Q 


=  —  2 


setzen  zu  wollen ,  ohne  zu  beachten ,  dass  die  Function  -zr r;;  für 

(1  —  xy 

x=  l  discontinuirlich  wird;  der  wahre  Werth  ist 

rr2-rJ:ö--^"*li-(i+g)~i-a-J="^+°° 

Auf  gleiche  Weise  wäre  es  falsch, 


6 

—  6 


0 

ß 


ZU  nehmen,  wobei  eine  reelle  Curve  zu  einer  imaginären  Fläche 
käme;  man  muss  im  Gegentheil,  da  —  für  x  =  0  eine  Unterbrechung 

X 

der  Continuität  erleidet,  die  Rechnung  so  stellen: 

b 

T-i- (f a;  ===  26  —  ?(— b)  —  JWm  h(0  +  Ä)  —  i(0  —  a)| 


— ft 


=  lAm  ^(-t)« 


Da  8  mid  s  auf  beliebige  Weise  in  Null  übergeführt  werden  dürfen, 
Bo  ist  -T-  eine  unbestimmte  Grösse ,  mithin  der  Werth  des  obigen 

0 

Integrales  so  lange  nicht  genau  bestimmt,  als  man  keine  Yorans- 
setzuQg  darüber  macht,  wie  €  und  S  zu  Null  werden  sollen.  Die- 
ses Resultat  darf  nicht  befremden,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  je- 
nes Integral,  geometrisch  betrachtet,  die  Differenz  zweier  unend- 
lichen Flächen  ist  und  der  Ausdruck  od  —  od  immer  den  Charakter 
der  Unbestimmtheit  trägt;  setzt  man  €  =  d,  so  ergiebt  sich  der  so- 
genannte Hauptwerth  des  Integrales  und  zwar  ist  er  =  0. 

In  dem  Beispiele  f(x)  =  x~'\  h  =  0  bleibt  F(x)  =  fflj'^» 

stetig  und  endlich,  daher  ist 

27* 
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8 

— 1 


8 


was  sich  auch  geometrisch  leicht  erklärt 


ß 


§.  91. 
Substitution  neuer  Variabelen  in  bestimmten  Integralen. 

Wie  bei  unbestimmten,  so  kann  man  auch  bei  bestimmten  Inte- 
gralen eine  neue  Yariabele  durch  Substitution  einfuhren,  nur  sind 
dabei  die  entsprechenden  Aenderungen  der  Grenzen  au  beachten«  SeUt 
man  nämlich  in  dem  Integrale 

6 

f[(p(x)]ds8 

a 

<p(x)  =z  y^  so  erhält  man  wie  früher  (in  §.  66,  III.)  «  =  ^(ji), 
dx  =  tlf'(y)dff;  ist  nun  x  =  a  geworden,  so  hat  y  den  Werth  9(fl) 
angenommen,  der  oberen  Integrationsgrenze  x  ^=  h  entspricht  auf 
gleiche  Weise  y  z=  q>(p)  und  man  hat  daher 

1)  J  /[<3P(^)]  dx  =Jf{yWiy)dy. 

a  99(0) 

und  wenn  sich  die  Integration  rechter  Hand  ausführen  lässt ,  so  ist 
zugleich  der  Werth  des  ursprünglichen  Integrales  gefunden,  ohne 
dassman,  wie  bei  unbestimmten  Integralen,  die  Substitution  y  =  9(2) 
rückwärts  anzuwenden  nöthig  hätte. 

So  ergiebt  sich  z.  B.  iOx  (p(x)  =  hx  +  k 

b  bh  +  k 

2)  ffihx  +  Jc)dx=jJ'f(j/)dyi 

a  ah  +  k 

specieller  fElr  a  =  0  und  &  =  1,  und  umgekehrt  geschrieben 

h  +  k  1 

fmdy=hff(hx  +  h)dx, 

k  0 

oder,  wenn  h  =  a,  h  =  ß  —  a  gesetzt  wird: 

ß  ^ 

3)  jmäy  =  (ß-a)Jfia  +  (ß-^a)x]dx, 
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wodurch  ein  Integral  mit  beliebigen  Grenzen  auf  ein  anderes  mit 
den  Grenzen  0  und  1  zurückgeführt  ist.     Setzt  man  weiter 


X  =  r-n —  »  *lso  z  = 


80  erhftlt  man  zunächst 

wenn  femer  d?  =  0  und  d?  :=  1  geworden  ist,  so  hat  0  die  Werthe 
8^0  und  jgr  =  J  =r  00  angenommen;  demnach  wird  aus  Nro.  3): 

.,     //,„.,=tf-.,/;(i±££)_^. 

a  0 

und  man  kann  also  jedem  bestimmten  Integrale  auch  die  Grenzen 
0  und  Qo  verschaffen. 

Setzt  man  femer  in  dem  Integrale 


/['(t)]-- 


-^dz 


M  — j  =r  a?,  mithin  0  =  er*,  dxr  =  —  e~*dx^  so  geht  dasselbe 


über  in 

0  « 

—  I  (x^er-^'dx  =  -f-  /  x^er^*dx; 

w  0 

den  Werth  des  letzteren  Integrales  kennt  man  aus  §.  89 ,  Formel  8) 
für  den  Fall,  dass  m  eine  ganze  positive  Zahl  und  a  >>  0  ist,  daher 

0 

Hit  Hülfe  der  Substitution  sinu  =  x,  u  =  aresin x,  du  = 
dx  :  Vi  —  05»  erhält  man 

^  p    x^dx 

sin^ 


/3f*dx 


and  so  ist  das  Integral  auf  ein  bereits  entwickeltes  zurückgeführt 
(§.  89,  Nro.  6  u.  6).     Gleichen  Werth  hat  auch  das  Integral 


i« 


J 


cos^vdVf 


0 

wie  die  Substitution  v  =  \jt  ^  u  zeigi 
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Eine  wesentliche  Modification  verlangt  die  in  Nro.  1)  angege- 
bene Umwandlung  in  dem  Falle,  wo  die  Gleichung  (p(x)  =  y^  nach 
X  aufgelöst,  mehrere  reelle  Wurzeln  darbietet;  da  nämlich  der  Werth 
von  y  nicht  rückwärts  wieder    eingesetzt  wird,  so  bleibt  hier  die 
Frage  übrig,  welche  von  den  verschiedenen  Wurzeln  für  x  genommen 
werden  soll.     Denken  wir  uns  die  Sache  der  Anschaulichkeit  wegen 
geometrisch,  nämlich  y  =  (p(x)  als  Gleichung  einer  Curve,  so  bedeu- 
tet die  Umkehrung  dieser  Gleichung,    dass   nicht  wie  früher   die 
Abscisse ,  sondern  nunmehr  die  Ordinate  die  willkürliche  der  beiden 
Coordinaten  sein,  die  Curve  also  gewissermaassen  über  der  Ordina- 
tenachse  statt  über  der  Abscissenachse  construirt  werden  soll.     Ob 
nun  einer  Ordinate  y  nur  eine  Abscisse  x  oder  mehrere  x  entsprechen, 
das  hängt  von  dem  Laufe  der  krummen  Linie   ab.     Wenn  dieselbe 
von  X  :=  ahiB  X  =  h  nur  steigt  oder  nur  fallt,  also  g)\x)  sein  Vor- 
zeichen nicht  wechselt ,  so  gehört  zu  jedem  neuen  x  ein  neues  y, 
ebenso  umgekehrt  zu  jedem  y  ein  einziges  x-,  es  existirt  in  diesem 
Falle  nur  eine  reelle  Umkehrung  der  Gleichung  y  =  9  (x),  und  diese 
Umkehrung  x  =  flf(y)   ist   die  in   der  Formel   1)  vorkommende. 


Fig.  74. 


A    M 


Wenn  dagegen  die  Curve  y  = 
q>(x)  innerhalb  des  Intervalles 
X  ^=  a  hiB  X  =  h  ein  Maximum 
oder  ein  Minimum  hat,  welches 
für  a?  =  |  eintreten  möge,  so  fin- 
den sich  über  x  =  ^  hinaus  die 
früheren  Qrdinaten  wenigstens 
zum  Theil  wieder;  so  ist  in  Figur 
74,  für  OF=l  OM=x,  OMi 
=  Xi,  die  zu  flJ<Cl  gehörende  Ordinate  MP  =  y  gleich  der  zu 
^1^1  gehörenden  Ordinate  Mi  Pi ;  umgekehrt  giebt  es  also  für 
ON=y  zwei  entsprechende  Abscissen  NP  =  x^  NPi  =  -Xi. 
die  wir  durch  ^(y) und ;i;(y) unterscheiden  wollen;  von  diesen  beiden 
Umkehrungen  x  ^=  ^(y)  und  x  =  j^(t/)  ist  die  erste  da  zu  nehmen, 
wo  ri;<^|  sein  muss,  die  zweite,  wenn  man  weiss,  dass  ^>>^|  sein 
soll.  Zerlegen  wir  nun  das  ursprüngliche  Integral  wie  folgt: 
6  I  6 

ffi^mdx  =Jf[^>(x)'\dx  +  ff[q>(x)]dx, 

a  a  ^ 

so  ist  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  ä;<C|»  im  zweiten  a?>>|, 
also  dort  a?  =  ^(y),  hier  x  =  x(y)  einzusetzen;  die  Transformation 
geschieht  im  Uebrigen  wie  früher  und  giebt  jetzt 
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fi' 


Ganz  ihnlieh  ist  die  Sache  in  dem  Falle,  wo  zwischen  X  =  a 
und  X  =  h  mehrere  Maxima  und  Minima,  mithin  auch  mehrere 
ümkehrungen  stattfinden;  sind  li,  I2,  •  •  •  fn  die  WerÜie  von  x,  für 
welche  jene  Maxima  und  Minima  eintreten ,  so  zerlegt  man  das  ur- 
sprüngliche Integral  in  eine  Reihe  anderer  von  a?  =  a  bis  a?  =  Si» 
jß  =  li  bis  a;  =  I2  etc.  und  substituirt  in  jedem  einzelnen  Integrale 
die  ümkehrung  der  Gleichung  y  =  q){x),  welche  dem  betreffenden 
Integrationsintervalle  entspricht. 

Ein  paar  allgemeine  Beispiele  zu  dieser  Regel  sind  folgende. 
Es  sei  erstlich  (p{x)  =  x«  _|_  2 ra:,  a  =  —  oo,  b  =  +  Qo,  so  tritt 
ein  Minimum  ein  für  a:  =  —  r  und  aus  a;^  +  2rx=y  folgen  die 
beiden  Werthe 

a;  =  —  r  —  V  r«  +  y,  x  =  --  r  -{-  V  r»  +  y, 
von  welchen  der  erste  <  —  r,  der  zweite  >-  —  r  ist;  nach  diesen 
Bemerkungen  hat  man 


ß 


f(x^  +  2rx)dx 


=  ff(^^  +  2 rx)dx  -\-  Jfix^  +  2 rx) dx 

—  00  — r 

+  09  — r* 

und  wenn  man  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  die  Integrationa- 
grenzen  vertauscht,  wodurch  es  mit  dem  zweiten  Integrale  identisch 
wird,  so  ist 

ff(x^  +  2  rx)dx  =jm  y^==p ' 


-00  -r« 


für  y  =  r^  (^^  —  1)  erhält  man  noch : 

5)  /y'(a.2  j^2rx)dx  =  2r  Jf[r^  (z^  —  1)]  da. 

—  eo  0 

Es  sei  zweitens  (p(x)  =1  yx  -^ ,  a  =  0,   5=ao,   so  tritt 

X 

für  a;  =  1/  —  ein  Minimum  ein;  wir  setzen  daher: 
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0 

y 


Jf{y^  +  -^^* 


Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  y%  -\ =2/  sind: 

*  ~  2y  [y-V»»— 4ay1,  a;  =  ^  j^y  +  Vy»— 4ayJ, 
und  daher  wird  aus  der  obigen  Gleibhong  die  folgende: 

0 

oder  nach  gehöriger  Reduction: 


00 


fm    ' '' 


Nehmen  wir  weiter  V  y«  —  4ay  =  ^er,  so  ergiebt  sich  noch: 

0  0 

Hieraus  lassen  sich  noch  mancherlei  andere  Transformationsformeb 
ableiten;  für/(w)  =  F  (g^T")  ^^^«*  ^-  ^•- 

für  f(u)  =  F(u^  —  2  ay)  dagegen  ergiebt  sich  ans  Nfo.  6) 
8)  JF  (y«»»  +  ^^  da-  =  y/'^(2  «y  +  ««)  <**, 

0  0 

und  wenn  man  a^  =  a,  y>  =  c,  of'  =  w,  j?*  =  f  setzt : 
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endlich  fiar  F(e)  =.  tp  ( rT~  )  '• 

J  ''  \a+bu  +  cuy  vT  ^  VcJ  '^  \b-\-2Väe+t)  VT' 

0  .  •  0 

Diese  Beispiele  mögen  hinreichen,  tun  die  vielfache  Um  wandel- 
barkeit bestimmter  Integrale  erkennen  zu  lassen. 


§.  92. 
Die  Differentlalquotienten  bestimmter  Integrale. 

Aus  der  Definition  des  bestimmten  Integrales 

b 


ß 


f(x)dx 

geht  unmittelbar  hervor,  dass  der  Werth  desselben  nicht  mehr  von 
X  sondern  nur  von  den  Integrationsgrenzen  a  und  h,  der  Natur  der 
Function  f(z)  und  den  in  ihr  vorkommenden  Gonstanten  abhängig 
ist.  Denkt  man  sich  diese  Constanten  als  willkürlich ,  so  kann  man 
den  Werth  des  Integrales  in  Beziehung  auf  diese  Constanten  di£Fe- 
renziren. 

Aendert  sich  h  allein,  so  ist  der  DifFerenzenquotient  des  Inte- 
grales: 

b-^-Jb  b 

Jmdx--Jf(x)dx 


die  völlige  Willkürlichkeit  des  dh  erlaubt,  dasselbe  als  eine  von 
den  Grössen  6  zu  betrachten,  welche  in  der  Definition  des  bestimm- 
ten Integrales  Nro.  2)  in  §.  89  vorkommen,  also  dh  =  8n^\  zu 
setzen;   man   hat   dann   für   verschwindende  ^i,  ^3,  •  •  •  •  '•  und 

/(*)  d*=  f(fl)  «,  +  /(a  +  «,)  «,  +  f(a  +  «X  +  «,)  «,  + 


» 

ß 


•  •  ■  . 
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b  +  db 

ff(x)dx  =Ad)d,  +f(a+  d\)«2  +/(a  +  5i  +Ä2)«3  +•••• 

«  ••••+/(«  +  Äl  +  *i  +  ••  +»«-l)Ö.. 

mithin  durch  Subtraction,  Division  mit  dh:=d„^i  und  weil  Äi  +  Äj  + 
H  *ii  +  ^n+i  =  h  —  a  -]-  dl)  in  h  —  a  übergeht, 

d  I  f(x)  dx 


iffix) 


1)  -^-j^  =fQ». 

Dieses  Resultat  stimmt  damit  überein,  dass  der  Differentialquotieut 
einer  ebenen  Fläche  die  letzte  Ordinate  ist. 
Aus  der  Gleichung 


ff{x)dx  =  —   ff{x)dx     . 

a  b 


ergiebt  sich  durch  beiderseitige  Differentiation  in  Beziehung  aufa. 
welches  rechter  Hand  die  obere  Grenze  bildet, 

b 

d  J  f(x)dx 

Enthält  die  Function  f(x)  ausser  x  noch  eine  willkürliche  Gon- 
staute  r,  in  \\  elchem  Falle  wir  /(«,  r)  für  f(x)  schreiben ,  und  sind 
ausserdem  a  und  h  von  r  unabhängig,  so  hat  man   die  -  Gleichung 


Jf(x,r  +  ^r)dx-'Jf(x,r)dx 


b 


^r  J  Jr 

a 

Rechter  Hand  lässt  sich  der  bekannte  Satz 

/(r  +-  Ä)  =/(r)  +  hfrir)  +  \  h^ß'ir  +  eh) 

0<6<1 

für  A  =  ^r  aavenden  und  giebt 


o  V 

1/(^1  ^  +  ^r)dx  —  I  f{x,r)dx 


Jr 

b 


-.ffrix,  r)dx  +  lJrffr'ix,r  +  s^r)dx. 
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Ist  nmi  bei  miendlich  abnehmenden  ^r 

3)  IÄm\/3T  ff^ix, r  +  ^/lr)dx \  =  0, 

a 

80  folgt  ans  der  vorigen  Gleichmig  durch  Uebergang  zur  Grenze  for 
verschwindende  dr 

b 

dff{x,r)dx         ^ 

a 

Die  in  Nro.  3)  angegebene  Bedingmig  ist  übrigens  immer  erfallt, 
«renn  a  nnd  h  endliche  Grössen  sind  und  wenn  gleichzeitig  fr{x^  r) 
von  o;  =  a  bis  a;  =  5  nur  endliche  Werthe  hat.  Aus  Formel  4)  in 
§.  90  folgt  nämlich 

b 

frix,r  +  sJr)dx  =  (b-a)fr'(a  +  ^[h'-alr  +  sdr), 


/' 


das  Integral  besitzt  also  einen  endlichen  Werth  nnd  wenn  dieser  mit 
dr  moltiplicirt  wird,  so  convergirt  das  Product  gleichzeitig  mit 
Jr  gegen  die  Grenze  NolL  In  jedem  anderen  Falle  muss  beson* 
ders  ontersucht  werden,  ob  die  Bedingung  3)  erfüllt  ist. 

Wir  betrachten  nun  den  allgemeinsten  Fall,  wenn  nämlich  r  in 
f{z)  und  zugleich  in  a  und  h  vorkommt;  der  Werth  des  Integra- 
les, der  für  den  Augenblick  W  heissen  möge,  ist  dann  eine  Function 
dreier  Yariabelen  a,  h,  r«  deren  beide  erste  wiederum  von  der  letz, 
ten  abhängen;  es  gilt  hier  die  bekannte  Regel  der  Dxfferentialrech- 
nung 


dW 

dr  ~ 

dw 

da 

da 

'  dr 

+ 

dW 
dh 

dh 

'  dr 

+ 

dr 

und 

aie 

giebt  in  nnserem 

FaUe 

dW 

f(a.r\ 

da 

1  —  - 

1-  i 

^Ch.r^ 

dh 
—  -1 

k  i 

n>f(' 

dr 


oder,  wenn  man  einen  in  Beziehung  auf  r  genoomienen  Differential- 
quotienten kurz  mit  Dr  bezeichnet, 
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5) 


b 

Brjf{x,r)dx 


=  /  [jDrf(x.r)]dx  +/(6,r)  .  Drh^f(a,r)  .  Dra, 


wobei  vorausgesetzt  ist,    dass    die   Bedingnngsgleichung    3)  statt- 
findet» 

Dieses  Resultat  wird  anschaulich,  wenn  man  sich  y  ^=:  f^x^r) 
als  Gleichung  einer  Curve  und  das  bestimmte  Integral  wiederum  als 


Fig,  75. 


die  über  der  Strecke  5  —  a = AB^ 
Fig.  75,  der  Abscissenachse  ste- 
hende Fläche  ABB  G  denkt.  Aen- 
dert  sich  nämlich  r  in/(ir,r)  al- 
lein, so  erhält  man  eine  ähnliche 
Curve  von  anderem  Parameter, 
und  die  Fläche  ABDC  nimmt 
um  den  Streifen  GDFE  zu,  wel- 
cher durch 

b 


ß 


[Drf(x,r).dr]dx 


ausgedrückt  wird.  Durch  die  alleinige  Aenderung  von  h  wächst  die 
Fläche  nmBBiDiD  =/(&,r)  .  Drh  .  dr,  und  durch  Aenderung  des 
a  vermindert  sie  sich  um  AÄiCiC  =  f(a,r)  .  DrCt  .  dr.  Die 
gleichzeitige  Aenderung  von  r,  h  und  a  verwandelt  die  ursprüng- 
liche Fläche  in  AiBiFiEi,  und  mit  Weglassung  der  Vierecke 
DDiFiF,  GCiEiE,  welche  unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ord- 
nung sind,  hat  man 

AiBiFiEi  —  ABDG=  GDFE  +  BBiB^D  —  AAiGiG] 
aus    diesem  Differential  der  Fläche  AB  DG  ergiebt  sich  derselbe 
Differentialquotient  wie  oben. 

Sehr  häufig  benutzt  man  die  Differentiation  in  Beziehung  auf 
einen  Parameter  r  oder  die  sogenannte  Variation  eines  Parameters, 
um  aus  einem  bekannten  Integrale  mehrere  neue  Integrale  herza- 
leiten. 

Differenzirt  man  z.  B.  die  Gleichung 

I  ^'dx=: 
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in  Beziehung  auf  r  nnd  beachtet,  daas  linker  Hand 

Dr(d")  =  xeT' 

von  X  =  0  bis  x  =  1  endlich  bleibt,  so  gelangt  man  (ohne  An- 
wendung einer  sonst  nöthigen  Reductionsformel)  zu  der  neuen 
Gleichung 

1 


J 


.,.,. = fr  -  'y + ', 


0 

die  nun  wiederum  nach  r  differenzirt  werden  kann. 

Ein  anderes  Beispiel  ist  folgendes.    Setzt  man  in  der  Gleiohnng 


J  «2 


a^cos^fo  -f  ß^sin^fo       2aß 
a'  =  r  und  differenzirt  die  nunmehrige  Gleichung 

d(o  n        1 


/ 


rcos^to  +  ß^sin^G)       2ß    Yr 

n^mal  in  Beziehung  auf  r,  was  hier  ohne  weiteres  erlaubt  ist,  so  er- 
halt man 


In 


(-l)«1.2,3.-.nA  cos^^^da> 


(r  co8^  a>  +  /J2  sin'^  ©)•  +  ^ 


«    ,      ,.    1  .  3  .  5  .  .  .  (2n  — 1)      1 


2/5  2«  fnY^ 

and  nach  Restitution  des  Werthes  von  r 

J  (aU08*(o  +  /J2m»ai)»  +  i  ~  2.4.6....    (2n)      2a«»+i/S' 

Diese  Gleichtmg  könnte  man  wieder  mehrmals  in  Beziehung  auf  ß^ 

differenziren,  was  ein  noch  allgemeineres  Resultat  geben  würde. 

In  manchen  Fällen  dient  dasselbe  Verfahren  in  umgekehrter 

Weise  zur  Werthbestimmong  von  Integralen.    Ist  n&mlioh  W  der 

dW 
unbekannte  Werth  eines  Integrales,  so  kann  es  geschehen,  dass  -=— 

em  einfacheres  Integral  darstellt,  dessen  Werth  V  bekannt  ist;  man 
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findet  dann  W=  1  Vdr.      Ein    Beispiel   hierzu    liefert   die   An- 
nahme 

^ dx,r>0. 

0 

Da  hier  die  obere  Integrationsgrenze  unendlich  ist,  so  müssen  wir 
untersuchen,  wie  in  der  Gleichung 

Z/ TT  /e"*** ß—(r-{-Jr)x 


-r- 


^r         J  X 

d 

00 


0 

=  i-  —  i.  z/r  /  flje-^'*+«^'*>'d 
V         2        «/ 


X 

9 

der  letzte  Ausdruck  sich  bei  verschwindenden  ^r  gestaltet.  Giebt 
man  dem  €  seinen  kleinsten  und  grössten  Werth,  so  ist  leicht  n 
sehen,  dass  der  Werth  des  noch  übrigen  Integrales  weniger  l)e- 
trägt  als 


Jxe-r'dx  =  ±, 


dagegen  mehr  als 

00 

/xer^^+^''^'dx  = ^ 
(r  +  ^r)»' 

hieraus  folgt 


00 


Lim  I  Jr  jxer<^'-^^^''^'dx]  =  0, 

dW        1 
dr         r 
Durch  Integration  erhält  man 

W=:lr  +  Gonst., 
und  hier  bestimmt  sich  die  Integrationsconstante  ans  der  Bemerkung, 
dass  (nach  Nro.  S)  T7  =  0  werden  muss  für  r  =  1 ;  es  ist 
Canst.  =  0,  W  =  lr  d.}L 

00 

^^^—  dx  =  Ir,  r>0. 

0 


10) 
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Nach  demdelben  Verfahren  erhält  man 

/  ^=^^ ^-^ ^ -^ claj=r(Zr— 1)  +  1,  r>0. 


§.  93. 
Verwandlung  von  bestimmten  Integralen  in  Reihen. 

Wie  hei  unbestimmten,  so  benutzt  man  auch, bei  bestimmten 
Integralen  unendliche  Beihen  zur  Berechnung  der  Integralwerthe ; 
dabei  hat  man  wiederum  zu  berücksichtigen,  dass  die  Formel 

*  6  6  6 

a  a  a  a 

nicht  ohne  Weiteres  auf  den  Fall  anwendbar  ist,  wo  die  Reihe  ms 
Unendliche  fortgeht;  man  muss  daher  die  Reihe  erst  als  endliche 
nehmen,  ihren  Rest  hinzufügen  und  schliesslich  untersuchen,  ob  das 
Restintegral  sich  der  Grenze  Null  nähert,  wenn  die  Anzahl  der  Rei- 
henglieder unendlich  wächst  (vergl.  §.  67,  IL)-  Einige  Beispiele  mö- 
gen dies  zeigen. 

a.     Das  zu  berechnende  Integral  sei 


J    1  4-  X 


+ 

U 

Wollte  man  geradezu 

~-  =  l  -  a;  +  a!«  -  a!»  +  •••  +  (-  l)»-'af-^  +  ^~  ^f 

i   -f-  X  1    -j-  X 

setzen,  so  würde  ein  unbrauchbares  Resultat  von  der  Form  ü=-\-  co 
^00  -|-  00  —  00  +  etc.  zum  Vorschein  kommen;  man  muss  daher 
erst  eine  Umwandlung  des  Integrales  vornehmen.     Nun  ist 


_  CxH'-^dx        f^xH'-^dx 
J    1  +  x    ^  J    1  +  OJ  ' 

0  1 


im  ersten  Integrale  schreiben  wir  j^  für  o;,  wodurch  sich  dasselbe 
nicht  ändert;  im  zweiten  Integrale  benutzen  wir  die  Substitution 

—  =  y,    «=— ,     da?  = f, 
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J  rdf -\- 1)  ~  ^  J  1  +  »' 

1  0 

mit  dem  vorigen  Integrale  zusammen  giebt  dies 


--f'^t-r  '- 


Hier  lässt  sich  die  Beihenentwickelung 

1  (—  1)««« 

=  1 -y +  »»-»»  +  ••• +(-i)—V-'  + 


benutzen  und  die  entstehenden  Einzelintegrale  haben  endliche  Wertbe 
sobald  die  Grössen 

fA,  ^4-1,        f*  +  2,  •  •  •  •        f»  4-  n  —  1, 

—  fi+l,   —  fA  +   2,   — fi  +   S,  ••••  —  fA  +  W, 

positiv   sind,  d.  h.  wenn  fi  zwischen  0  und  1  liegt.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung ergiebt  sich 

Z7  =  ~  —  -4 —  +  s-7 +  (—1)""^  ^ 


fi        l+ft'2+ft  ^  n —  1+fi 


1  — f*      2  —  ft3  —  fi  n  —  fi 

0 

oder  auch  durch  Zusammen ziehung  von  je  zwei  Brüchen 

U  =  L^^J± 2jfi_        2£_ 

fi  ^  13  — ft«        22—1113  T^  ^^       ^    (n— l)^-/i' 

•1 

+  (-  !)»->  dr^  +  (- 1)"  /nrrir  ^-^'^y- 

Man  bemerkt  leicht,  dass  yH-  4-  y^^f^  immer  zwischen  0  und  2  ent- 
halten ist  und  dass  folglich  der  Werth  des  letzten  Integrales  mehr 
als  Null  beträgt,  aber  weniger  als 

1  1 

0  *^  § 

2  T^  N 

mithin  weniger  als  —  (vergl.  §.  90  Formel  2).  Lässt  man  daher 
in  der  Gleichung 
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die  Zahl  n  unendHch  wachsen,  so  erhilt  man  für  U  die  EIntwickelang 

fi  "^  1«  —  fi«        2«  —  ^«  ■'^  3«  —  ^» 

Die  vorli^ende  Reihe  ist  summirbar  nach  Formel  6)  in  §.  50;  in- 
folge der  nrsprüDglichen  Bedeutung  yon  U  und  des  nachher*  gefun- 
denen Werihes  hat  man 


«/    1  -4-  «        sman 
0  "^ 

oder  auch  für  «  =  <*  =  ton'd  und  2fi  —  1  =  A 


\n 


'       ,/   1  4- t«       7  2cos|A»'  -^     --.  n 

b.    Versteht   man  unter  p  eine  ganze  positive  Zahl  ^  0  und 


setzt 

V 


0 

Bo  hat  man  identisch 


—  r  ^^^ 


1  —  c- 


0 

=  1.2  •  •  «p  [jjqpr  +  2rHr  +  §7+1"'         1"  n'^  +  U 

^J  (f—l 

0 

Sehr  einfache  Betrachtungen  zeigen,  dass  der  Quotient  b  :  (e*—  1) 
immer  zwischen  Null  und  der  Einheit  liegt;  das  letzte  Integral  hat 
daher  einen  positiven  Werth,  der  weniger  betrftgt  als 

1.2...  (i)-l) 


00 
« 


J  ^       ^         "  nP 

0 


BchlOmilch,  AnidyBis.    I.  28 
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Verstellt  man  unter  q  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  echten 
Bruch,  so  lässt  sich  die  vorige  Gleichung  in  der  Form 

1  .  2  .  3  .  .  .  (p  —  1) 


r  — 


nP 


schreiben  und  hieraus  folgt  bei  unendlich  wachsenden  n  und  constant 
bleihenden  p 

oder  nach  einer  schon  früher  (§.  50)  gebrauchten  Bezeichnung 


3)  J-^-^z=  1.2.3..  .i)Sp  +  i,  l>>0. 

0 

In  dem  Falle  eines  ungeraden  p  =  2  g  —  1  lässt  sich  S-iq  durch 
die  B er no  u  11  i' sehe  Zahl  Jl?2 9—1  Ausdrücken  (§.  50,  Nro.  28);  es  wird 
dann 

^  J    e»—  1   ~  2« 

oder  auch  wenn  man  statt  z  eine  neue  Variabele  r  mittelst  der  Sub- 
stitution je:  =  2:rr  einführt, 

>  J  e2wr_  1  4g 

0  * 

c.    Als  letztes  Beispiel  diene  die  Entwickelung  des  Integrales 


0 


Zunächst  ergiebt  sich  auf  ähnliche  Weise  wie  vorhin 

je-'  +  e"^'  H +  e-^'  +  ^_        \  sinßsäg 


0 


/32  +    12   ^  /J2   +   22    ^  T    ^ä  +   H« 
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das  Product 

»      sinße 
e«—  1     ßß 
Kegt  immer  zwischen  4"  ^  ^uid  —  1,  daher  ist  das  letzte  Integral 
zwischen 

+  /  er-«*  de  =  -] und  —  /  e-*"  de  = 

0  0 

enthalten,  nnd  folglich  kann  man  statt  der  vorigen  Gleichung  schreiben 

TfT  ß9_  ß  ,  ß  ,  ,  ß 

n    ~  ßi  +  1»'^  ß»  +  2^"^  "^  /S«  +  »»' 

-  l<9<  +  1. 
Durch  Uebergang  zur  Grenze  fOr  unendlich  wachsende  n  wird  hier- 
aus 

W= ^—4-  —^ + ^ H 

j3»  4-  1»  T^  ^8  +  2»  ^  /S»  +  3*  ^ 

d.  L  nadi  Formel  6)  in  §.  59 

0 

Setzt  man  noch 
so  wird  die  Gleichung  6)  zur  folgenden 

9 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  man 

OP 

,^^  ri  —  cosav  dt       1,1  (7,,  «V      7   ) 

8)  J    e^m-i    -  =  i«  +  ip(l-^'')-?«;. 

welche  Formel  sich  leicht  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  a 
verificiren  lässt. 


28' 
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§.  94. 
BeihenBommiraxigen  doroh  bestimmte  Integrale. 

Da  ein  bestimmtes  Integral  als  ein  geschlossener  Ausdruck  gel- 
ten kann,  dessen  Werth  sich  nach  §.  82  mit  jedem  gewünschten 
Grrade  der  Genauigkeit  berechnen  lässt,  so  ist  es  nicht  selten  von 
Yortheil,  endliche  oder  unendliche  Reihen  in  bestimmte  Integrale  zu 
verwandeln,  also  die  Summen  jener  durch  die  Werthe  der  letzteren 
auszudrücken.     Einige  allgemeinere  Beispiele  hierzu  sind  folgende. 

I.    Setzen  wir  wie  in  §.  18,  Nr.  14) 
i>ix)  =/(x)  +  ^^/(x)  +  (^^^fix)  +  ■■■■ 

^  1  .2...(n  — 1)"'         ^'' 
so  ergiebt  eich 

dx  1  .  2  ..  .  (n— !)•'     ^^ 

mithin  umgekehrt  durch  Integration 

Um  die  Gonstante  zu  bestimmen,  setzen  wir  erst  a?=&,  dann  d;=a 

und  subtrahiren  die  so  entstehenden  Werthe  von  ^(aj).  Ist  nun/")(;r) 

endlich  und  stetig  von  x  ^=  a  bis  ^,=  &,  so  ist  es  auch  das  Pro- 

duct  (&  —  a?)'»~"^/")(ic),  und  die  Differenz  il>Q))  —  Hfip)  besitzt  dann 

denselben  Werth  wie  das  bestimmte  Integral 

h 

(b  —  ic)»-i 


A 


/")  (a?)  dx; 


1  .  2  ...  (n  —  1) 

c* 

vermöge  der  Bedeutung  von  ^(a;)  erhalten  wir 

m  -na)  -  '-=-V(«)  -  ^^/'(a) 


•  •   • 


oder 
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h 

Setzen  wir  h  —  a  ^  h  nnd  schreiben  u  für  x,  so  haben  wir 

=/(«+»)  -7  i\r...(;_i)/^-H««)d«. 

a 

nnd  dies  ist  nichts  Anderes  ab  eine  Sommenformel  für  die  n  ersten 
Glieder  der  Taylor 'sehen  Reihe.  Gewöhnlich  schreibt  man  statt 
der  Gleichung  2) 

3)  /(x  +  A)  =/(x)  +  A/(;,)  +  Jl-/'(a;)  + 

WO  i2«  den  Rest  der  Reihe  bezeichnet,  nämlich 

"    ^=/7.V»*.T.r-.)^-'w^- 

X 

Durch  Substitution  Ton  u  =  jc-f-f,  c7tf:=(2r  erhält  letzterer  die 
Form 

und  daraus  wird  für  r  =  l^vo 

1 

«)    ^  =  1  ■  2 .  .*!(n-i) /a-'^)-'-/-'(^+Miu>. 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  2)  a  =  0  und  schreibt  x  f6r  h^ 
80  erh&lt  man 

„  /(x)  =/(0>  +  ^«i  X  +  ^  «. +• 


J i ^—l :^-t  +  E 
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wobei  der  Rest  Bn  unter  folgenden  Formen  dargestellt  Werden  kann 

0  ^ 

1 

«>         '        ^  =  1.2..%-!)  /(l  -«')"-^/'"K*.^)^«. 

Wendet  man   auf  das  hier  vorkommende  Integral  die  Formel  3) 

S.  415  an,  indem    man   in  letzterer  w  für  x  und  nachher  (p{io) 

=  jf(»)(ajf(;),  ^(m?)  =  (1  — tt?)«"^  setzt,  so  gelangt  man  zu  derselben 

Restformel,  welche  sich  aus  Nro.  5)  S.  207  durch  die  Specialisirung 

^(«;)  =  OJ"  —  (x  —  w)*  ergiebt. 

n.     In  §.  82  wurde  gezeigt,  dass  sich  die  Fläche 

b 

U=Jf(x)di 


Ix 


mit  beliebiger  Genauigkeit  berechnen  lässt,  und  zwar  ist  nach  den 
Formeln  7)  und  9),  wenn 

fix)dx  =  F{x),        h  =  5^ 
gesetzt  wird, 


ß 


ß 


» 

Ax)dx 


=  Äß/C«)  +/(a+Ä)  +/(a+2Ä)  + ...+/(«+»-  1  h)  +lf(a+nh)] 
-f,Ä*[/'(«  +  «Ä)  -/(a)]  +  3hpÄ«[/'"(a  +  nÄ)  -/'"(a)]; 
darin   bezeichnet  Q  einen  positiven  echten  Bruch.     Nimmt  man  in 
dieser  Formel  a  =  Ä  =  1  mithin  h  =  n  -{-  1  und  addirt  beider- 
seits lf(n  +1),  SO' hat  man 

/(l)  +  /(2)  +  /(3)  +  ...+/(»+!) 

=Jf(x)dx  +  i[/(n  +  1)  -  /(!)]  +  ^[/(n+  1)  -/(!)] 

-»iip[/"(»+i) -/"(!)] 


all 


Jr  w  +  1  =r  jp  und  durch  Trennung 
/(l)  +  /(2)  +  /(3)  +  .  . .  +  /(p) 


(ar— p) 


=J/(.x)dx  -ff{x)dx  +  l/(p)  -  J/(l) 
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Fasst  man  die  Yon|>  unabhängigen  Ausdrücke  zu  einer  Gonstanten  0 
zusammen,  so  hat  man 

10)  /(l)  +  /(2)  +  /(3)  +  .  ., .  +  f(p) 


P 


=  c  +jf(x)dx  + 1/0,)  +  i/(p)  -  ,i,Qr'(P). 

Dabei  müssen  f(x),  f\x),.f(x),  f'{x\f^{x)  endlich  und  stetig 
hleiben  von  x  ^=  1  bis  o;  =  p;  die  letzte  Function  darf  innerhalb 
desselben  Intervalles  ihr  Vorzeichen  nicht  wechseln,  und  der  echte 
Bruch  q  ist  immer  positiv. 

Wie  die  Formel  10)  zur  Summirung  endlicher  Reihen  benutzt 
werden  kann,  mögen  die  folgenden  zwei  Beispiele  zeigen. 

a.     Mit  der  Annahme /(o;)  =  —  genügt  man  den  angegebenen 

x 

Bedingungen,  und  zwar  für  jedes  o?  ^  1 ;  ferner  ist 
mithin 

Um  die  Constante  C,  die  jedenfalls  einen  endlichen  Werth  haben 
muss,  zu  bestimmen ,  schaffen  wir  Ip  auf  die  linke  Seite  und  gehen 
zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  j?  über;  es  wird  dann 

12)  x,,w  jl  +  1  +  I  +  .  .  .  -I-  1  -  ?^}  =  Cf. 

Diese  Gleichung  erhält  eine  bessere  Gestalt,  wenn  die  Formel 
«  —  ?(1  +  a;)  =  \x^  —  |a?3  +  Jx*  — 

n  —  1  '         n 

benutzt,  welche  aus  der  Formel  1)  in  §.  46  durch  die  Substitu- 
tionen 

1 
^  =  "*'  (l+^x)»  =  ' 
hervorgeht,  und  worin  bei  positiven  x  der  Werth  von  B  zwischen  0 
UDd  1  enthalten  ist.     Setzt  man  nämlich  der  Reihe  nach  2;  =  1,  |, 

i»  •  •  '  — ,  so  erhält  man 
9 


.  (- 1)" 
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i  +  i  + !  +  •••  +  ^-liP  +  i) 

1)"-^  /  1     ,  J_  .....  .  _J_\ 

—  1    Vl"~^       2"~^  j?"-v 

wobei  £i ,  £2  f  *  '  '  ^n  verschiedene  positive  echte  Brüche  bezeichnen« 
Zufolge  dieses  Umstandes  liegt  die  letzte  Summe  zwischen  Null  und 

i  +  i  +  ...  +  i. 

sie  bildet  also  einen  Bruchtheil  dieses  Ausdruckes.  Zerlegt  man 
l{p  +  \)  inlp  +  n  1  +  —  j  und  geht  zur  Grenze  für  unendlich 
wachsende  jp  über,  so  wird 

und  für  unendliche  n 

13)  C  =  \8,  -  \S,  +  \Si ; 

dabei  haben  Sg,  S3,  S4,  etc.  die  nämliche  Bedeutung  wie  in  §.  50 
Formel  8).  Die  in  Nro.  13)  vorkommende  Reihe  wird  rascher  con- 
vergent,  wenn  man  sie  mit  der  Gleichung 

0  =  1-12-1^1-1 

vereinigt,  nämlich 

U)         C=l  -  Z2  +  |(S,-1)-|(S3-1)  + 

und  hieraus  findet  man 

G  =  0,5772156649  •  •  -, 

Nimmt  man  in  Formel  11)  beispielsweis  j?  =  1000,  so  wird 
der  Rest 

64  .  1000*  ^  1013' 

mithin  erhält  man  die  Summe  der  Reihe  i  -f  1  4.  ...  4.  ^^  auf 
wenigstens  12  Decimalen  genau;  sie  ist  7,48547086  .  .  . 

b.     Die  Annahme  f(x)  =  Ix  genügt  gleichfalls  den  aufgestell- 
ten Bedingungen,  falls  a?  >  1  ist;  sie  giebt 
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15)  II  +  12  -\- Ip  =  1(1.2.3..  .p) 

Um  die  Gonstante  zu  beBtimmen,  erinnern  wir  an  die  identische 

Gleichung 

1     ü     ü  .«-       1^_  1  •  2.3  .4  ...(2g)_1.2.3...(2g) 

i.ä.o  ...(^q       A>  — 2.4.6.8...(2g)~2«.1.2.3...a* 

woraus  folgt 

2.4.6...  (2g)       _  2^g(1.2.3...g)« 
1.3.5 (22—1)  ~  1  .2.3  .  .  .  (2g)* 

Wir  nehmen  beiderseits  die  natürlichen  Logarithmen,  wodurch  rechts 
der  Ausdruck  2ql2  +  21(1.  2.. q)  —  ? (1.2.. 2g)  entsteht,  und 
transformiren  die  Logarithmen  der  Producte  1 . 2  . . .  g  und  1 . 2 ...  2g 
nach  Formel  15),  wobei  zur  Abkürzung 

12p        192p^  ^ 

Bein  möge;  wir  erhalten  so 

oder  nach  Multiplication  mit  2  und  Subtraction  von  l(2q-\-  1) 

Die  linke  Seite  kann  unter  der  Form 

Z/^?.  i  1  i  i  5.  2g  2g     \ 

Vl'3*3*5'5'7  "'2g  —  1  2g  +  1/ 

dargestellt  werden  nnd  convergirt  bei  unendlich  wachsenden  g  gegen 
die  Grenze  l(\n)  (s.  S.  237);  rechter  Hand  nähern  sich  — ,   CT^'und 

^%q  der  gemeinschaftlichen  Grenze  Null,  mithin  bleibt 
l(\n)  z=2G—2l2  oder  C  =  \l(2%). 
Nach  Nro.  15  ist  nun 
16)  l(1.2.3...p)  =  \l(2n)  +  (^  +  i)?j>-.p 

■^  12p         192i)8' 

welche  Formel  bei  grossen  p  eine  ansehnliche  Genauigkeit  gewährt. 

Schon  in  dem  nicht  günstigen  Falle  p  =  10  erhält  man  nach 
beiderseitiger  Multiplication  mit  dem  Modulus  der  Brigg'schen  Lo- 
garithmen 
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7ö^  (1 . 2 . 3 . . .  10)  =  6,5597642  —  q  .  0,0000023 

oder  für  9  ==  1  und  q  =  0 

6,5597619  <  7o^  (1 . 2  . 3 . . .  10)<  6,5597642, 

was  mit  dem  Werthe 

%(1 . 2  . 3 . . .  10)  =  6,5597630 

auf  fünf  Decimalstellen  übereinstimmt. 

Benutzt  man  wieder  Up  zur  Abkürzung,  so  hat  man  nach  Nro.  16) 

17)  1  .  2  .  3  .  .  .  i?  =  V2p7t(^ye^P. 

Vermöge  der  Bemerkung,  dass  der  Binomialcoefücient  (fi)jt  eines  gan- 
zen Exponenten  fi  unter  der  Form 

1  .  2  .  .  .  (ft  —  Ä)  .  1  .  2  .  .  .  Ä 
dargestellt  w^den  kann,  folgt  aus  Nro.  17)  das  Resultat 

welches  für  die  Wahrscheinlichkeitsermittelung  bei  oft  wiederholieo 
Versuchen  von  Werth  ist. 


Gapi  XYL 

Die  mehrfaclien  bestimmten  Litegrale.' 

§^  95. 

Die  Doppelint^prale  imd  ihre  Anwendung  sor  Cnbator 


Wenn  eine  Fmiction  zweier  Yariabelen  z  nnd  jf  saerst  in  Be- 
sielmng  aof  jf  bei  oonstant  bleibenden  x  integrirt  nnd  das  Ergebnis 
dieser  Integration  einer  nenen  aof  x  bezüglidien  Integration  unter- 
worfen wird,  so  entsteht  ein  Doppelintegral,  welches  man  durch 

Jaxjf{x,y)dy 

bezeichnet  nnd  wobä  die  Anordnung  beider  Int^rationen  von  der 
Rechten  zur  Linken  gelesen  wird.     So  ist  z.  B. 

=  —  J(x+V^  +  9i)  +  Cx+  C^ 

und  darin  bedeuten  C  und  Ci  die  beiden  durch  die  Integrationen 
eingeführten  willkührlichen  Constanten.  Wie  man  sieht,  bietet  die 
Sache  keine  Besonderheiten  dar  so  lange  die  Integrationen  unbestimmt 
bleiben,  sie  verlangt  dagegen  eine  genauere  Untersuchung  hUs  die 
Integrationen  zwischen  bestimmten  Grenzoi  Torgenommen  werden 
Bollen. 

Nach  der  primitiTen  snmmatoriscfaeo  Bedeutung  des  einfachen 
Integrales  ist 


/ 


/(«.f)«»f 
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die  Grenze,  welcher  sich  die  Summe 

•  •  •  +  fi^^Va  +  «1  +  «3  H 1-  «»-i)«« 

unendlich  nähert ,  wenn  die  Anzahl  der  Grössen  £x «  ^2  f  *  '  *  f«  u  s 
Unendliche  wächst,  während  gleichzeitig  jede  einzelne  derselben  gegeo 
die  Null  convergirt  und  ihre  Summe  =1"  —  y©  hieibt.  Dieser 
Grenzwerth  kann  auch  als  Differenz  zweier  Specialwerthe  des  unbe- 
stimmten Integrales 


j  f(x,y)äy  =  F(x,y)  -f  Const. 


angesehen  werden,  jedoch  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  F{x,y) 
innerhalb  der  Integrationsgrenzen  endlich  und  stetig  bleibt.  Diese 
Yoraussetzung  festhaltend,  dürfen  wir 

/(^»3^o)  «1  +  /(äJ, 2/0  +  «1) «2  +  /{(X^^Po  4-  «1  +  «2) £3  H 

.  .  •.+ /(a?,yo  +  «1  +«2H !-««-i)N 

=  F{x,r)  —  F(x,yo)  —  ö 

setzen ,  wobei  nach  §.  64  S.  305  die  mit  6  bezeichnete  Grösse  zin- 
schen —  [i(T — yo)  und  +  ^(Y — yo)  liegt»  wenn  (i  eine  beliebig 
kleine  willkürlich  gewählte  Zahl  bezeichnet.  Geben  wir  dem  x  der 
Reihe  nach  die  Werthe  Xq,  Xq  -\-  Si,  Xq  +  ^1  +  ^2,  .  .  .  aJo  +  ^i 
4"  ^2  +  •  •  •  +  ^m~i  und  multipliciren  die  entstehenden  Gleichun- 
gen mit  ^1,  dg,  .  .  .  ämt  so  erhalten  wir  durch  Addition 

/fei  yo)  *i  «1  +  /fe.  yo  +  fi)  *i  «2  +  /fe,  yo  +  «1  +  «2)  *i  «8  +  •• 

+  /fe  +  *i,«/o)*2  «1  +  /fe  +  *i»2^o  +  «l)*2f2  + 


•  . .  • 


+  f(Xo  -f  Äj  4-  Ä2  H 1-  *,n-l,  Po)  Sm^l    + 

=  [F(xo,r)-^F(xo^y,)]d,  +  [F(xo  +  S,,r)-^F(Xo  +  d,,yo)]Si+'' 

—   K  *1  +  <^2  *2  H f-  ^mSfn)i 

worin  jede  der  Grössen  <^if  (^2,  .  .  .  <Jm  beliebig  klein  gemacht  wer- 
den kann.  Wählen  wir  5i,  ^2»  •  •  •  ^m  so,  dass  ihre  Summe 
=  X  —  i5o  ist,  so  haben  wir  linker  Hand  eine  Doppelsumme  von 
der  Form 

2:2:f(x,y)^x^y, 

worin  sich  die  zwei  Summenzeichen  auf  die  für  x  und  y  geltenden 
Werthepaare 
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beziehen  und  der  Reibe  nach 

/Jx  =  dl,  da,  da,  ...  .  5,„, 

-^jy  =  €i,    «2,   ^Sf   •  *   '  •  ^n> 

zu  nehmen  ist.     Die  erste  Summe  rechter  Hand  lasst  sich 

X 

=J[F{x,  T)  —  Fix.y^yidx  —  q 

setzen,  wo  q  gegen  die  Null  convergirt,  wenn  tn  unendlich  wächst, 
jedoch  ist  hierzu  die  Bedingung  erforderlich,  dass  F(x,  y)  endlich  und 
stetig  bleibt  innerhalb  der  Intervalle  x=Xo  bis  x=zX  und  y  =  Pq 
bis  y  z=z  T,  Was  endlich  die  Summe  Öidx  +  ^2^3  4"  ©tc.  anbe- 
langt, so  zeigen  ganz  ähnliche  Schlüsse  wie  in  §.  64,  dass  sie  zwi- 
schen —  X(X  —  X0)  und  +  A(X — Xfi)  gefasst  werden  kann,  wo  l 
eine  beliebig  kleine  Grösse  ist.  Durch  Uebergang  zur  Grenze  für 
gleichzeitig  unendlich  wachsende  m  und  n  ergiebt  sich  nach  diesen 
Bemerkungen  « 

Um  E2:f{x,  y)  ^x  Jy  =  f[F(x,  T)  —  F(x,  yo)]  dx. 

Um  diesen  Satz  in  Worten  ausdrücken  zu  können,  setzen  wir 

X      r 

Lim  2J2Jf(x,  y)^x^y=  I      I  f(x,  y)  dx  dy, 

Xo       Vq 

d.  b.  wir  definiren  das  bestimmte  Doppelintegral  als  den  Grenzwerth 
der  Doppelsumme  von  f{x^y)^Xjdy^  wenn  x  und  y  alle  mit  den 
Integrationsgrenzen  verträglichen  Werthepaare  erhalten  und  ^x  und 
/iy  gegen  die  Null  convergiren;  die  Gleichung 

X        T  X 

f  ff(p.y)äx  dy  =  J[F{x,Y)'^F{x,y^)\dx 

X 


=  I  dxj  f{x,y)dy 


Xo         Vo 

zeigt  dann ,  dass  jener  Grenzwerth  auch  durch  zwei  aufeinander  fol- 
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gendß  Integrationen  gefonden  werden  'kaoatf  &lls  die  IntegratioDB- 
grenzen  endliche  Grössen  sind  und  die  Functionen 

f{^.ylff(P^y)äy^  Jdxjf{x,y)dy 

innerhalb  jener  Grenzen  endlich  und  stetig  bleiben. 

Aus  der  summatorischen  Bedeutung  des  Doppelintegrales  gebt 
noch  hervor,  dass  es,  wenn  auch  umständlich,  doch  jederzeit  möglich 
wäre,  den  Werth  eines  DoppeHntegrales  direct  mit»  beliebiger  Ge- 
nauigkeit zu  berechnen. 

Den  vorigen  analytischen  Betrachtungen  lässt  sich  auf  folgende 
Weise  ein  geometrischer  Sinn  unterlegen,  der  zur  Lösung  eines 
stereometrischen  Problemes   führt.      In  Fig.  76  mögen    OL  =  x, 

Fig.  76. 


LN  =  y,  NP  =  jP  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes 
P  bedeuten  und  es  sei 

z=:fix,y) 
die  Gleichung  einer  Fläche,  auf  welcher  jener  Punkt  liegt;  femer 
denken  wir  uns  in  der  ^^-Ebene  parallel  zur  y-Achse  zwei  Gerade 
gezogen,  deren  Entfernungen  von  jener  Achse  bekannt,  namlicli 
OZo  =  d^e  und  OLi  =  X  sein  mögen;  in  derselben  Ebene  steUen 
wir  uns  endlich  zwei  Curven  vor,  welche  durch  die  Gleichungen 

LNq  =yo  =  9(a?),  LNi  =  T=  t(x) 
bestimmt  sein  sollen.     Jene  Geraden  und  diese  Curven  schneiden 
sich  im  Allgemeinen  und  bilden  ein  ebenes  theils  gerad,  theils  kmnun- 
linig  begrenztes  Viereck ;  letzteres  betrachten  wir  als  die  Basis  eines 
geraden  Cylinders,    welcher  oberhalb  durch   die    vorhin  erwäbte 
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Fläche  begrenzt  wird,  und  stellen  uns  die  Aufgabe,  das  Volumen  F 
dieses  Gylinders  zu  bereclinen. 

Aendem  wir  x  um  d«,  gleichzeitig  y  um  cfy,  construiren  wir 
femer  das  Rechteck  aus  dx,  dy  und  lassen  von  allen  Punkten  seiner 
Peripherie  Gerade  ||  OZ  bis  zur  Fläche  aufsteigen,  so  erhalten  wir 
ein  Parallelepiped  von  der  endlichen  Höhe  8  und  der  unendlich  klei- 
nen Basis  dxdyi  sein  Volumen  ist  sdxdy  =/(x,y)dxdy.  Das 
gesuchte  Volumen  V  bildet  die  Summe  einer  unendlichen  Menge 
solcher  Elemsitarparallelepipede,  und  daher  ist 

V=  I    I  Bdxdy:=  j  j f{x,y)dxdy, 

wobei  sich  die  Anwendung  doppelter  Summenzeichen  durch  den  Um- 
stand rechtfertigt,  dass  die  Summe  aller  Parallelepipede  nur  dann 
vollständig  zu  erhalten  ist,  wenn  letztere  nach  den  beiden  Richtun- 
gen der  y  und  x  zusammengezählt  werden.  Vereinigt  man  erst  die- 
jenigen Parallelepipede,  welche  zu  einem  und  demselben  x  aber  zu 
den  verschiedenen  von  y^  bis  Y  gehenden  y  gehören,  so  bedeutet  der 
Ausdruck 

Y  Y 

//(a?,  y)  dx  dy  =  dx  j  f{x,  y)  dy 

das  Volumen  einer  Schicht,  welche  die  Dicke  oder  Höhe  dx  besitzt 
und  in  der  Entfernung  x  parallel  zur  Ebene  ye  steht,  mithin  den 
Querschnitt  NqNi  Qi  Qo  zur  Basis  hat.  Durch  Vereinigung  aller  die- 
ser von  a;  =  Xe  bis  d;  =  X  reichenden  Schichten  erhalten  vnr  das 
ganze  Volumen 

X         Y 

1)  F=  jdxjf{x,y)dy. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auch  mittelst  der  Formel 

Udx, 


=/ 


worin  17  den  Flächeninhalt  des  Querschnittes  NqNiQiQq  bedeutet, 

welcher  im  Abstände  x  parallel  zur  ^^r-Ebene  gelegt  ist.     Nach  der 

bekannten  Regel  zur  Quadratur  ebener  Flächen  hat  man,  LN=  y 

als  Abscisse  und  NF  =  jp  als  Ordinate  ansehend, 

y 


17=   j  zdy^ 


Wo 


448  Cap.  XVI.  §.  95,    Die  Doppelintegrale  etc. 

mithin  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung 

V  =    I    \  I  zdy  i  dx  =  I  dx  J  edy. 

Xq        ffQ  Xq  yo 

Diese  Formel  stimmt  mit  Nro.  1)  überein,  sobald  f{x^y)  für  f  ge- 
setzt wird. 

Als  Beispiel  einer  solchen  Cubatur  diene  folgender  Fall.  Die 
oberhalb  begrenzende  Fläche  sei  ein  elliptisches  Paraboloid,  bestimmt 
durch  die  Gleichung 

e  =  ax^  4^  ßy^; 

die  Basis  des  Volumens  sei  ein  rechtwinkliges  Dreieck  (Fig.  77)  mit 


Fig.  77. 


den  Katheten  OA  =  ß, 
05  =  b.  Die  SummaüoD 
aller  Volumelemente ,  d.  L 
die  doppelte  Integration  be- 
zieht  sich  dann  aaf  aQe 
positiven  x  und  y,  welck 
der  Bedingung 

o<£4.^<i 

genügen,  mithin  sind  die 
Integrationsgrenzen 


Xq  =  0,  Z  =  OÄ   =  a, 

yo  =  0,  r  =  xjvi  =  5  (i  -  j) 

*■ 

Dies  giebt 

V—  fdx  Hax^i-  ßy^)dy 


0  0 

a 


0    • 

=  ^ah(aa^  +  ßh^). 

Denkt  man  sich  denjenigen  Punkt  D  der  Fläche  aufgesucht,  dessec 
Coordinaten  OÄ  =  a,  OB  =  AC  =  1,  CD  =  c  sind,  so  ist 
c  =  aa^  -\-  ßl^,  mithin  F  gleich  dem  zwölften  Theile  des  Pari- 
lelepipedes  aus  den  Kanten  a,  &,  c. 


/ 
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Für  ein  zweites  Beispiel  behalten  wir  das  elliptische  Paraboloid 
als  obere  Begrenzungsfläche  bei,  nehmen  aber  als  Basis  die  ganze 
aus  den  Halbachsen  a  und  h  construirte  Ellipse.  Die  Integrationen 
beziehen  sich  jetzt  auf  alle  positiven  und  negativen  x  und  y,  welche 
der  Bedingung 

« s  (z)' + (f )'^ ' 

genügen;  daher  ist 

V  =  Jdx  I  (aa?3  +  ßy'^)  dy. 

Die  Ausführung  beider  Integrationen  giebt 

F=  \7tal)(aa^  +  ßh^)  =  \7tahc, 
worin  wieder  ein  einfacher  stereometrischer  Satz  liegt. 


§.  96. 
Die  Umkehrung  der  Integrationenfolge. 

Durch  die  summatorische  Bedeutung  des  Doppelintegrales,  welche 
in  der  Definition 


// 


f{x^y)dxdy  =^  IAm2J2Jf(x,y)^x^y 

ausgesprochen  ist,  wird  man  (ähnlich  wie  bei  den  unendlichen  Dop- 
pelreihen) zu  der  Frage  veranlasst,  ob  derWerth  des  Doppelintegra- 
les ungestört  bleibt  oder  nicht,  wenn  man  die  beiden  angedeuteten 
Integrationen  in  umgekehrter  Reihenfolge  ausführt. 

Betrachten  wir  zunächst  den  Fall,  wo   die  Integrationen  unbe- 
stimmte sind,  und  nennen  V  den  Werth  des  Doppelintegrales,  so  ist 

Andererseits  gilt  nach  §.15  die  Gleichung 

8^  V   _   d^V 
dxdy       dydx 
vorausgesetzt,   dass  die  Yariabelen  x,  y  keine  solchen  Werthe  erhal- 
ten, wodurch  eine  der  Functionen 

Schlömilch,  AnalysiB.   I.  29 


n 


■  ■  •  ■ 
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die  Grenze,  welcher  sich  die  Summe 

unendlich  nähert ,  wenn  die  Anzahl  der  Grössen  £x »  ^2  *  *  * '  ^a  u  s 
Unendliche  wächst,  während  gleichzeitig  jede  einzelne  derselben  gegen 
die  Null  convergirt  und  ihre  Summe  =  Y  —  ye  bleibt.  Dieser 
Grenzwerth  kann  auch  als  Differenz  zweier  Specialwerthe  des  unbe- 
stimmten Integrales 


1 

j  f{^^y)äy  =  F{x,y)  +  Const. 


angesehen  werden,  jedoch  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  'F[x^^ 
innerhalb  der  Integrationsgrenzen  endlich  und  stetig  bleibt.  Diese 
Voraussetzung  festhaltend,  dürfen  wir 

/(i?»yo) «1  +  /(ic,2/o  +  «i)«2  +  /(a?,2^o  +  «1  +  «2)£3  H 

•  •  •.+  /(^i2/o  +  «i  ^-^2^ l-««-i)^ 

—  F{x,r)  —  F(x,yo)  —  ö 

setzen ,  wobei  nach  §.  64  S.  305  die  mit  6  bezeichnete  Grösse  zwi- 
schen —  II  {Y — ^o)  i^^d  4"  y^iX — ^o)  liegt»  wenn  ft  eine  beliebig 
kleine  willkürlich  gewählte  Zahl  bezeichnet.  Geben  wir  dem  x  der 
Reibe  nach  die  Werthe  Xq^  Xq  +  Äj,  ajo  "h  ^1  +  ^2>  •  •  •  ^  +  ^1 
-h  ^2  +  •  •  •  +  ^m— 1  und  multipliciren  die  entstehenden  Gleichun- 
gen mit  81,  dg,  .  .  .  d^,  so  erhalten  wir  durch  Addition 

/(^oi  ya)  Si  Si  +  f(xo,  yo  +  £1)  5i  fg  +  /(xq,  s^o  +  «1  +  «2)  *i  «s  +  " 


•     •    •    . 


+  /(a-o  +  *l  4-  *2  H 1-  Öm-1,  yo)  *mfl    + 

=  [F(xo,  Y)-F(xo. yo)] d,  +  [F(xo+d,,  Y) - F^Xo  +  5i.yo)]«2+- 

—   (öl  5l   +  <^2  *2  H h  <imSm), 

worin  jede  der  Grössen  <Ji,  (Jg»  •  .  •  <im  beliebig  klein  gemacht  wer- 
den kann.  Wählen  wir  di,  82,  .  >  -  S^  bo,  dass  ihre  Summe 
=  X  —  %  ist,  so  haben  wir  linker  Hand  eine  Doppelsnmme  tod 
der  Form 

EEf{x,y)Jxdy, 

worin  sich  die  zwei  Summenzeichen  auf  die  für  x  und  y  geltendes 
Werthepaare 
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beziehen  und  der  Heihe  nach 

Z/OJ  =  5],  ^2»   ^3»   •   •  •  •  ^mi 
•  •  ^y  =  ^1>    ^2>    *8»   •  •   •   '  ^n> 

ZU  nehmen  ist.     Die  erste  Summe  rechter  Hand  lässt  sich 

X 

=J[F(x,  T)  -  F(x,yo)]dx  ~  q 

setzen,  wo  Q  gegen  die  Null  convergirt,  wenn  m  unendlich  wächst, 
jedoch  ist  hierzu  die  Bedingung  erforderlich,  dass  F(x,  y)  endlich  und 
stetig  bleibt  innerhalb  der  Intervalle  x=Xo  bis  aJ  =  X  und  y  z=  y^ 
bis  y  =  T.  Was  endlich  die  Summe  (Jx^i  +  <^2^3  4"  ^tc.  anbe- 
langt, so  zeigen  ganz  ähnliche  Schlüsse  wie  in  §.  64,  dass  sie  zwi- 
schen —  X(X  —  Xg)  und  +  ^(^  —  ^e)  gefasst  werden  kann,  wo  A 
eine  beliebig  kleine  Grösse  ist.  Durch  Uebergang  zur  Grenze  für 
gleichzeitig  unendlich  wachsende  m  und  n  ergiebt  sich  nach  diesen 

Bemerkungen  « 

z 

Lim  EZfix,  y)  ^x  Jy  =  f[F{x,  T)  —  F{x,  y^)]  dx. 

Um  diesen  Satz  in  Worten  ausdrücken  zu  können,  setzen  wir 

X      r 

Lim  2^2^  fix,  y)  Jx^y=^  j     j  f(x,  y)  dx  dy, 

d.  h.  wir  definiren  das  bestimmte  Doppelintegral  als  den  Grenzwerth 
der  Doppelsumme  yon  f{x,y)dx^y,  wenn  x  und  y  alle  mit  den 
Integrationsgrenzen  verträglichen  Werthepaare  erhalten  und  /Ix  und 
^y  gegen  die  Null  convergiren;  die  Gleichung 

X        Y  X 

J  Jf(p.y)dx  dy  =  J[_F(x,T)  —  F{x,yg)\dx 
«0     yo  ^0 

X 


~  l  ^^J f^^^y^^y 


seo         yo 

zeigt  dann ,  dass  jener  Grenzwerth  auch  durch  zwei  aufeinander  fol- 
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wobei  X  und  p  an  die  Bedingung  gebunden  sind,  dass  der  Punkt  xy 
die  Cylinderbasis  nicht  überschreiten  darf.     Aus  dieser  Bedingung! 
ergeben  sich  in  jedem  Falle  die  nöthigen  Integrationsgrenzen,  wobei 
wir  der  Einfachheit  wegen  voraussetzen,  dass  die  Curve  LqMoLiMi 
von  einer  Geraden  in  nicht  mehr  als  zwei  Punkten  geschnitten  wer- 
den könne.     Integrirt  man  zuerst  in  Beziehung  auf  y  bei  vorlänfig 
Constanten  ar,  so  sind  (wie  in  §.  95)  LLq  =  3^0»  -^-^i  =  ^  die  Inte- 
grationsgrenzen für  y;    die  nachherigen  Integrationsgrenzen  für  x 
sind  die  Entfernungen,  in  welchen  die  beiden  parallel  zur  ^-Achse 
an  die  Cylinderbasis  gelegten  Tangenten  die  aj- Achse  schneiden.  Will 
man  dagegen  zuerst  nach  x  integriren,  so  verlängert  man  die  Gerade 
MN  bis  zu  ihren  Durchschnitten  Mq  und  Mi  mit  der  CylinderbaBis 
und  erhält  MMq  =  |o»  MMi  =  S'^  die  Grenaen  für  die  nachherige 
auf  ^  bezügliche  Integration  ergeben  sich,  wenn  man   parallel  zur 
X-Achse  Tangenten  an  die  Cylinderbasis  legt.     Sowohl  bei  dem  er- 
sten als  bei  dem  zweiten  Systeme  von  je  vier  Integrationsgrenzen 
ist  die  Bedingung  erfüllt ,  dass  der  Punkt  N  die  Cylinderbasis  nicht 
überschreitet;  dann  erhellt  aber  ohne  Weiteres,  dass  die  Summirung 
aller  Yolumenelemente  zdxdy  in  beiden  Fällen  dasselbe   Cylinder- 
volumen  liefern  muss. 

Am  einfachsten  wird  die  Sache,  wenn  alle  vier  Integrations- 
grenzen absolute  Constanten  sind,  was  geometrisch  bedeutet,  dass 
die  Cylinderbasis  ein  Hechteck  ist,  dessen  Seiten  parallel  zu  den 
Achsen  x  und  y  liegen.     Man  hat  in  diesem  Falle 

ah  ha 

j  j fip^  y)^^  ^y=j  I fip^  y)  dy  dx, 

aß  ß      a 

wenn  die  sonst  noch  angegebenen  Bedingungen  erfüllt  sind. 
Als  Beispiel  betrachten  wir  das  Doppelintegral 

ab  b        a 

I     I  e  —  'v  sinxdxdy  =z    I     J  e"^'  sinxdydx] 

00  00 

es  ergiebt  sich,  wenn  jedesmal  die  erste  der  angedeuteten  Integrar 
tionen  ausgeführt  wird, 

a  b 

/l  —  e-»*     .       ,           ri  —  e'^vicosa-]-  ysina)  , 
—X —  ^^^^  ^^  =7 iVy»    ^^ 

h  b 

; — ; — -  dy  —  sina  1  ^, — -  dy. 
^   ^  +y'  J  1  +y^    ^ 
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Da  der  Bruch  - — ; zwischen  0  und  1  liegt,  so   ist   der  Werth 

des  mit  cos  a  multiplicirten  Integrales  positiv  und  kleiner  als 

*  1   fr— ab 


J  a 

0 


für  das  zweite  Integral  rechter  Hand  gilt  eine  ähnliche  Bemerkung, 
and  man  hat  daher 


a 

1  —  e — **  1  —  e — *^ 

sin  xdx  =  arctan  h (qq  cosa  4*  Qi  sinaY 


J  X  a 

0 

wo  ^0  und  Qi  nicht  näher  bestimmte  positive  echte  Brüche  bezeich- 
nen. Durch  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  a  er- 
giebt  sich  femer,  a  und  h  als  positiv  vorausgesetzt, 


A 


—  g— 6a? 


1)  / sin  xdx  =  aräanh 

J  X 

0 

Das  Integral  linker  Hand  zerfällt  in  die  beiden  Integrale 

/OD 
sinx   ,            r$inx    _x«, 
dx  —  I  e-^'^dx, 
X                     J        X 
0                                    0 

8tfl  X 

und  da immer  zwischen  4-  1  und  —  1  enthalten  ist ,  so  liegt 

X  ' 

der  Werth  des  zweiten  Integrales  zwischen 

j  er^'^dx  und  —    /c-**c?jc, 


0  0 

er  kann  deshalb 

00 


=  '/' 


=  Q  I  e-^''dx  =  Q  — 


gesetzt  werden,  wenn  Q  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch 
bedeutet.     Aus  der  nunmehrigen  Gleichung 


rsi 


stnx  ,  Q  


dx  —  ■?-  =  ardanJ) 


X  l> 

folgt  für  6  =  OD 

rsinx  .         n 
2)  J--äx  =  j> 

0 
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Dieses  Beispiel  lehrt  gleichzeitig,  wie  man  sich  in  den  Fällen  zn  ver- 
halten hat,  wo  unendliche  Integrationsgrenzen  vorkommen. 

Um  auch  ein  Beif^iel  für  den  allgemeinen  Fall  zu  hahen,  he- 
trachten  wir  das  Doppelintegral 


y  =  f  fV4:  c2  —  a?3  —  y5 


dxdy^ 


worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven,  der  Bedingung 

(a;  — c)2  -f  2^2  <  c2 
genügenden  x  und  y  beziehen  mögen.     Geometrisch  bedeutet  hier  F 


Fig.  79. 


das  Volumen  eines  Cy- 
linders,  welcher  den  über 
OA  =  2c  construirten 
Halbkreis  zur  Basis  hat, 
und  von  einer  mit  dem 
Radius  OÄ  beschriebe- 
nen Kugel  geschnitten 
wird  (Fig.  79).  Integrirt 
man  zuerst  in  Beziehung 
auf  y,  so  sind  0  und 
LQ=  V2  ex  —  ««die 
zugehörigen  Integra- 
tionsgrenzen; nachher  ist 
X  von  0  bis  2c.  auszu- 
dehnen, also 


9e         y  2cx—aß 


V=    idx  jV4:C^--x^  —  y^dy 

0         0 

2c  . 

=  \   Aa:  1(2 c  —  a;) V"2^  +  (4 c« -- «2) arcsml/ — ^ 

=  (kn^^{2cy. 
Bei  umgekehrter  Anordnung  der  Integrationen  gelten  für  x  die  Gren- 
zen MSq  =  c  —  Vc^  —  y^  und  MSi  =  c  +  Vc2  —  y\  für  y  die 
Grenzen  0  und  c,  mithin  ist  auch 


=/i,/VJ 


C2— -a;»  — y2  dx. 

0      c~y^^ 

Als  Werth  des  ersten  Integrales  findet  man 
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(  y4c«— y«  V4c2  — 2/ä 

derselbe  lässt  sich  aber  noch  sehr  zusammenzielien.  Das  Quadrat 
vom  Inhalt  der  ersten  Parenthese  ist  nämlich  2y^(c  —  y),  mithin  der 
Inhalt  selbst  =  y  V2(c  — y);  mittelst  der  Formel  9)  auf  S.  5  er- 
giebt  sich  femer  als  Differenz  der  beiden  Kreisbögen  der  eine 
Bogen 


aresin  IVTc  ^'  +  ^^^^^)'  '  ^' -  >'^^-^^)M 

.    2Vc(4cä— 3ctt«— «*)  .    2Vc(c  — «) 

=  «'•^«"  '-TdT^y^^  =  «'•«''«      2c-/ 

=  «res.»  [2 yCII  \/l  -  ^]=2ammV^^. 

wobei  die  Formel 

arcsin  (2  y  V"l  —  y'^)  r=  2  aresin  y 
angewendet  worden  ist.     Nach  diesen  Bemerkungen  erhält  man 


y=J    yVc(c-2/)  +  {U^ -^y^) arcsin  y  ^.^-A  dy, 

was  zu  demselben  Werthe  von  F  führt  wie  die  vorige  Rechnung. 

Den  Nutzen,  welchen  die  Umkehrung   der  Integrationenfolge 
gewähi't,  zeigt  das  etwas  allgemeinere  Beispiel 

F=    I    jVAc^  —  ipa  —  y»  ^{y)dxdy, 

worin  ^  (y)  eine  beliebige  Function  von  y  bedeuten  und  die  Inte- 
grationsbedingung dieselbe  wie  vorhin  sein  möge.  Hier  lässt  sich 
bei  der  ersten  Anordnung  die  auf  y  bezügliche  Integration  im  All- 
gemeinen gar  nicht  ausführen,  wohl  aber  kann  man  bei  der  zweiten 
Anordnung  genau  wie  vorhin  rechnen;  damit  gelangt  man  zu  der 
Gleichung 

I      /V4c2  — a?3—  y^tlf(i/)dxdy 
0      0 


=  f  lyVcic  —  y)  +  (4  c2  —  y3)  arcsin  y  j^zA  *^^ ^^» 
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welche  die  Reduction  des  Doppelintegrales  auf  ein  einfaches  dar- 
stellt 

Hinsichtlich  des  allgemeinen  Doppelintegrales 

X       Y 

y=f  ff{x,y)dxdy 

fügen  wir  noch  eine  Bemerkung  für  den  Fall  bei ,  dass  die  Function 
/(a?,  y)  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  Unterbrechungen  der  Con- 
tinuität  erleiden  sollte.  Wird  /{x,  y)  nur  einmal  discontinuirlich  imd 
zwar  für  x  =  ^  und  y  =  rj^  wo  |  zwischen  Xq  und  X,  i?  zwischen 
yo  und  Y  liegt,  so  betrachtet  man  V  als  den  speciellen  Werth,  wel- 
chen die  Summe 

/—er  X        r 

J  A^,  y)  äxdy  +  J      I  fix,  y)  dx  dy 

itQ  yo  *l+<^    yo 

bei  gleichzeitig  verschwindenden  d  und  s  erhält.  In  jedem  der  bei- 
den einzelnen  Integrale  bleibt  f(x,  y)  continuirlich  und  daher  können 
dieselben  wie  früher  behandelt  werden.  Aehnlich  verhält  sich  die 
Sache,  wenn  mehrere  Unterbrechungen  der  Continuität  vorhanden 
sind.  Im  Allgemeinen  gilt  hier  der  Satz  nicht  mehr,  dass  der  Werth 
des  Doppelintegrales  unabhängig  von  der  Anordnung  der  Integra- 
tionen ist. 


§.  97. 
Doppelintegrale  in  Folarcoordinaten« 

Will  man  in  einem  Doppelintegrale  statt  einer  der  beiden  Va- 
riabelen  x  und  y  eine  neue  Veränderliche  substituiren ,  so  hat  man 
ganz  wie  in  §.  91  zu  verfahren,  und  daher  bedarf  dieser  Fall  keiner 
besonderen  Auseinandersetzung;  dagegen  wird  die  Sache  anders, 
wenn  statt  x  und  y  gleichzeitig  zwei  neue  Yariabele  einzufahren 
sind. 

I.  Wir  betrachten  zuerst  den  einfachen  und  häufig  vorkommen- 
den Fall,  wo  das  Doppelintegral 

1)  y=f ff(?^y)dxdy 

in  Folarcoordinaten  transformirt,  also 

2)  a;  =  rcosO,  y  ==  rsind 
gesetzt  werden  solL 


DeokcB  wir  xia  £»*  jscr  f  Wxi^c^icäj*  LiTv'i£rj;x*Ä  jC*  »i^^  ^rt*>v'A 
so  köDDea  wir  wasüehsn  }  fir  ji  Äifljtr«!».  wx^cia:  wxr  **$  >j5Wfc  V^^vs^ 

JI  =  JT  *xm  ^ 
bilden,  wv^in  x  wüs  Cccstiz^»  im  Vicr^-^:«»  »5:  »Iw«  ^t^rb* 

Um  zweitens  r  an  tue  Stelle  toq  x  za  Vn::^*a*  ;?xtW$iCu^rv^  >J»*v 
X  =  rcosO  und  beacKtea,  diss  hier  a^:»  <%»i$t^iK  vl*^\^x^tt  t  vtv'' 
neue  Yarübele  ist:  wir  erä:ilten  so 

=  11  f(r  cosd,  r  Sf M  ti)  r  dr  dd , 
wofar  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Integratioiion  äwcK 

3)  V=  r  ffircosO,  rsinß)rdOdr 

geschrieben  werden  kann.  Die  Einführung  von  rolÄiTOor\lin»ton 
geschieht  also  in  der  Weise,  dass  or,  ^,  dx  dy  dor  lloiho  imoii  ihtrol\ 
rcosdj  rsindy  rdOdr  ersetzt  werden. 

Der  geometrische    Sinn    dieser   Transformation    int    folgoutlt't\ 
Betrachten  ynr  0  =f(x,y)  wieder  als  Gleichung  oinor  Fhicho  uiul 

F  =    /    I  zdxdp  alB  Volumen,  so  bleibt  ob  fUr  die  OrOnn«  vt»u  V 

gleichgültig,  ob  die  Basis  dieses  Volumons  in  roüliirrltfiW'nnM.i*  odnt* 
in  anders  gestaltete  Elemente  zerlegt  wird,  wunn  ntir  dioKn  KIninittttd 
die  Basis,  und  die  über  den  Flächenelemontoti  oonNtntii'lntt  Piiriillnl-* 
epipede  das  gesuchte  Volumen  wirklich  ausfUlIon.  hirjoniKf^  /»'i'- 
legung  nun,  welche  einem  polaren  CoordinatonNyMidntn  iiti(.»pt'l(  li(, 
ergiebt  sich  von  selbst,  wenn  man  r  und  0  gloiohzoiii^  AtHinti,  titid 
während  das  rechtwinklige  Coordinatonsyntem  zu  oitidr  nnlmrlilftnl.« 
fthnlichen  Theilung  der  Basis  führt,  sind  bei  dorn  Vii\nrnyn\.mtiti  <IUt 
einzelnen  Elemente  von  zwei  conceniriMc)i<m  Kmi^fWi^fiti  und  vom 
zwei  Radien  begrenzt  (Fig.  80  iL  81  a*  f,  H,),  Ir^itnd  mtmn  lUt^^f^r 
Elemente  NNiNiNi  (Fig.  81)  kann  alu  H^uhUM'M  «u»  didi  fi<*H^iii 
^^1  und  NNi  betrachtet  werden  und  zwar  i*t 

OL  =  z,LN=  y,  ON  —  f,  L  I^^>N    -  0, 

NNi  =  dr,  NN,  —  rdfß,  YMuU  N N^  N,  N^      rdfß.är. 
Das  Volumen  F  enUtfrf.t  dnrch  HiiTftr(itniuf(  fUrr  i'HrhU^'U  ^/^h  '\'t  u\,*  r 
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den  FlächeneleiiieDt«n;  der  Inhalt  eines  solchen  Parallelepipedta  irt 
xrdddr,  folglich 

7=  P  ferdQdr, 

Fig.  80.  Fig.  81. 


) 


was  mit  Nr.  3)  übereinstimmt,  wenn  e  =/{x,;f)  =f(rcosO,  rainO] 
wieder  eingesetzt  wird. 

Die  Integrationsgrenzen  fOr  r  und  Q  sind  in  jedem  Falle  heson- 
ders  zu  beetimmen.  8ind  die  ursprünglichen  Grenzen  fir  X  ond  jf 
Bo  beschafien,  dass  der  Funkt  xy  innerhalb  eines  Contoors  bleibt, 
welcher  von  einer  Geraden  in  höchstens  zwei  Punkten  geachniüen 
werden  kann,  so  ergeben  sich  die  Integrationsgrenzen  für  r,  wcdo 
man  den  RadiuHvector  OJV  bis  zu  seinen  Durchschnitten  Qu  und  ft 
mit  jenem  Contour  verlängert  (Fig.  81);  die  Grenzen  fttr  fl  sind  nach. 
her  die  Winkel  LOTq  aad  LOT,,  welche  zwei ,  von  0  aus  ta,  den 
Contour  gelegte  Tangenten  mit  der  «-Achse  einachlieBsea  Fflr  0  Qa^Tt, 
OÖi  =  Ä,  Z_  XOTo  =  Öo,  £.  LOT,  =  0  ist  dann 


-// 


f(rcosO,rsin(i)rdddr. 


Einige  allgemeinere  Beispiele  mögen  dies  erläutern.  Beziehui 
eich  die  urapr anglichen  Integrationen  auf  alle  positiven  x  und  y, 
welche  der  Bedingung  x^  -\-  y*  <  c*  genügen,  so.  bleibt  der  Punkt 
fcy  innerhalb  eines  mit  dem  Radius  c  beschriebenen  Kreisquadtanten; 
man  erbUt  für  diesen  Fall 


*)     f  //(?>.  y)  dxdy  =  J    Jj 


f(rcosB,rsinQ)rdddr. 


iBt  oreprüngliob  die  Bedingung  gegeben,   dass  sowohl  x  sie  jf, 
positiv  und  (x  —  c)'  +  y'  <  c*  sein  soll,  so  bleibt  der  Punkt  IJ 
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im   Innern    eines    Halbkreises,    dessen    Dnrclimesser    2e   anf    der 
jp- Achse  liegt;  dies  giebt 

»)       J    Jf(x,y)dxdjf  z=  J      rf(rcosd,rsind)rdddr. 

0         0  ff 

Hiemach  ist  spedell 

8c       y  Sex— X«  Jw      iceo*9 

J     jV^C^  —  a;l  —  y3  ^xd^  =    j 


0         0 


=y<lö.|(2c)»(l-«tn3fl)  =  |(2c)^(|;r-D 

0 

übereinstimmend  mit  der  viel  umständlicheren  Rechnnng  im  vorigen 
Paragraphen. 

Das  unter  Nro.  5)  verzeichnete  Integral  lässt  sich  auch  auf  die 
Weise  transformiren,  dass  man  erst  x  =  Xi  —  c  und  nachher  Xi  :=: 
rcosO,  y  =  rsinO  setzt,  wovon  der  geometrische  Sinn  leicht  einzu- 
Beben  ist;  man  erhält  zuletzt 

»c      ■V2CX— X«  n       e 

6)        r  ff(x,y)dxdy=  r    ['/{rcosd-^c,  r8in6f)rdOdr. 

0         0  0        0 

Wenn  sich  die  ursprünglichen  Integrationen  auf  alle  positiven  x 
and  y  beziehen,  so  durchläuft  der  Punkt  xy  die  ganze  unendliche 
Ebene,  welche  von  den  positiven  Theilen  der  x-  und  j^- Achse  begrenzt 
wird;  bei  Polarcoordinaten  geschieht  dasselbe,  sobald  r  von  0  bis  oo, 
dagegen  0  von  0  bis  |9r  ausgedehnt  wird,  mithin  ist 


J  jf(Xyy)dxdy  =  J     fj 


0       0  0  0 

Als  gelegentliche  Anwendung  hiervon   diene    die  Ermittelung 
des  Werthes  von 


/ 


er'^dx, 

0 

welcher  vorläufig  mit  K  bezeichnet  werden  möge.     FOr  das  Doppel- 
integral 

y     Je-^'^^^dxdy, 
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hat  man  erstens 


^         A-^  dx  je-9*dy  =  K^, 


0  0 

andererseits  ist  dasselbe  nach  Nro.  7) 


i^    -.  U 


=J    Je-^rdedr  =  jdd^\  =  \n. 

0  0  0 

Die  Vergleichung  beider  Resultate  giebt^JT  =  |  Vn  d.  L 

je-'^dx  =  \Vn. 

0 

IL  Auf  die  in  Nro.  4),  5)  und  6)  betrachteten  Integrale  lassen 
sich  einige  andere  von  etwas  allgemeinerer  Form  zurückfahren. 
Sind  die  ursprünglichen  Integrationen  so  zu  leiten,  dass  bei  positiveu 
X  und  y 


ey+(f)'^ 


bleibt,  so  bewegt  sich  der  Punkt  xy  innerhalb  eines  Ellipsenquadran- 
ten,  und  es  ist  dann 


h 


F=  /  I f(x,y)dxdy. 

0      0 

Indem  mau  erst  x  ^=^  a^^  nachher  y  ■=  hrj  substituirt,  kommt  man 
auf  ein  neues  Integral,  welches  an  die  Bedingung  ^'^  +  'j'  ^  1  ?^ 
bunden  ist,  nämlich 

1  n^ 

V=al)  f  ff(alhTi)dldij. 

0       0 

Dieses  lässt  sich  nach  Nro.  4)  behandeln,  wenn  man  c,  x,  y  durch 
1,  I  =  rcosö,  1^  =  rsind  ersetzt;  hiernach  wird 


.y.-C^y         i 


a       r         \a/  a 


«^      1 


9)       /    I  f(x, y) dxdy  =  al)l      I  /(arcos  ö,  Irsin  ff)r  dddr, 

Y     0  0         0 

Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  aus  Nro.  6)  und  7) 
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Ja    *K^'5"""W  ijr      2eotd 


I     I  f(x,y)dxdy  =  ah    1     J  f{arco8d,hr8inO)rdOdr 

0        0  0  0 


10)  ^ 

0     "8  0 

n     1 


ah   J   I f(arcosO — a,hr8in0)rdd  dr. 

0       0 


§.  98. 
Substitution  neuer  Variabelen  in  Doppelintegralen. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  gezeigte  Transformation  ist  nur 
ein  Bpecieller  Fall  des  allgemeinen  Problemes,  statt  der  ursprüng- 
lichen Variabelen  x  und  y  zwei  neue  Variabele  s  und  t  einzuführen, 
Welche  mit  jenen  durch  zwei  Gleichungen 

1)  x=  (p($,t),  y  =  ^(s,0 

verbanden  sind.  Will  man  diese  Substitutionen  nicht  gleichzeitig,  son- 
dern nach  einander  bewirken  und  zwar  zuerst  y  durch  i  ersetzen,  so 
denke  man  sich  8  aus  beiden  Gleichungen  eliminirt  und  das  Resultat 
auf  die  Form 

gebracht;  für  die  erste  Integration  bleibt  x  constant,  und  es  wird 
daher 

fff{x,y)dxdy  =JJ'f[x,x(x,t)]  dx  ^1^  dt. 

Sabstituirt  man  jetzt  (p{8,t)  für  x,  wobei  t  als  constant,  dagegen  8 
als  die  neue  für  x  eintretende  Variabele  zu  betrachten  ist,  so  erhält 
man  ein  Kesultat  von  der  Form 

ffÄx.y)dxdy  =  fff[<p(s,t),  t(s,ty]Sldsdt, 

wo  52  eine  Function  von  8  und  t  bedeutet,  die  sich  durch  Ausfüh- 
rung der  angedeuteten  Operationen  von  selber  bestimmt. 

Dieses  Verfahren  erlaubt  eine  wesentliche  Modification,  wenn 
inan  beachtet,  dass  es  nur  darauf  ankommt,  dxdy  auf  die  Form 
Sldsdt  zu  bringen,  indem  man  bei  der  ersten  Integration  x  als  Gon- 
itante  ansieht.  Statt  nämlich  aus  den  Gleichungen  1)  die  Variabele 
s  zu  eliminiren ,  kann  man  auch  d8  herausschaffen ,  was  folgende 
Rechnung  giebt.     Man  hat  zimächst,  weil  erst  x  als  Gonstante  gilt. 
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mithin  durch  Elimination  von  ds 

dq>  dt  _  8y  djf 

,           da'  dt         dt'  ds  ^, 
dy  = ^- dt. 

ds 

Bei  der  zweiten  Integration  ist  x  die  ursprüngliche,  8  die  neae  Ya- 
riabele,  daher 


^Ä  =  -^  dSj 
öS 


also  zusammen 


,     ,  /d(p  dtlf        dtp  diii\  ,    -^ 

^^^^  =  Vä7-8?-87-87r^^'- 

Die  allgemeine  Formel  zur  gleichzeitigen  Substitution  zweier  oeueo 
Variabelen  lautet  jetzt 

j  j fipiiyy)dxdy 

Zu  derselben  Formel  gelangt  man  durch  folgende  geometnsche 
Betrachtung,  bei  welcher  das  ursprüngliche  Doppelintegral  wieder 
als  Volumen  (s.  §.  95)  angesehen  werden  möge.  Zwei  willkührliche 
Grössen  s  und  t^  welche  die  Lage  eines  beliebigen  Punktes  in  der 
Horizontalebene  bestimmen,  lassen  sich  als  Coordinaten  dieses  Punk- 
tes betrachten ,  wenn  man  den  Begriff  der  Coordinaten  in  seiner  wei- 
testen Bedeutung  nimmt.  Die  Gleichungen  1)  vermitteln  dann  deo 
Uebergang  von  den  ursprünglichen  rechtwinkligen  Coordinaten  i 
und  y  zu  den  neuen  Coordinaten  s  und  t.  Für  die  Grösse  des  Vo- 
lumens V  ist  es  aber  gleichgültig ,  ob  seine  Basis  in  rechteckformige 
oder  anders  gestaltete  Elemente  zerlegt  wird,  und  daher  fragt  es  sich 
nur  noch ,  welche  Zerlegung  dem  neuen  Coordinatensysteme  der  s 
und  t  entspricht.  Sowie  nun  das  frühere  Element  ein  Rechteck  war, 
dessen  vier  Ecken  durch  die  Coordinaten 

X,  y\  X  +  dx,  y\  «,  j/  +  dy\  x  ^  dx,y  -\-  ^'9 
bestimmt  wurden,  so  müssen  wir  als  neues  Element  ein  Viereck  neii- 
men,  dessen  Ecken  ^,  ^i,  JV^^t  ^z  die  Coordinaten 

s,  t\  s  -|-  ds^  t\  8,  *  -{-  e?f;  s  -f  ds^  t  ■\-  dt 
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haben  (Fig  82).     Da  die  Bögen  NNu  N1N2,  JV^J/»,  N^N  unendlich 

klein  sind,  so  können  wir  sie  als 
gerade  Linien  und  das  Flächen- 
element NNiN^N^  als  das  Dop- 
pelte des  Dreiecks  NN1N2  be- 
trachten; letztere  Fläche  lässt  sich 
aber  durch  die  Co  ordinalen  ihrer 
Ecken  ausdrücken.  Bezeichnen 
wir  nämlich  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  der  Punkte  N,  Ni 
und  ^2  niit  x  und  y,  Xi  und  yu 
x-i  und  ^2)  ^^  i^t  die  Fläche  des 
Dreiecks 
NN,N^  =  \[(x,-^x){y,-y)  -  (x,^x){^^-y)l 

mithin  die  Fläche  des  Elementes 

NNiN^Ni  =  (xi  —  x)(y2--y)  —  (X2  —  x)  (t/i  —  y). 

Der  Punkt  ^1   entstand  aber  aus    dem  Punkte  N  durch  alleinige 

Aenderung  des  8,  mithin  ist 

dx  .8^-1 

«1  =  «  +  g^  ^s,   yi  =  y  +  g^  ^5; 

ebenso  führte  die  partielle  Aenderung  des  t  von  N  na^ch  ^2  >  nian 
bat  folglich 

x^  =  X  +  -^  dt,    2/2  =  y  +  —  dt. 
Durch  Substitution  dieser  vier  Werthe  ergiebt  sich 

oder  wegen  der  Gleichungen  1) 

NN,N,N,  =  (^_._  -  _.— j  dsdt. 

Das  Product  z.NNiN^N^  =  f(x,y)»N'iN<iNsN2  stellt  wieder  das 
Volamen  eines  unendlich  dünnen  Parallelepipedes  dar,  und  die  Dop- 
pelsnmme  aller  dieser  Yolumenelemente  giebt  das  ganze  Volumen; 
nach  Substitution  der  Werthe  von  x,  y  und  ^i  ^2  ■%  -^2  gelangt  man 
zu  der  Gleichung  2). 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  bei  bestimmten  Doppelintegra- 
leir  die  neuen  auf  5  und  t  bezüglichen  Integrationsgrenzen  besonders 
za  ermitteln  sind.  Wir  geben  hierzu  ein  paar  Beispiele  namentlich 
loch  um  zu  zeigen,  wie  durch  passende  Wahl  von  ^>  und  i^f  con- 
liante  Integrationsgrenzen  für  8  und  t  zu  erreichen  sind. 
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a.    Wenn  sich   die   Integrationen  auf  alle  positiven,    der  Be- 
dingung 

0  <  X  -\-  y  <  c 
-pig,  83.  genügenden  x  und  y  beziehen,  so  be- 

wegt sich  der  Punkt  xy  innerhalb  des 
gleichschenklig  rechtwinkligen  Dreiecks 
ÄOB  (Fig.  83,  OA=OB  =  c)  und 
es  ist 

c      e — X 


V  =  1   (fix,  y)  dx  dy, 

0       0 


Durchbiegen  wir   ST\\ÄB^  ziehen 
SM   und    setzen    OS  =  0  T  =  s, 
l^  OSM=  CO;  es  ist  dann 
OL  =  x  =  8  --  8tan(o,   0M=  y  =  stand} 

oder  wenn  zur  Abkürzung  tancj  =  t  gesetzt  wird, 

X  =  8  —  st,  y  =:  st 

Hieraus  folgt 

dx  dy       dx  dy  

9s  dt        dt   ds 
um  femer  jäen  Punkt  N  in  dem   Dreiecke   ÄOB  herumzuführen, 
braucht  man  nur  8  von  0  bis  c,  o  von  0  bis  ja  d.  h.  t  von  0  bis  1 
auszudehnen;  dies  giebt 

c      e—x  e        1 

3)  /  I f(x,y)dxdy  =  f   f f(s  — st,  st)sdsdt. 

0      0  0       0 

Als  specielle  Anwendung  hat  man  z.  B. 

e      e — X  e      1 

r  C^i^+y)^dxdy=  f  fe^'^^sdedt 


0       0 


0 


=  /  e^'^sds  = 


0       0 


2'h 


wo  in  der  zweiten  Form  beide  Integrationen  ausführbar  sind,  wäli- 
rend  sich  in  der  ersten  Form  schon  die  auf  y  bezügliche  Integration 
nicht  in  endlicher  Gestalt  bewirken  lässt. 

Ist  etwas  allgemeiner  die  Grenzbedingung  vorgeschrieben,  dass 
bei  positiven  x  und  y 

o<£  +  I.<i 
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bleiben  soll,  in  welcbem  Falle  das  Dreieck  ÄOB  die  ungleichen 
Katheten  OÄ=a  und  0B  =  1)  besitzt,  so  nehme  man  erst  j/  =  5i] 
dann  x  =  a^  und  benutze  schliesslich  die  Fonnel  3)  indem  man 
X,  |f,  e  durch  £,  ij,  1  ersetzt;  dies  giebt 


(-7) 


//^ 


8  ds  dt 


b.    Die  Bedingung,  dass  bei  positiven  x  und  y 

Bein  soll,  entspricht   dem  Falle,   wo   der  Punkt  xy  innerhalb  eines 

Parabelsegmentes  ÄOB  bleibt;  die  Pa- 
rabelachse fiUlt  mit  der  y-Aohse  zusam- 
men, ÄO  =  BO  ist  der  Parameter 
der  Parabel  (Fig.  84)  und 

e 

e 


V  =  j  jf{x,y)dxdy. 

0     0 
Legt  man  durch  N  eine  ähnliche  Parabel 
mit  dem  Parameter  08=  OT  =  8  und 
setzt  ^  0  TL  =  OJ,  so  hat  man 

x  =  stanm,  y  =  s =  s(l  —  ton'o), 

8 

oder  ffStr  ianca  =  t, 

x  =  8t,  y  =  s(l— <^), 

wo  nun  8  und  t  als  die  neuen  Coordinaten  von  N  gelten.  Hier- 
ana  folgt 

dx  dy       dx  dy_ 

um  femer  N  in  dem  Parabelsegmente  herumzufahren,  muss  8  von 
0  bis  Oy  fo  von  J;r  bis  0  oder  t  von  1  bis  0  ausgedehnt  werden* 
dies  giebt  * 

«     •    c  c     1 

6)  rff(x,y)dxdy  =  fff(8t,8-^8P)8il+t^)d8dt 


0    0 

SohlOmlloli,  Anal/Bis.    I. 


0     0 


SO 
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Wenn  die  ursprünglichen  Integrationen  auf  alle  positiven  x  und 
y  zu  beziehen  sind,  welche  der  etwas  allgemeineren  Bedingung 


X' 


y 


genügen,  wobei  die  Strecken  AO  =  a  und  BO  =h  ungleich  sind, 
so  nimmt  man  erst  x  =  a^,  y  =  hi]  und  wendet  dann  die  vorige 
Formel  an;  man  erhält  auf  diesem  Wege 

5)  /  j f{x,y)dxdy 


ZL 


al   r  rf[ast,hs(l'-'t^)]s(l+t^)dsdt 

0       0 


Als  gelegentliche  Anwendung  geben  wir  die  Cubatur  eines  cylm- 


Fig.  85. 


drischen  Volumens  von  folgender 
Entstehung  (Fig.  85).  Die  Basis 
werde  von  einer  Parabel  AB  be- 
grenzt, deren  Brennpunkt  0  und 
deren  Scheitel  B  sein  möge,  worin 
also  OB  =  h,  OA  =  2b  ist, 
die  obere  Begrenzungsfläche  des 
Volumens  sei  ein  Umdrehungs- 
paraboloid  vierten  Grades,  nämlich 

welches  entsteht,  wenn  eine  mit 
dem  Parameter  k  construirte  Pa- 
rabel um  ihre  Scheiteltangente 
rotirt.     Es  ist  dann 


r=VT  r fVx^  +  y^dxdy 

0      0 

1     1 
=  2h^VJ  r  rV4: h^sH^  +  h^s^ (1  —  «2)2s(l  + 1^) ds 


ät 


1    1 
2h^Vhk  r  TVlVl+tHil+t^ds 


dt 


d.  h. 
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10 


§.  99. 
Die  Complanation  der  Flächen. 

Um  auf  einer  darch  die  Gleichung  e  =  F(Xy  y)  bestimmten 
Fläche  ein  begrenztes  Stück  zu  erhalten,  denken  wir  uns  in  der 
Ebene  xy  zwei  zur  y-Achse  parallele  Gerade  und  zwei  beliebige  Gur- 
ven  gezogen»  welche  mit  jenen  Parallelen  zusammen  ein  gemischt- 
liniges  Viereck  bilden  (Fig.  86).     Dieses  Viereck  betrachten  wir  als 

Fig.  86. 


die  Horizontalprojection   eines  Flächenstückes ,  dessen  Inhalt  S  be- 
stimmt werden  soll. 

Lassen  wir  x  um  dx^  y  um  dy  wachsen,  so  können  wir  das  au« 
dx  und  dy  construirte  Rechteck  als  Horizontalprojection  eines  un- 
endlich kleinen  Flächenstückes  6  ansehen;  letzteres  ist  ein  krumm- 
linig begrenztes  Viereck,  dessen  Ecken  nicht  in  einer  Ebene  liegen. 
Wegen  der  unendlichen  Abnahme  des  6  lässt  sich  aber  dieses  Flächen- 
element so  betrachten,  als  läge  es  auf  der  durch  den  'Punkt  xyß  ge- 
henden Berührungsebene  der  Fläche,  und  zwar  beträgt  der  hierbw 
begangene  Fehler  nur  unendHch  kleine  Grössen  höherer  Ordnungen. 
Nennen  wir  für  den  Augenblick  fi  den  Neigungswinkel  der  Tangen- 
tialebene (oder  der  Ebene  des  ö)  gegen  die  xy-Ehene,  so  haben  wir 

dx  dy 

Ocosa  =  dxdy  oder  6  =  » 

^  ^  cos ß 

30* 
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Zufolge  des  Satzes,  dass  der  Winkel  zwischen  zwei  Ebenen  mit  dem 
Winkel  zwischen  den  Normalen  auf  jenen  Ebenen  übereinkommt,  ist 
fi  nichts  Anderes  als  der  Winkel,  welchen  die  im  Punkte  xyz  er- 
richtete Normale  der  Fläche  mit  der  jer- Achse  einschliesst,  also  nach 
§.  27,  Nro.  6) 

1 

COSil  =  C08V,  =  - — ,  . 

Das  Flächenelement  6  bestimmt  sich  mithin  durch  die  Gleichung 

nnd  die  Summe  aller  dieser  Flächenelemente  giebt  die  ganze  Fläche 
8.  Bilden  wir  zunächst  die  Summe  aller  von  y  =  LNq  =  y^lia 
y  •=  LNi  =  Y  liegenden  Elemente,  für  welche  x  constant  bleibt,  so 
bedeutet  das  Integral 

den  Inhalt  eines  bandförmigen  Streifens,  welcher  das  Rechteck  aus  den 
Seiten  dx  und  i^o-^i  =  ^  —  3^o  zur  Horizontalprojection  hat;  die 
Summe  aller  derartigen  von  x  =  OLq  =  Xq  bis  x  =  Oln  ^=^ 
liegenden  Streifen  giebt  die  ganze  Fläche 

Einige  Beispiele  mögen  den  Gebrauch  dieser  allgemeinen  Com- 
planationsformel  zeigen. 

a.     Das  elliptische  Paraboloid.     Die  Gleichung  der 
Fläche  ist 

2a  ^  25' 
mithin 

"dz X      dxf y 

dx~'a'    dy~J' 
als  Horizontalprojection  nehmen  wir  den  Quadranten  der  aus  des 
Halbparametern  a  und  h  construirten  Ellipse;  es  ist  dann 

'  =//V'  +  (f)'+(i)'  -^^ 


Durch 
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8=ah  J      Cy  l  +  r^rdddr  = 


7C(VS  -  1) 


ah. 


b.  Der  elliptische  Kegel. 
In  Fig.  87  sei  OC  =  c  die  Höhe 
des  Kegels,  ÄCB  seine  elliptische 
Basis  mit  den  Halbachsen  ÄC  =  a^ 
30  =  1);  die  Goordinatenebene  xy 
möge  parallel  zur  Ebene  ABC 
durch  die  Spitze  0  gehen.  Die 
Gleichung  der  Fläche  ist  dann 

und  wenn  zur  Abkürzung 


ä =  «'   5—  =  ^ 


gesetzt  wird,  so  findet  sich 


1  + 


Cäi)'+C4)'= 


Die  Horizontalprojection  des  Mantelquadranten  AOBA  ist  eine  aus 
den  Halbachsen  a  und  &  construirte  Ellipse,  daher 

c    r  A  ^    I  /  V « /  ^-  V  &  / 


Nach  Formel  9)  in  §.  97  ergiebt  sich 


1/»    1  

8  =  ah  j     fVccUos^d  +  ßHin^O  rdOdr 


=  lah    rVaHos^d  +  ß^sin^dde, 


mithin  für  den  ganzen  Mantel 
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0 

Hierin  liegt  der  geometrische  Satz,  dass  der  Kegelmantel  dieselbe 

.Fläche  besitzt  wie  der  Mantel  eines  Gylinders,  dessen  Höhe =|y  ab, 

lind  dessen  Basis  eine  aus  den  Halbachsen  ayah  und  ßVat  con- 
struirte  Ellipse  ist. 

c.  Das  dreiachsige  Ellipsoid.  Die  Halbachsen  der 
Fläche  mögen  a,  5,  c  heissen,  es  sei  ferner  a'^h'^c  und  zur  Ab- 
kürzung    

=«,     T =  P- 

a  0 

Aus  der  Gleichung  der  Fläche  nämlich 


findet  man 


-  \^' -  ©"  -  (f) 


Verstehen  wir  unter  S  die  Fläche  eines  ellipsoidischen  Octanten, 
so  ist  die  Horizontalprojection  von  8  ein  Ellipsenquadrant  mit  den 
Halbachsen  a  und  &,  mithin 

Durch  Anwendung  von  Formel  9)  in  §.  97,  wobei  zur  Abkürzung 

«2^0520  +  ß^sin^d  =  s2 
sein  möge,  ergiebt  sich  sofort 

s  =  ai  jdd  fy  l  Z IT  r^r- 

Ü  0 

Statt  r  führen  wir  eine  neue  Variabele  u  ein  mittelst  der  Substitution 

1  —  r2 

=  u^, 

1  —  53r2 

woraus 

1  - «»     ,^,_    (1 -««)«(?« 
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folgt;  wir  erhalten 


In       i 


8  =  ah    fddf    ^  ""^V    du 


(1  —  s«tt«V 

0  0^ 

oder  anch,  ,wenn  die  Reihenfolge  der  Integrationen  umgekehrt  und 
für  s'  sein  Werth  gesetzt  wird, 

J       o/  [(1  —  a«  1*2)  cos^  ö  4-  (1  —  /32  u»)  sin^  Ö]» 

Unter  Anwendung  der  leicht  entwickelbaren  Formeln 

1. 


0 


71  ' 

cos^ddd  « 


(m  cos^ d  +  nsin^ Oy        4 »»  ymn 


j 

0 


i^ 


sin^edd  « 


folgt  schliesslich 


(m  cos^  ü  -\-n  sin^  0)^        4  n  ymn 


-  ',7tahJ  1^  _  ^,^,  +  ^  _  ^,^,j  y-————. 

Man  kann  dieser  Formel  noch  eine  andere  Gestalt  verleihen, 
wenn  man  die  identische  Gleichung  beachtet 


f\ 


1    —   «2  l    —  ß9    ^  clu 

.0       I 


1  —  «»«'        1  —  ^»««j  V(i_a««2)(l— /JJ«») 
~"«l  ~V(1— a»«s)(l— /3««*)I     7  !  ~"y(l- 


1  —  «*  I  jw 

a»M«)(l-/3«M»)la»' 

welche  durch  Di£Perentiation  leicht  zu  prüfen  ist;  es  ergiebt  sich    ' 

L  J  \        /(l— a2«42)(l  — /32tt2)l«*'J 

Nach  §.  74  hat  es  keine  Schwierigkeit,  dieses  Integral  auf  verschie- 
dene Weise  in  unendliche  Beihen  zu  verwandeln. 

d.  Die  Schraubenfläche.  Die  Gleichung  dieser  Fläche 
ist  bekanntlich  für  den  Fall ,  dass  die  Achse  der  Fläche  zur  #-Achse 
genommen  wird 

X  c 


\  > 
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oder,  wenn  man  sich  auf  den  Quadranten  der  ersten  Windung  bo- 
scbränkt, 


Hieraus  folgt 


g  =  carctan^* 

X 


und  in  Polarcoordinaten 


^-ffV''r^ri^,äxdy 


8=1  JVr^  +  c^dddr. 


Als  Horizontalprojection  des  zu  bestimmenden  Flächenstückes 
nehmen  wir  ein  gemischtliniges  Viereck  begrenzt  von  zwei  mit  den 
Radien  Tq,  fi  beschriebenen  Kreisen  und  von  den  zwei  Badien,  welche 
mit  der  o;- Achse  die  gegebenen  Winkel  0^  und  di  einschliessen;  es 
ist  dann 


+  r»  de  dr 


und  nach  Ausfahrung  der  Integrationen 


fi  +  V"c^  +  rf 


1  'Vo+Vc2  +  rV) 


§.  100. 
ComplanationBfonnel  f&r  Polarcoordinaten. 

Statt  der  rechtwinkligen  Goordinaten  OL  =  «,  LN=  y,  NP=8 
benutzt  man  nicht  selten  räumliche  Polarcoordinaten,  indem  man  den 
Radiusvector  OP  =^  r,  den  Winkel  PÖX  =  0  und  den  Winkel 
zwischen  den  beiden  Ebenen  xy  und  LOP  nämlich  Z.NLP  =  o 
mittelst  der  Formeln 

1)  a?  =  rcosd^  y  =  rsindcosG)^  e  =  rsinOsinfo 


Fig.  88. 


in  Rechnung  bringt  (Fig.  88).  Nach 
Substitution  dieser  Werthe  erb&lt  man 
aus  der  ursprünglichen  Flächenglei- 
chung z  =f(x,  y)  die  Polargleichung 
derselben  Fläche,  und  wenn  man  diese 
Gleichung  nach  r  auflöst,  so  ist  das  Re- 
sultat von  der  Form 

r  =  JF(0,  o); 
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darin  sind  0  und  o  die  neuen  unabhängigen  Yariabelen.  Bezeichnen 
wir  far  den  Augenblick  wie  folgt 

*'     ;<-)=]/■ +a'+a' 

und  wenden  die  allgemeine  Hegel  für  die  Substitution  neuer  Varia- 
belen  auf  die  Complanationsformel 

S=  /    I  (p(x,  y)dxdy 
an,  so  ist  bei  den  neuen  unabhängigen  Yariabelen  0  und  o 

Hier  kommt  es  nur  noch  darauf  an,  den  Werth  von  fp  in  Polarcoor- 
dinaten  auszudrücken,  also  die  partiellen  Differentialquotienten  von 
t  zu  entfernen  und  dafür  die  partiellen  Differentialquotienten  von  r 
emzofohren.     Dies  geschieht  auf  folgende  Weise. 

Da  z  eine  Function  von  x  und  y  war,  mithin  auch  von  d  und  o 
abhängt,  so  ist 

dü~dx'dO  "^  dy'dd' 
dz  _  dz  dx        dz  dy 
8fij  ~  dx'dcD  "*"  dy'dco' 
Diese  Gleichungen  liefern  die  Werthe  der  beiden  Unbekannten 

r-  nnd  ^ ;  setzt  man  nämlich  zur  Abkürzung 

dy  dz_ dy^  dz^ _ 

öo'gö  ~  d(o'de~   ' 

dz  dx  dz_  dx 

WdfQ       8w'0fl~      ' 


80  findet  man 


mithin 


dx  dy^  dx^  dy _. 

8ö'8(ö        dadft~     ' 


dz i      ^  —  ^^ 

dx~       N'    dy~       N' 


Nach  Sabstitation  dieses  Werthes  geht  die  Formel  4)  über  in 
B)  8z=  ffVl^  +  -Äf'  +  N*dQ  da. 
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Die  DifiEerentiation  der  Gleichungen  1)  giebt  femer,  wenn  man 
immer  beachtet,  dass  r  von  0  und  o  abhängt, 


g^      =      gJQ    ^<^5   ö       ^  S«W    0» 


8a?        dr       ^ 

OGi  CG) 


g^  =  (^st»0  +  rcosöjcosoi,     r-^  =  (— coscD  —  rsinojsin^ 

ö^      /8r  .   ^    ,  A    .  de      /dr   .        ,  \  .  . 

og  =  lg^s«w0  +  rcosöjstn«),     —  =  l—stn(o  -|-  rcosojstnö, 

und  mittelst  derselben  erhält  man 

L  =  r  f  ^  sind  +  r  cos  0  j  stn  0, 

M  =  —  r  lipTnCOsd  —  r $in 6\ sin 0 cos g)  —  — sinol, 

N  =  —  r    (ozcos0  —  rsinOjsindsino)  +  — coscdI, 

Die  Formel  5)  gewinnt  hiernach  folgende  Gestalt 

dabei  sind,  wie  immer,  die  Integrationsgrenzen  aus  der  Begrenzasg 
des  gegebenen  Flächenstückes  herzuleiten. 

Beispielsweis  betrachten  wir  eine  Fläche  von  folgender  Ent- 
stehungsweise. In  der  Ebene  y  z  sei  eine  Lemniscate  constrniit 
(Fig.  89),  deren  Halbachse  OA  =  a  den  rechten  Winkel  YOZM- 

biren  möge;  man  legt  femer  Ebe- 
nen wie  z.B.  XOUq  und  XOVi, 
welche  die  o;- Achse  in  sich  ent- 
halten und  die  Lemniscate  in  (f;)i 
üi  etc.  schneiden;  in  jeder  dieser 
Ebenen  nimmt  man  die  betreffende 
Lemniscatensehne (OUq,  Oüi  etc.) 
zum  Durchmesser  eines  Kreises 
und  denkt  sich  durch  die  stetige 
Folge  dieser  Kreise  die  Fläche 
erzeugt.  Als  Gleichung  der  letz- 
teren findet  man  in  reehtwinU* 
gen-  Coordinaten 


Fig.  89. 
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woraus  augenblicklicli  erhellt,  dass  die  Complanation  in  rechtwinkli- 
gen Goordinaten  zn  ausserordentlichen  Weitläufigkeiten  führen  würde; 
dagegen  ist  bei  Polarcoordinaten  sehr  einfach 

r  =  a  sin  0  V  sin  2  cd  j 

asind 


Ki"+aj)'!»-'+(ii)'= 


V  sin  2  CD 

Verstehen  wir  unter  8  den  Sector  der  Fläche,  welcher  einerseits 
?on  zwei,  zu  den  Neigungswinkeln  XOUq  =  cdq  und  XOUi  =  CDi 
gehörenden  Halbkreisen  0  Oq  Vq  und  OUiVi,  anderseits  von  dem 
Lemniscatenbogen  {Jq  ^i  begrenzt  wird,  so  haben  wir  cd  von  fiio  bis 
Ol,  0  von  0  bis  |  x  auszudehnen;  dies  giebt 


/'*       Oll 


8=a^  j      I  sin^ddddcD  =  \na^(cDi  —  cd^). 

Für  c»o  =  0,  i»!  =  l'ff  erhält  man  den  Inhalt  des  in  der  Figur 
angegebenen  vierten  Theiles  der  Fläche;  der  Inhalt  der  ganzen  Fläche 
ist  demnach  ==  |^3a^. 


§.  101. 
Die  dreiüEkchen  Integrale. 

Sowie  ein  Doppelintegral  den  Grenzwerth  einer  Doppelsumme 
bildet,  so  soll  auch  das  dreifache  Integral 

X   r    £ 

1)  W=f  I  I F(x,y,e)dxdyde 

Xq     yo     Zq 

als  Grenzwerth  der  dreifachen  Summe  gelten,  welche  entsteht,  wenn 
man  in  dem  Producte  JP(x,  y,  z)/^X/dyde  den  unabhängigen  Yaria- 
beln  x^  y,  b  alle  zwischen  den  Grenzen  Xq  und  X,  y^  und  F,  Zo  und 
Z  liegenden  Werthe  giebt,  und  nachher  alle  erhaltenen  Producte  unter 
der  Voraussetzung  addirt,  dass  dx^  dy,  dz  gleichzeitig  gegen  die 
Noll  convergiren. 

Nicht  selten  gestatten  diese  Operationen  eine  geometrische  Auf- 
fassung.    Betrachtet  man  z.  B.  in  dem  Integrale 

X     Y     z 

W=Jffdxdydz 

*o    Po     f 
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z 


und  Z 
js  =  Z 
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als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Panktes  P  (Fig.  90),  eo 
Yig^  90.  bedeutet  das  Prodactdx 

dyds  den  Eorperinluilt 
eines  Parallelepipedes, 
dessen  drei  in  einer  Ecke 
zusammenstossende  Kan- 
ten dXf  dy,  d  z  sind ;  dem- 
nach ist»  W  die  Summe 
einer  unendlichen  Menge 
solcherVolumenelemente, 
mithin  selbst  ein  Yolu- 
men,  welches  auf  folgende 
Weise  entsteht  Denken 
wir  uns  zwei  Flächen 
construirt,  deren  Glei- 
chungen jETo  =  ^  («,  y) 
=  V{x^  y)  sein  mögen,  und  summiren  erst  alle  von  z  -=0^ 
vertical  aneinander  gereihten  Elemente,  so  giebt  der  Ausdruck 
z 


A 

J 

^ 

71 

y 

--X_ 

P 

V' 

f 

■i 

? 

4 

/     v..—    -... 

\/ 

0 

0 

^ 

V 

/ 


dxdydz  =  dxdy(Z  —  Zq) 


«0 


den  Inhalt  eines  Parallelepipedes,  dessen  Horizontalquerschnitt  dxdif 
unendlich  klein,  und  dessen  Höhe  von  endlicher  Länge  =  PqF\ 
=  Z  —  Zq  ist.     Auf  das  noch  übrige  Doppelintegral 

AT  X     Y  X    r 

W=l    I  (Z — Zo)dxdy=l    I  Zdxdy —  /  j  ßodxdy 

^0  yo  «0    yo  ^0   yo 

können  die  Betrachtungen  des  §.  95  angewendet  werden;  sie  zeigen, 
dass  Tf^ein  Volumen  bedeutet,  welches  dieselbe  Horizontalprojection 
besitzt  wie  jenes  in  §.  95,  und  das  ausserdem  zwischen  den  zwei 
vorhin  erwähnten  Flächen  liegt. 

Eine  ähnliche  Anschauungsweise  gestattet  das  allgemeinere  Inte- 
gral 1),  nur  muss  man  sich  jedes  Yolumenelement  df^  (7^(7  jer  mit  einem 
veränderlichen  Factor  F{x^  y,  z)  multiplicirt  denken.  Besonders  klar 
wird  dies,  wenn  man  die  mechanischen  Begriffe  von  Masse  und 
Dichtigkeit  zu  Hülfe  nimmt.  Bei  einem  durchaus  homogenen 
Körper  gilt  nämlich  die  Hegel,  dass  die  Masse  gleich  ist  dem  Prodncte 
aus  Dichtigkeit  und  Volumen;  ändert  sich  aber  die  Dichtigkeit  von 
Punkt  zu  Punkt,  in  welchem  Falle  sie  eine  gegebene  Function  von 
^f  y^  ^  darstellt,  so  darf  jene  Regel  nicht  mehr  für  ein  endliches  Stack 
des  Körpers  angewendet  werden,  wohl  aber  für  ein  unendlich  kleines; 
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denn  je  kleiner  ein  Körpentfick  ist,  nm  so  eher  kann  es  ab  homogen 
gelten.  Beaeichnei  demnach  F(Zj  jf,  £)  die  im  Punkte  xjf£  Yoihan- 
dene  Dichtigkeit ,  so  irt  F(x,  y,  js)  dxdyde  die  Masse  des  an  jenem 
Punkte  befindlichen  Eörperelementes  d.  h.  kurz  das  Massenelement; 
die  Somme  aller  nach  den  drei  Dimensionen  des  Raumes  yertheilten 
Massenelemente  ist  die  Gesammtmasse  =  TF.  Di^idirt  man  endlich 
W  dorch  das  Yolnmen  F  desselben  Körpers ,  so  erhält  man  seine 
mittlere  Dichtigkeit. 

In  allen  Fällen,  wo  die  erste,  anf  e  bezDglicbe  Integration  ge- 
radezu ausführbar  ist,  redudrt  sich  das  dreifache  Integral  von  selbst 
anf  ein  doppeltes,  dessen  weitere  Behandlung  den  bereits  entwickel- 
ten Regeln  nnterli^t;  demnach  bedarf  nur  der  entgegengesetzte  Fall 
einer  Auseinandersetzung. 

Das  dreifache  Integral  W  läset  sich  ansdien  als  bestehend  aus 
einem  Doppelint^irale  nach  e  und  y  nebst  einem  darauf  folgenden 
einfachen  Int^^rale  nach  x\  reducirt  man  mittelst  irgend  einer  der 
froheren  Methoden  das  Doppelintegral  zu  einem  einfachen  Integrale, 
so  giebt  dieses  mit  der  letzten  Integration  zusammen  wieder  ein 
Doppelintegral,  dessen  Eeduction  von  Neuem  zu  versuchen  ist^  Auf 
diesem  Grundgedanken  beruht  die  folgende  Aendemng  des  Goordi- 
natensystemes. 

Denkt  man  sich  den  Badiusreetor  OF  =  r  anf  die  Ebene  yg 
projicirt  (Fig.  91)  und  setzt  die  entstehende  Projeddon   0  Q  =  fc» 


Fig.  91. 


Werthe  und  dyde  ^=  udadu  setzt;  dies  giebt 
2)  fff^^^'  ^'  ^^  ^*  ^^  ^' 


fem^  Z.  YOQ  =  o,  so  kann 
man  g»,  «,  ic  als  sogenannte 
cylindrisehe  Goordinaten 
des  Punktes  F  ansehen,  und  der 
Üebergang  von  den  reditwinkü- 
gen  zu  den  cylindrischen  Goordi- 
naten geschieht  mittelst  der  Glei- 
chungen 

x=Xt  y=uco8a^  £=zusina. 

Das  in  Beziehung  auf  y  und  £  ge- 
nommene Doppelintegral  wird  nun 
wie  früher  dadurch  transformirtt 
dass  man  f^  y  und  js  die  obigen 


/// 


FQCfUC08o^u9i»iai)dx»udadu, 
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Femer  lässt  sich  das  dreifache  Integral  rec^tear  Hand  als  Dop- 
pelintegral nach  X  und  u  nebst  einem  einfachen  Integral  nftdi  m  an- 
sehen, und  in  dem  ersteren 

X  =i  rcosdj  u  =  rsind 

Bubstituiren.     Für  die  ursprünglichen  Coordinaten  hat  man  jetzt 

X  =  rcosdf    y  =  r  sin  6  cos  es,    £f  =  r  sin  0  sin  o, 

mithinsindr,  d,  odie  räumlichen  Polarcoordinaten  desPonktes 
P.    An  die  Stelle  von  dx  du  tritt  nun  rdO,dr  und  so  wird  aus  Nro.  2) 

8)  /    /  I  F{x,y,z)dxdydz 

^^11    I  F(rcosdt  rsindcosG),  rsindsin(o)r^sindd(odBdr, 

Dieselbe  Formel  kann  man  auch  direct  erhalten,  wenn  man  r, 
d,  C3  um  ihre  Differentiale  wachsen  lässt  und  beachtet,  dass  das  neue 
Yolumenelement  die  Form  eines  einem  Eugelgewölbe  entnommenen 
Gewölbsteines  besitzt.  Die  drei  Dimensionen  des  Yolumenelementes 
sind  nämlich 

PPi  =  (fr,     PP2  =  rd6,    PPs  =  LP.da  z=rsindda 
mithin  ist  der  Inhalt  des  Yolumenelementes 

PPi .  PP2 .  PP3  =  r2 sin OdrdOdcj. 
Hieraus  folgt  für  das  Massenelement  der  Werth 

F(r  cos  0,  r  sin 0  cos  o,  rsind  sin  ca) r^sin OdcDdd dr, 
und  die  Summe  aller  Massenelemente  giebt  wieder  W  übereinstinunend 
mit  Formel  3). 

Selbstverständlich  sind  in  jedem  Falle  die  Integrationsgrenzen 
für  die  neuen  Coordinaten  mittelst  der  gegebenen  Begrenzung  des 
Körpers  zu  bestimmen.     Das  folgende  Beispiel  wird  dies  erläutern. 
Das  zu  reducirende  dreifache  Integral  sei 


Q 


r  P  r        dxdydz 

~J  J'  J  Vx^  +  y2  +  ^2 


und  darin  mögen  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  x,  y^  z 
beziehen,  welche  der  Bedingung 


©* + (f y + (t)*  s 


genügen;  mit  anderen  Worten,  man  sucht  die  Masse  von  dem  Getank- 
ten eines  mit  den  Halbachsen  a,  &,  c  beschriebenen  Ellipsoides,  wo^ 
in  die  Dichtigkeit  an  der  Stelle  xyz  durch 

1  _  1 

Yx^  ^  y2  J^  z^~  r 
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Aosgedrückt  wird,  welches  demnach  aus  einer  stetigen  Folge  homo- 
gener concentrischer  Engeischaalen  besteht.  In  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  ist  zufolge  der  aDgegebenen  Integrationsbedingong 

„  »)A^  'V'-(f)'-(D' 

/  /  /  Va;»  +  y«  +  ;f»' 

da  man  aber  augenblicklich  übersieht,  dass  die  Bechnung  ziemlich 
complicirt  wird,  so  ist  der  Gebrauch  von  Polarcoordinaten  räthlich. 
Bei  diesen  hat  man 


Q=  r  r  CrsinßdGidedr, 


wo  noch  die  Integrationsgrenzen  zu  bestimmen  sind.  Integriren  wir 
zuerst  in  Beziehung  auf  r  d.  h.  summiren  wir  alle  in  gerader  Linie 
vom  Mittelpunkte  bis  zur  Oberfläche  des  Ellipsoides  liegenden  Mas- 
senelemente,  so  f&ngt  r  mit  r  =  0  an  und  hört  bei  einem  der  Ober- 
flache des  Ellipsoides  zugehörigen  Werthe  r  =^  B  auf.  Der  letztere 
bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  die  Gleichung  der  Fläche  in  Polar- 
coordinaten umsetzt;  sie  lautet  dann 

/BcosOy    ,    f B  sind  cos  (o\^    ,    /RsinOsincay 

\nr)  +  V — h — )  +  \ — 'c — )  =  ^ 

und  giebt 

1 


B  = 


\/ /cosOY  -i-  /sind sin (niy    i    /smösinöV 


Femer  müssen,  um  den  Octanten  des  Körpers  zu  erhalten,  0  und 
o  von  0  bis  I  sr  ausgedehnt  werden,  und  es  ist  daher 


=/  ./■  / 


Q=l      I      I  rsinOdadddr. 

0  0 

Durch  Ausführung  der  ersten  Integration  und  Substitution  des 
Werthes  von  R  ergiebt  sich 

^n    in 

sin  OdfodO 


=^ff 


J  /cosO\^    ,    /sind cos G)\^  ,    /sindsinG}\^ 

"  [ir)  +  (— T— ;  +{—7—) 

Wegen  der  vier  constanten  Integrationsgrenzen  kann  die  Beihen- 
folge  der  Integrationen  ohne  Weiteres  umgekehrt  werden;  setzt  man 
hierbei  zur  Abkürzung 
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80  erhält  man 

in  in  in 

^       ,  f  .   .  ,fl  r dm  ,  rsinOdd  % 


sin  0  dd 


\//cos^d    ,    8in^d\/cos^e   ,    stn«ö\* 


oder,  wenn  cosd  =  t  substituirt  wird, 

1 


Das  Integral  gestaltet  sieb  noch  etwas  eleganter,  wenn  man  die 
Excentricit&ten  des  EUipsoides  in  Eechnong  bringt.  Unter  derYor- 
aussetzung  a  ^  &  ^  c  sei  nämlich  zur  Abkürzung 

Va^  —  h^        o     Va*  —  c« 

5—  =  ^'     a =  ^' 

ee  wird  dann 

dt 


Q=\ 


'"''fv^ 


ßH^)  (1  —  y«f2) 


Im  Falle  eines  Rotationsellipsoides  lässt  sich  auch  diese  Inte- 
gration leicht  ausführen. 


§.  102. 
Substitution  neuer  Variabelen  in  dreifachen  Integralen. 

Die  Aufgabe,  womit  wir  uns  im  Folgenden  beschäftigen,  ist  ana- 
log der  in  §.  98  gelösten  und  betrifft  die  Umwandlung,  welche  das 
dreifache  Integral 

1)  W=  f  i jF(x,y,e)dxdyde 

erleidet,  wenn  statt  der  ursprünglichen  Variabelen  o?,  ^,  B  drei  neue 
Yariabele  r,  s,  t  eingeführt  werden,  welche  mit  jenen  durch  Gleichun- 
gen Yon  der  Form 


dt. 
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verbunden  sind.  Um  diese  Substitutionen  nach  einander  vorzuneh- 
men, denken  "wir  uns  die  Gleichungen  2)  durch  drei  andere  ersetzt, 
nämlich 

3)  x  =  q)(r,8,tl     y  =  -^1  {x,s,t),     e  =  Xi  (x,y,t); 

die  erste  derselben  ist  einerlei  mit  der  ersten  Gleichung  in  Nro.  2); 
die  zweite  entsteht,  wenn  r  aus  den  beiden  Gleichungen  a?  =  9  (r,  s,  t) 
und  y  =  tlf(r^8,t)  eliminirt  wird;  die  dritte  ist  das  Resultat  der  Eli- 
mination von  r  und  s  aus  allen  drei  ursprünglichen  Gleichungen. 
Statt  der  Variabelen  0  führen  wir  die  Variabele  t  mittelst  der  Glei- 
chung £  =  Xi  (^>  y»  0  öin  und  nennen  zur  Abkürzung  Fi  (x,  y,  t)  das- 
jenige, was  bei  dieser  Substitution  aus  F{x^y^z)  wird;  dies  giebt 

4)  W  =fffFi  (X,  y,  t)  dx  dy  ^-^ 
Da  sich  aber  im  Allgemeinen  die  Form  von  Xi  (^»  y»  0  nicht  an- 

geben  lässt,  so  muss  der  Differentialquotient  -^  =  -^  aus  den  ur- 
sprünglichen Gleichungen  2)  entwickelt  werden,  indem  man  letztere 
mit  der  Rücksicht  differenzirt,  dass  jetzt  x  und  y  als  constant  gelten, 
und  nachher  dr  und  ds  eliminirt.    Es  ist  zufolge  dieser  Bemerkungen 

or  GS  ot 

und  wenn  zur  Abkürzung 

^  dr\ds'dt       dt'ds)^  dr\d8   dt       dt' ds) 

8^/8^  8*_89  8i/j\ 
+  8rUs*8*       dt'dsj' 
_  8qp   83/;  _  89  8^ 
.      "^"8^*85        8s '8r 

gesetzt  wird,  so  giebt  die  Elimination  von  dr  und  ds 

dt  =  -zrr  dg  oder  de  =■  ^rz  dt^ 

N  M 

mithin  nach  Nro.  4) 

Bohlömiloh,  Aualysi».  I.  °^ 
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Um  zweitens  statt  y  die  neue  Variabele  8  einzuführen,  benutzen 
wir  die  Substitution  y  =  ^^  (a;,  s,  f)  und  nennen  F2  (iß,  $,  t)  dasjenige, 
was  hierbei  aus  Fi  {x^y^t)  wird;  zunächst  haben  wir: 

6)  W  =J J jF^{x,8,t)^dx  ^äsdt. 

Dabei  ist  noch  -;^  =  •—  aus  den  Gleichunffen  2)  herzuleiten; 

8s  ÖS 

es  geschieht  dies,  wenn  man  die  beiden  ersten  jener  Grleichungeo 

differenzirt,  dabei  x  und  t  als  Constanten  betrachtet  xmdidr  elimiuiit. 

Hiemach  ist 

, » = t" + ü  ■"■ 

dy^—dr^—ds, 
und  wenn  zur  Abkürzung 


^=8r 


gesetzt  wird,  so  ündet  sich 


äs  •=  rrzdy     oder     dy  =  -=-ds 
M  L 

mithin  aus  Nro.  6) 

W  =  jffF2(x,s,t)j^dxdsdt 

Endlich  führen  wir  statt  x  die  neue  Variabele  S  ein  mittelst  der 
Substitution  x  =  (p  (r,  s,  t)  und  nennen  F^  (r,  s,  t)  dasjenige ,  wa8 
hierbei  aus  F^  (x,  s,  t)  wird.  Da  gleichzeitig  8  und  t  als  Constanten 
zu  betrachten  sind,  so  ist  einfach 


dx  =  -^^dr  =  Ldr 

or 


mithin 


W  =  f  f  fFs(r,8,t)Ndrd8dt     , 


Beachtet  man  noch,  dass  Fs  (r,  s,  t)  nichts  Anderes  sein  kann,  als 
was  unmittelbar  durch  Einführung  von  (p  (r,  s,t),  ^  (r,  s,  t),  %  (r,  «,0 
entstehen  würde,  so  hat  man  die  allgemeine  Formet 

7)      r  r  fF(x,  y,  jer)  dxdydz=  f  C  fF((p,  i/;,  %)  Ndr  ds  dt, 

worin  9),  ^,  %  aus  Nro.  2)  und  N  aus  Nro.  5)  einzusetzen  sind. 

Zu  demselben  Resultate  fuhrt  auch  eine  geometrische  Betrach- 
tung.    Denken  wir  uns  nämlich  x,  y,  z  als  die  ursprünglichen,  r ,  5,  i 
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als  neue  Coordinaten  eines  Punktes  P  im  Baamey  so  dienen  die 
Gleichungen  2)  zum  Uebergange  von  dem  ersten  «um  zweiten  Coor- 
dinatensysteme.  Es  sei'  ferner  F  (x,  y,  js)  die  Dichtigkeit  an  der 
Stelle  xy£',  es  ist  dann  die  Dichtigkeit  an  der  Stelle  rst  durch 

zu  bezeichnen,  woför  wir  kurz  F(9,4m)  schreiben.  Um  nun  in 
beiden  Coordinatensystemen  das  dreiffiMshe  Integral  W  als  Masse  emes 
Körpers  zu  betrachten,  kommt  es  nur  noch  auf  die  Bestimmung  des 
neuen  Volumenelementes  an,  welches  statt  des  firuheren  dxdyde  zu 
setzen  ist.  Letzteres  war  ein  Parallelepiped,  dessen  acht  Ecken  fol- 
gende Coordinaten  hatten: 

a?,y,^;    x  +  dx,y,s\    x^y  +  dy,e\    x,y,e  +  «'^"t 
X  -f  dx,y  +  dy,e\    x  +  dx,y,e  +  de-,   x,y  +  dy,e  +  dz\ 

X  +  dx,   y  +  dy,    e  +  de\ 
in  gleicher  Weise  ist  das  neue  Volumenelement  ein  schiefes  Parallele- 
piped, dessen  Ecken  P,  Pi,  Pj,  P«  u-  s.  w.  die  Coordinaten 

r,s,t\  r  +  dr,s,t\  r,8  +  ds,t;  r,8,t  -f  d<  u-  s.  w. 
besitzen,  und  dessen  Inhalt»  wegen  der  unendlichen  Kleinheit  seiner 
Dimensionen,  ab  das  Sechsfache  der  Pyramide  PPiPa-P«  angesehen 
werden  darf.  Legen  wir  durch  P  ein  Coordinatensystem  parallel  zu 
dem  ersten  und  bezeichnen  wir  die  neuen  rechtwinkligen  Coordinaten 
von  Pi,  P„  Ps  mit  iifiiij,  &i?2£2,  fe^sS«,  so  ist  der  sechsfache  In- 
halt von  PP1P2P3,  also  das  Volumenelement 

=  Si(ife&  -  Vsti)  +  ^(^213  -  53I2)  +  ti  itiVt  -  &^2)- 
Femer  hat  man  in  Beziehung  auf  das  ursprungliche  Coordinaten- 
system li  =  ai  —  a;  oder,  weil  der  Punkt  Pi  durch  alleinige  Aen- 
derong  des  r  aus  dem  Punkte  P  hergeleitet  wurde, 

/  dx     \  dx  , 

ebenso 

^        dx  ^  dy  j       f,        2^,„ 

In  den  neuen  Coordinaten  r,  s,  t  ausgedruckt  ist  abo  das  Volu- 
menelement Ol  * 

Ol* 
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[drKds'dt        dt'ds)  ^  dr\ds'  dt        dt' ds) 

=  Ndrdsdt, 
wofern  man  x,  y^  z  durch  9,  ^,  %  ersetzt.     Das  Massenelement  wird 
hiernach 

und  die  Summe  aller  Massenelement«,  d<  h.  das  dreifache  Integi-ai 


/// 


F(%Jl;,x)Kdrdsdt 


giebt  dieselbe  Masse  wie  vorhin,  wenn  die  Integrationsgrenzen  für 
r,Sft  entsprechend  der  Begrenzung  des  Körpers  gewählt  werden. 
Als  Beispiel  diene  das  Integral 


8) 


W 


-f/A 


dx  dp  d0f 


(l  +  ax  -{-  ßy  +  yzY 
worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven,  der  Bedingung 
9)  0^a;4-|/+jer^Ä 

genügenden  x^  y,  0  beziehen  mögen.  '  Der  Punkt  xy0  bleibt  daim 
innerhalb  einer  Pyramide,  welche  von  den  Coordinatenebenen  und  von 
einer  vierten  Ebene  begrenzt  wird,  die  auf  jeder  Coordinatenachse  die 
Strecke  h  abschneidet.    Wir  betrachten  nun  den  Punkt  xy0  oder  Pin 

pig  92.  ^^8*  92  als  Durch- 

schnitt   von   drei 
Z  Hülfsebenen,  wel- 

che auf  folgende 
Weise  entstehen. 
Erstens  legen  wir 
durch  JP  eine  Ebene 
parallel  zu  der  Tor- 
hin  erwähnten  Yie^ 
ten  Ebene  und  nen- 
nen r  jeden  ihrer 
gleichen  Achsenab- 
schnitte; die  Glei- 
chung dieser  Ebene 
ist 

und  in  der  Figur  OB  =  r.     Zweitens  legen  wir  durch  F  und  durch 
den  Coordinatenanfang  eine  Ebene ,  welche  mit  den  Ebenen  xy  und 
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xz  gleiche  Neigungswinkel  hildet,  und  nennen  6  jeden  der  Winkel 
XOS,  XOS']  die  Gleichung  der  Ehene  SOS'  ist  dann 

y  +  jBT  =  xian6. 

Endlich  legen  wir  eine  Ebene  durch  P  und  die  aJ-Achse  und  be- 
zeichnen mit  r  den  Neigungswinkel  zwischen  der  neuen  Ebene  BOT 
und  der  a;^-Ebene;  dies  giebt 

0  =  ytanx. 

Insofern  die  drei  Grössen  r,  <5,  x  die  Lage  des  Punktes  P 
anzweideutig  bestimmen,  können  sie  als  neue  Coordinaten  desselben 
gelten,  und  wenn  man  mittelst  der  vojigen  drei  Gleichungen  x^  y,  z 
dorch  r,  <5,  r  ausdrückt,  so  erhält  man  folgende  Formeln  zum  Ueber- 
gange  von  dem  einen  Coordinatensystem  zum  andern: 


X 


1  +  tan6' 


r  tcm  <S  r  tan  d  tan  t 

y  =  /.    .    . — ^x.,    .    . q,    0 


(1  +  tan6)(l  +  tanz)'        ""  (1  +  tanö)(l  +  tanr) 
Zur  Abkürzung  sei 

—1—=       _i_  =  ^ 

1  +  tanö       ^'     1  +  tanz         ' 

es  ist  dann  einfacher 

X  =  rs,    y  =i  r(l  —  s)t,    z  =  r(l  —  s)(l  —  t), 

ond  nun  mögen  r,  5,  t  als  neue  Coordinaten  von  P  betrachtet  werden. 
Die  vorstehenden  Gleichungen  sind  von  der  in  Nro.  2)  angegebenen 
Form  und  würden,  wenn  man  die  Substitutionen  nach  einander  vor- 
nehmen wollte,  durch 

a;  =  rs,    y  = ^ ,    z  = ^ 

zu  ersetzen  sein;  man  erhält  in  jedem  Falle 

/(r)r«(l  —s)drd8dt 


--fih 


+  ars4-/Jr(l— s)f  +  yr(l— s)(l— 0? 

Damit  der  Punkt  P,  vom  Coordinatenanfange  ausgehend,  alle 
innerhalb  des  Körpers  liegenden  Stellen  betrete,  muss  r  von  0  bis 
\  ^  von  I  it  bis  0,  mithin  8  von  0  bis  1,  und  z  von  |  n  bis  0,  also  t 
von  0  bis  1  ausgedehnt  werden.     Setzt  man  noch  zur  Abkürzung 

-4  =  1  +  «rs  +  yr(l  -  s),    J?  =  (/S  -  y)r(l  -  s), 

80  ist 
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AI  1 


W  =Jr^f(r)  drf(l  —  s)  dsf 


dt 


0  0  0      ^  '  ^ 

2A-^  B 


=  ljr'if(r)drf(l  —  8)ds 


(Ä  +  B)^A^ 

Indem  man  femer  die  Abkürzungen 

1  +  ar  =  a,    (a  —  /J)  r  =  ^    (a  —  y)r  =  c 
benntsst,  erhält  man 

^  4-  J5  =z=  a  —  5  (1  —  s),    u4  =  a  —  c  (1  —  s), 
2^  +  J5  =  2a  —  (b  +  c)  (1  —  s)', 
und  das  auf  s  bezügliche  Integral  wird  dann 

'(1  —  s)  [2  a  —  (5  +  c)  (1  —  s)]d8 


ß 


[a  —  2)  (1  —  s)]2  [a  —  c  (1  —  s)]» 

V 

Durch  Einführung  von  1  —  8  =  u.  geht  dasselbe  über  in 

i 
w  [2  a  —  (h  +  c)  w]  d  w 


/ 


(a  —  huy  (a  —  cw)2 


~l  —  cj  i(a  —  M*       (a  —  cuYS^^  ~  a{a  —  5)  (a  - 


mithin  ist 


10)  w=if  ^  ^'^^^'^    ■ 

V  a{a  —  o)  (a  —  c) 


0 

Aus  8),  9)  und  10)  folgt  nun  vermöge  der  Werthe  von  a,  5, «, 

h        h  —  X        h — X—Jf 

V(^  +  y  +  e)dxdydg 


ff  fi 


^    ^         ^    (1  +  ax  +  ßy  +  Y')' 


=  >/ 


h 

r^f{r)  dr 


^    (1  +  ar)  (1  +  ßr)  (1  +  yr) 

und  damit  ist  .das  dreifache  Integral  auf  ein  einfaches  reducirt  ohne 
Beeinträchtigung  der  willkürlichen  Function/. 

Die  hier  auseinander  gesetzten  Methoden  sind  auö|K,3iif  vi«^ 
und  mehrfache  Integrale  anwendbar,  wie  im  zweiten  Bande  gezeigt 
werden  soll. 


Cap.  xvn. 

Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  zwei 

Variabelen. 

§.  103. 
Grundbegriffe;  Trennung  der  Variabelen« 

Die  bisherigen  Integrationen,  mochten  sie  nun  ein-  oder  mehr- 
fache sein,  bezogen  sich  immer  auf  entwickelte  Differentiale,  d.h.  auf 
Producte  von  der  Form  f{x)dx  oder  f(Xjt/)dxdy  u.  s.  w.,  worin/ 
eine  bekannte  Function  der  gerade  vorhandenen  Variabelen  bedeu- 
tete. Sehr  häufig  ist  aber  nicht  unmittelbar  der  Differentialquotient 
einer  Function,  sondern  nur  eine  Gleichung  zwischen  ihm  und  der 
Function  gegeben,  und  dann  kommt  es  darauf  an,  aus  dieser  Glei- 
chung die  Natur  der  Function  zu  bestimmen.  So  lässt  sich  z.  B. 
die  Frage  nach  derjenigen  Function  ^  von  x  stellen,  welche  ihrem 

dy 
Differentialquotienten  gleich,  für  die  also  -^  z=  y  ist;   ebenso  kann 

dx 

man  die  Gleichung  der  Curve  suchen,  worin  an  jedem  Punkte  die 
Subtangente  gleich  der  doppelten  Abscisse,  mithin  -r^  =  j^istu.s.w. 

U/X         JLX 

Alle  derartigen  Gleichungen  zwischen  einer  unbekannten  Function 
und  einem  oder  mehreren  ihrer  Differentialquotienten  heissen  Diffe- 
rentialgleichungen; die  Aufgabe  ist  jederzeit,  sie  zu  integriren, 
d.  h.  aus  der  Differentialgleichung  eine  weitere  Gleichung,  die  soge- 
nannte Integralgleichung,  abzuleiten,  in  der  keine  Differentiale, 
sondern  nur  die  ursprünglichen  Variabelen  und  etwaige  Constanten 
vorkommen. 

Gewöhnlich  classificirt  man  die  Differentialgleichungen  nach  der 


488  Cap.  XVIL  §.  103.    Grundbegriffe; 

Ordnung  des  höchsten  vorkommenden  Differentialquotienten,  indem 
man  sagt,  dass  die  Differentialgleichung  von  der  nten  Ordnung  sei, 
wenn  der  höchste  in  ihr  enthaltene  Differentialquotient  von  der  nten 
Ordnung  ist.  Das  allgemeine  Schema  der  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  zwischen  zwei  Yariabelen  x  und  y  ist  demnach 

d  ti 
oder,  wenn^  man  sich  die  Gleichung  auf  -~  reducirt  denkt, 

ax 

Bevor  wir  die  Integration  der  Differentialgleichungen  näher 
betrachten,  wollen  wir  erst  einen  Blick  auf  die  geometrische  Bedeu- 
tung dieser  Operation  werfen..  Sehen  wir  in  einer  Gleichung  von 
der  Form 

3)  ff  =  x(^,y) 

X  und  y  als  rechtwinklige  Goordinaten  eines  Punktes  an,  so  ist  zyst 
die  Natur  der  Curve  noch  nicht  bekannt,  auf  welcher  sich  derselbe 
befindet,  man  kennt  aber  die  Richtung  der  Tangente  an  dieser  Linie, 
denn  die  Gleichung  3)  giebt  tanr  =  %{x^y)i  wo  r  den  Winkel  zwi- 
schen der  Abscissenachse  und  der  Tangente  am  Punkte  xy  bezeich- 
net. Geben  wir  dem  x  und  y  zwei  willkürliche  Anfangswerthe  05  =  Xo 
nnd  2^  =  ^0  9  so  lässt  sich  die  Tangente  vermöge  der  Gleichung 
tan  tu  =  %(^0)^o)  construiren;  auf  dieser  nehmen  wir  nahe  an  x^y^ 
einen  zweiten  Punkt  Xi  yi  und  betrachten  das  zwischen  x^  y^  und  Xi  yi 
liegende  Stück  der  Tangente,  welches  to  heissen  möge,  als  naherungs- 
weise^^zusammenfallend  mit  der  Curve.  Von  diesem  zweiten  Curven- 
punkte  Xiyi  ausgehend,  können  wir  die  vorige  Construction  wieder- 
holen, also  tanti  =  x(xiyyi)  bestimmen,  die  Tangente  ziehen,  auf 
ihr  ein  Stück  ti  abschneiden  und  damit  zu  einem  dritten  Punkte  x^y^ 
gelangen  u.  s.  f.  Das  so  construirte  Polygon  schliesst  sich  der  ge- 
suchten Curve  offenbar  um  so  genauer  an ,  je  kleiner  seine  Seiten  ^, 
tu  ^3  etc.  sind,  und  man  ersieht  hieraus  die  Möglichkeit  einer  sswar 
näherungsweisen  aber  bis  zu  jedem  beliebigen  Genauigkeitsgrade  ver- 
folgbaren Integration  der  gegebenen  Differentialgleichung.  Man  be- 
merkt zugleich  eine  gewisse  Unbestimmtheit,  welche  in  der  Lösung 
der  Aufgabe  Uegt.  Da  nämlich  der  erste  Punkt  x^yo  willkürlich 
bleibt,  so  giebt  es  nicht  eine,  sondern  unendlich  viele  Curven  mit  der 
in  Nro.  3)  verlangten  Eigenschaft;  diese  Curven  sind  im  Allgemeinen 
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von  derselben  Natur  und  nur  verschieden  in  der  Lage  oder  in  den 
Dimensionen.  So  z.  B.  genügt  der  anfangs  erwähnten  Differential- 
gleichung —  =  —  jede  Gleichung  von  der  Form  y=  K  ÄJO?,  wo  h 

beliebig  bleibt,  d.  h.  in  jeder  Parabel  ist  die  Subtangente  der  doppel- 
ten Abscisse  gleich. 

Auch  analytisch  begreift  sich  das  Vorkommen  einer  willkürlichen 
Constante  leicht,  wenn  man  die  Differentialgleichung  entstehen  lässt. 
Differenzirt  man  nämlich  eine  Gleichung  von  def  Form 

F{x,  y,  l)  =  0, 
worin  Ä  eine  Constante  bezeichnet,  so  folgt 

dF  .      ,    dF  . 

und  wenn  k  aus  beiden  Gleichungen  eliminirt  wird,  so  entsteht  eine 

neue  Gleichung  zwischen  x,  y  und  -r^,  d.h.  eine  Differentialgleichung; 

dx 

letztere   bleibt  dieselbe,  welchen   Werth  man  auch  dem  Ä; -ertheilt 

haben  möge,     ümgekehrf  ist  F(x,y,Jc)  =  0  die  zu  Grunde  liegende 

Integralgleichung;  soll  dieselbe  allgemein  sein,  so  muss  darin,  wie 

vorher,  die  willkürliche  GonstanteÄ  vorkommen;  ausserdem  würde 

man  nur  eine  specielle  oder,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  eine  parti- 

cnläre  Auflösung   der    Differentialgleichung    haben.      In   manchen 

Fällen  existirt  noch  eine  ganz  besondere,  die  sogenannte  singulare 

Auflösung;  wie  dieselbe  entsteht,  wird  sich  in  §.  108  zeigen. 

Die  Integration  einer  Differentialgleichung  gelingt  immer,  wenn 

sich  eine  Trennung  der  Variabelen  vornehmen  lässt,  d.h. wenn 

man  die  Differentialgleichung  auf  die  Form 

4)  Xdx  +  Ydy  =  0 

bringen  kann ,  wo  X  eine  Function  von  x  allein  und  T  eine  Func- 
tion von  y  allein  bedeutet.  Das  aUgemeine  Integral  wird  nämlich 
in  diesem  Falle : 


5) 


fxdx  +  jYdy—  Const.  =  0; 


man  Überzeugt  sich  hiervon  sehr  leicht,  wenn  man  die  linke  Seite 
einstweilen  mit/(a;,^)  bezeichnet  und  den  in  §.  10  bewiesenen  Satz 

dx       dy  dx 

in  Anwendung  bringt;  es  ist  dann  ^-  =  X,  :r-  =  Y,  weil  in  Nro.  5) 

ox  Cy 
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die  Integrationen  so  geschehen ,  als  wären  x  und  y  von  einander  un- 

abhängige  Variabele;  man  erhält  folglich  X  +  Y  -7^  =  0,  was  mit 

dx 

der  Gleichung  4)  übereinstimmt. 

Etwas  allgemeiner  als  die  Differentialgleichung  4)  ist  die  fol- 
gende : 

6)  Xi  Yidx  +  X2  Yidy  =  0, 

in  welcher  Xi  und  X2  von  y,    Ti  und  Y2  von  x  frei  sein  mögen; 
durch  Division  mit  X2  Y^  wird  daraus 

-^  dx  -\-  ^dy  =  0, 

-A.2  X2 

mithin  durch  Integration: 

7)  y J  da;  +  yg  dy  =  Ccmst^ 

Als  geometrische  Anwendung  hiervon  behandeln  wir  das  Pro- 
blem, die  Curve  zu  finden,  in  welcher  die  Subtangente  eine  gegebeoe 
Function  fp(x)  der  Abscisse  ist.  Wir  haben  in  diesem  Falle  ^ 
Differentialgleichung 

dy  ,  V 

oder,  nach  Trennung  der  Variabelen, 

dy dx 

mithin  durch  Integration: 

'  dx 


^        r  dx 

ly  =  Const.  4-  /  —T^ 


(fix) 

Um  auf  y  zu  reduciren,  setzen  wir  e^^**-  =  C,  wo  C  eine  neue  will- 
kürliche Gonstante  bezeichnet  und  erhalten 

dx 


I: 


(p(x) 
y—Ce 

als  Gleichung  der  gesuchten  Curve. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  lässt  sich  die  Aufgabe  behandeln,  die 

Curven  zu  finden,  bei  denen  die  Subtangente  von  der  Form  —tt 

ist;  man  erhält  als  Integralgleichung: 
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üeberhaupt  bieten  die  Subtangenten  und  Snbnormalen  der  Cur- 
ven,  als  Functionen  der  Abscissen  oder  Ordinaten  betrachtet,  eine 
ziemliche  Auswahl  solcher  leicht  zu  integrirender  Differentialgleichun- 
gen dar. 


§.  104. 
Substitution  einer  neuen  Variabelen. 

Wenn  sich  die  Trennung  der  Veränderlichen  nicht  unmittelbar 
bewirken  lässt,  so  ist  es  häufig  von  Vortheil,  statt  der  ursprünglichen 
abhängigen  Variabelen  eine  neue  Variabele  durch  Substitution  ein* 
zuführen  und  damit  die  gegebene  Differentialgleichung  in  eine  an- 
dere zu  verwandeln;  nicht  selten  gestattet  dann  die  letztere  jene 
Sonderung  der  Veränderlichen.  Wir  wollen  einige  allgemeine  Fälle 
dieser  Art  angeben. 

I.  Es  werde  die  Curve  gesucht,  in  welcher  der  Winkel,  den  die 
Tangente  am  Punkte  xy  mit  der  o;- Achse  einschliesst,  eine  gegebene 
Function  des  Winkels  zwischen  Radiusvector  und  Abscissenachse  ist, 
also  nach  der  bisherigen  Bezeichnung 

r  =  F(ß). 
Da  zufolge    der  gegebenen  Bedingung   auch  tanx  eine  bestimmte 
Function  von  tonö,  etwa 

tan  r  =  (p  (tan  ff) 
sein  muss,  so  hat  man  bei.  rechtwinkligen  Coordinaten  die  Differen- 
tialgleichung 

welche  im  Allgemeinen  keine  Sonderung  der  Variabelen  zulässt.  Setzt 
man  dagegen  ^  =  t  oder  ^  =  o;^,  wo  ^  eine  neue  abhängige  Varia- 

X 

bele  bezeichnet,  so  wird  aus  Nro.  1) 

2)  X  -z 1-  *  =  9^(0  oder  — -r =  — , 

dx  ^^  q)(t)  —  t        X 

und  hier  sind  die  Variabelen  getrennt.     Die  Integration  liefert  jetzt 
eine  Gleichung  von  der  Form  il>{t)  =zlx  -{-  Const.y  und  wenn  man 

statt  t  seinen  Werth  —  wieder  einsetzt,  so  gelangt  man  zu  der  ge- 

X 

sachten  Integralgleichung. 
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Soll  z.B.  t  =  20  sein,  so  folgt 

2  tan  6 


tanz  = 


oder 


dy  _ 
dx 


1  —  tan'^  Ö' 


2^ 

X 


-ii)' 


die  erwähnte  Substitution  giebt 

1  —P         _  dx 

t(l   -|_  ^2)  ^*  —    aj    ' 

mitbin  ist  durch  Integration 

It  —  1(1  + 1^)  =  lx  +  Const. 


Setzt  man  Const, 


so  erhält  man 


oder 


2cy  =  »2  4-  j/2,  y  =  c  +  Vc»  —  x^. 

Die  gesuchte  Gurve  ist  also  ein  mit  dem  willkürlichen  Halbmesser 
c  beschriebener  Kreis,  welcher  die  Abscissenachse  im  Coordinaten. 
anfange  berührt. 

Gleichungen  von  der  Form  1)  werden  homogene  Differential- 
gleichungen genannt,  weil  in  ihnen  zwei  gleichartige  Grössen,  wie 
dort  die  Tangenten  zweier  Winkel,  vorkommen.  Ein  ferneres  Bei- 
spiel hierzu  ist  folgendes. 

In  einer  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogenen  unbekannten 
Fig.  93.  Curve  sei  OM=Xj  MP=y  (Fig.  93); 

aus  M  beschreibt  man  mit  dem 
Badius  MP  einen  Kreis,  legt  an  den- 
selben von  0  aus  die  Tangente  0§, 
zieht  durch  den  Berührungspunkt  Q 
parallel  zur  oj-Achse  eine  Gerade,  welche 
die  ^- Achse  in  M  schneidet,  und  ver- 
bindet endlich  22  geradlinig  mit  P; 
man  verlangt,  dass  IIP  die  Curve  in 
P  berühre.     Die  Construction  giebt 
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X 

nnd  da  andererseits  bei  jeder  Gunre 

OB  =  y  —  xtant 
ist,  so  hat  man  die  Di£ferentialgleicbnng 

ax  X 

oder 


dx       X        X    Y  \x/ 


Mittelst  der  Substitution  y  =  xt  wird  hieraus 

x^  =  --t VT=r^ oder  -    ,/^         =  ^ 
dx  tVl  —t^        X 

und  durch  Integration 

,(i±j^)=,(D, 

wobei  a  eine  willkürliche  Gonstante  bezeichnet.     Nach.  Restitution 
des  Werthes  von  t  erhält  man  als  Gleichung  der  gesuchten  Curve 

X  4-  Vx^  —  y^       X     ,  2aa;2 

1 2-  =  —  oder  y  =  -5— — -, 

y  a  ^        a^  +  x^ 

wonach  dieselbe  leicht  zu  construiren  ist. 

II.    Die  Substitution  y  =  xt  leistet  auch  bei  der  nicht  homo^ 
genen  Differentialgleichung 

gute  Dienste;  es  wird  n&mlich 

WO  nun  die  Variabelen  getrennt  sind,  so  dass  die  weitere  Rechnung 

wie  vorhin  geführt  werden  kann. 

Verlangt  man  z.  B.  diejenige  Gurre,  für  welche  die  von  der 

Tangente  am  Punkte  xy  auf  der  j^-Achse   abgeschnittene  Strecke 

Ä*   . 
=  —  ist,  wobei  b  eine  gegebene  Linie  bedeutet,  so  hat  man  die 

jf 
Differentialgleichung 
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oder 


dy x^ 

^       ^dx~l>^y 


dy 
dx 

X 

x^ 
53 

1 

X 

Nach  dem  obigen  Verfahren  giebt  dies 

dt              a;2    1                               xdx 
X  —  =  —  TT-T  oder  tdt  = tt-, 

femer  durch  Integration,  wenn  die  Constante  =  -—  gesetzt  wird, 


Unter  Benutzung  eines  mit  dem  willkürlichen  Radius  a  bescliriebe- 
nen  Kreises  ist  die  Curve  leicht  zu  construiren;  sie  hat  eine  ähnlich 
Gestalt  wie  die  Lemniscate« 

ni.    Um  noch  eine  andere  Substitution  zu  zeigen,  betrachten 
wir  die  Differentialgleichung 


.X  dy  ^nx)(p(yx^  -]-  y^)^x 

dx  y 

oder 

6)  «  +  3/||?=/(a!)9'(V«»4-y»)- 

Setzt  man  hier 

Ä!«  4-  3(2  =  ^3, 

so  folgt  durch  Differentiation 

dx  dx 

und  aus  Nro.  6)  wird  einfacher 

7)  T  —  =f(x)g)(r)  oder  — ^r^  =f(x)dx, 

wo  nun  die  Sonderung  der  Variabelen  ausgeführt  ist. 

Verlangt  man  z.  B.  die  Curve,  bei  welcher  das  von  der  Normale 
auf  der  o?- Achse  abgeschnittene  Stück  in  constantem  Verhältnisse  znm 
Radiusvector  steht,  so  hat  man,  wenn  s  die  gegebene  Verhältnisßzahl 
bezeichnet, 
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•  s  +  s'jf  =  «V«»  +  y'- 

Die  obige  Subetitutioa  giebt 

dr 

welches  die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  ist,  wenn  ein 
Brennpunkt  zum  Coordinatenanfang  und  die  Hauptachse  zur  o^Achse 
genommen  wird. 


§.  105, 
Substitution  zweier  neuen  Variabelen« 

I.    Eine  ziemlich  allgemeine  und  häufig  vorkommende  Differen- 
tialgleichung ist  die  folgende 

1)  ^  +  Xy  +  Xo  =  0, 

worin  X  und  X^  irgendwelche  gegebene  Functionen  von  x  bedeu- 
ten. Die  Substitution  y  =  xt  würde  hier  zu  keinem  Resultate  fuh- 
ren ,  man  versucht  daher  eine  allgemeinere  Substitution,  indem  man 
sich  y  als  Product  zweier  neuen  Variabelen  u  und  v  denkt.  Setzt 
man  demgemäss 

«V  dy  du   ,       dv 

2)  y  =  uv,    -  =  «-  +  «-, 

SO  erhält  man  aus  Nr.  1)  die  neue  Differentialgleichung 

(r:+^-)"+(«f:+^)=^ 

Diese  ist  erfOllt,  wenn  die  noch  unbekannten  Functionen  u  xmdv  den 
zwei  Bedingungen 

^)  d^  +  ^«  =  0' «55  +  ^  =  0 

genügen.  Die  erste  dieser  Gleichungen  giebt  durch  Sonderung  der 
Variabelen  und  Integration 

—  =  —  XdXj    tu  =  —   /  Xdx  +  -4, 

oder  wenn  e^  =^  B  gesetzt  wird, 
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4)  «  =  Be~^^". 

Aus  der  zweiten  Gleichung  in  Nro.  3)  folgt  unter  Benutzung  des  für 

u  gefundenen  Werthes: 


äv  Xo  1    _     ■\-fxd» 

dx  u  B 


5)  v=  Const.  —  —    /  Zo  c  ■^•^' 


ax. 


Wegen  y  ==  w«?  ist  nun  nach  4)  und  5),  wenn  B  .  Const.  =  C  ge- 
'  setzt  wird, 

6)  y  =  {e-^'''){G-fxJ"''  dx). 

Beispielsweis  suchen  wir  die  Curve,  bei  welcher   das  von  der 

Tangente  auf  der  3/ -Achse  abgeschnittene  Stück  =  Vax  —  yist. 
Die  Differentialgleichung  lautet  in  diesem  Falle 

y  —  X  -^  =z  Yax  —  y 
oder 

dx        X  Y    X 

es  ist  also 

Mittelst  der  Formel  6)  erhält  man 

oder  nach  Ausführung  der  Integration  und  wenn  0  =  —    gesetzt 

wird, 

y^^\^yax. 

Die  betreffende  Curve  ist  übrigens  mittelst  zweier  Parabeln  leicht  zu 
construiren. 

IL    Auf  die  Differentialgleichung  1)  lässt  sich  die  folgende 

^^  ^^'^  Tx  +  ^^^'^  +  Xo  =  0 

zurückführen,  worin /(jer)  eine  gegebene  Function  von  z  allein  und 

f{z)  ihre  nach  z  genommene  Derivirte  bedeutet.     Setzt  man  nämlich 


Cap.  XVII.  §.  105.   Substitution  zweier  neuen  Variabelen.    497 

8)  f(z)  =  y  mii}imf{z)dz  =  dy, 

so  erhält  man  die  neue  Gleichung 

g  +  xy  +  :Xo  =  0, 

welche  ganz  mit  Nro.  1)  übereinstimmt.  Das  Integral  von  Nr.  7) 
ist  daher  nach  6)  und  8) 

Zu  der  in  Nr.  7)  betrachteten  Form  gehört  z.  B.  die  Differen- 
tialgleichung 

was  man  sogleich  bemerkt,  wenn  man  dafür  schreibt 

dx 
Hier  ist/(xf)  =  JS^  also  die  Integralgleichung  von  Nro.  10) 

11)  si^  =  (e-f'^^A{c--   rXoef^^''dx\ 

Setzt  man  in  Nro.  10)  tw  =  1  —  n  und  lässt  (1  —  n)X  an  die 
Stelle  von  X,  ebenso  (1  — n)Xo  an  die  von  Xo  treten,  so  hat  man 
die  Differentialgleichung: 

12)  il  ^  xz  +  Xo^=0 

ax 

und  als  zugehörige  Integralgleichung: 

13)  ^i-«  =  ^e-a-»>A^'^  \c—  (l—n)  fxoe^^-''>f^'^'  dxU 

Ist  z.  B.  gegeben 

dz    ,    d       II«        /x 

so  findet  sich  nach  Nro«  13),  falls  a^  1  ist, 

1  —  a 


2  = 


c{l  —  a)x»  4-  6«' 
und  fUr  a  =  1 


x{c  +  67a?) 


BehlOmiloh,  Analysis.    I.  82 
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§.  106. 
Vom  integrirenden  Factor. 

L  Ausser  dem  Falle,  wo  die  Trennung  der  Yariabelen  zn  er- 
reichen ist,  giebt  es  noch  einen  zweiten,  in  welchem  eine  Differen- 
tialgleichung von  der  Form: 

1)  q>{x,y)dx  +  il>{x,y)dy  =  0 

allgemein  integrirt  werden  kann.  Erkennt  man  nämlich  in  der  lin- 
ken Seite,  für  sich  allein  betrachtet,  das  totale  Differential  einer 
Function /(aj,y),  ist  also 

(p{Xyy)dx  +  '4f{x,y)dyz=^dx  -\- ^dy  =  df, 

80  kann  die  Gleichung  1)  nur  dann  bestehen ,  wenn  /(a?,  y)  =  Coni. 
ist,  und  damit  hat  man  unmittelbar  die  gesuchte  Integralgleichang. 
So  z.  B.  wird  man  der  Differentialgleichung 

xdy  -\-  ydx=  0 
auf  der  Stelle  ansehen,  dass  sie  mit  der  Gleichung  d(xy)=Q 
einerlei  und  folglich  xy  =  Const.  ihr  Integral  ist.  —  Soll  aber  die- 
ses Verfahren  einen  wissenschaftlichen  Werth  erhalten,  so  sind  offen- 
bar zwei  Aufgaben  zu  lösen;  man  muss  erstlich  ein  Griterium  an- 
geben, mittelst  dessen  sich  entscheiden  l&sst,  ob  die  linke  Seite  der 
Gleichung  1)  ein  vollständiges  Differential  ist  oder  nicht,  und  man 
hat  zweitens,  wenn  das  Letztere  der  Fall  sein  sollte,  die  zu  Grande 
liegende  Function  /(äj,  y)  und  damit  die  Integralgleichung  selbst  zu 
entwickeln.  Zur  Lösung  dieser  Aufgaben  dienen  folgende  Erör- 
terungen. 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  1),  oder  kurz  der  Ausdruck: 

(p.dx  +  i^'dy 
ist  mit  dem  totalen  Differentiale  von  /,  d.  h.  mit 

r^  dx  4-  t;^  dv 
dx         ^  dy    ^ 

jedenfalls  identisch,  wenn  die  Gleichungen 

stattfinden;  differenzirt  man  die  erste  derselben  paiiiell  in  ßezielinng 
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auf  y  und  die  zweite  partiell  in  Beziehung  auf  x,  so  entstehen  die 
neuen  Gleichungen: 

8y3a?        dy  '    8ir83(        8af ' 

deren  linke  Seiten  identisch  sind  (Formel  Ö  in  §.  15);  es  muss  daher 

2)  8jp  _  8^ 

^  dy  ~  8a; 

sein,  und  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  bildet  (f.dx-i-ilf.dy 

das  ToUständige  Differential  von  /.    Um  die  letztere  Function  zu  be- 

8/ 
stimmen,  erinnern  wir  an  die  Gleichung  ^~  =  9;  aus  ihr  folgt 

ox 


f  =  f9>. 


dx  +  JST, 


wo  sich  die  Integration  auf  x  allein  (bei  constant  gelassenem  y)  be- 
zieht und  K  eine  Constante  bezeichnet,  die  von  x  frei  ist,  demohn- 
geachtet  aber  y  enthalten ,  also  eine  Function  von  y  sein  kann.  Sie 
bestimmt  sich ,  wenn  man  die  Gleichung  partiell  in  Beziehung  auf  y 
difEerenzirt,  wodurch 


dff       J  dy 


entsteht;  dies  mnss  mit  ^  einerlei  sein  und  man  hat  daher 

folglich 

K=  C  -\-  J^.dy  -^  f^yf^  ^«• 

In  den  früheren  Werth  von  /  substituirt ,  giebt  dies  die  Integral- 
gleichung/s 0,  nämlich: 

3)  C  +  Jg).dx  ^J^.dy^JdyJ^dx  =  Q, 

worin  die  angedeuteten  Integrationen  jederzeit  partiell  auf  die  Va- 
riabele  zu  beziehen  sind,  deren  Differential  unter  dem  Integral- 
zeichen vorkommt. 

So  ist  z.  B.  die  in  Nro.  2)  angegebene  Bedingung  bei  der  fol- 
genden Differentialgleichung  erfüllt: 

(a?™  +  y)^»  +  (y*  +  a;)£fy  =  0, 

nämlich : 

82* 
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^  —  1  _  ^. 

die  Ausführung  der  in  Nro.  3)  angedeuteten  Integrationen  gieLt: 
J  (p.dx=J(x'^-\-y)dx  =  ——-  +  yx, 

j  7l}.dx=J  (y'»  +x)dy=  ^     ^  -f  xy, 

und  daher  ist  die  gesuchte  Integralgleichung: 

C  +  -^T^  +  -L^  +  iC3^  =  0. 
w  -f-  1        n  +  1 

IL  Es  kann  auch  der  Fall  vorkommen,  dass  eine  Differential« 
gleichung  zwar  durch  Differentiation  einer  Gleichung  von  der  Form 
/(oj,  y)  =  Const  entstanden  ist,  dass  aber  gleichwohl  die  Bedingung 
in  2)  unerfüllt  bleibt.  Stellt  sich  nämlich  das  Differential  der  Glei- 
chung/=  Const,  unter  die  Form: 

4)  ((p.dx  +  ilf.dy)x==0, 

wo  9>,  ^  und  X  Functionen  von  x  und  y  bezeichnen,  so  wird  man 
den  gemeinschaftlichen  Factor  %  weglassen,  weil  die  rechte  Seite 
=  0,  X  *^6r  von  Null  verschieden  ist;  in  der  nunmehrigen  Glei- 
chung q>.dx  -]-  rl^  .dy  =  0  bildet  die  linke  Seite  kein  vollständiges 
Differential  mehr  und  daher  findet  die  Gleichung  2)  nicht  statt.  Aus 

X 
der  Gleichung  —  =  ConsL  z.  B.  folgt 


—  äx  —  -^dy  =  —  [ydX'-xdy]  =  0, 


—  dx dy  =  - 

y  y^  y 

oder: 

ydx  —  xdy  =  0\ 

in  der  ersten  Form  hat  man  linker  Hand  ein  vollständiges  Differen- 
tial und  in  der  That  ist  auch 


dy  dx    ' 


in  der  zweiten  Form  dagegen  ist  die  linke  Seite  durch  Terlust  dos 

1 


gemeinschaftlichen  Factors  ~  zu  einem  unvollständigen  Differential 


Cap.  XVn.  §.  106.    Vom  integrirenden  Factor.        501 

geworden  und  die  Gleichung  2)  trifft  nicht  mehr  zu.     Wenn  nun 
überhaupt  die  in  der  Differentialgleichung 
5)  (p.dx  •{-  ip.dy  =  0 

vorkommenden  Functionen  der  Bedinimnff  r^  =  ;r—  nicht    genü- 

dy        ox 

gen,  so  ist  doch  die  vorige  Integrationsmethode  immer  noch  anwend- 
bar, sobald  sich  der  sogenannte  integrirende  Factor  %  finden  lässt, 
nach  dessen  Zusatz  die  Gleichung  5)  inNro.  4),  d.  h.  in  ein  vollstän- 
diges Differential  übergeht;  man  kann  nämlich  g)  ,x,==  ^ir  '^  •  Z  =  ^i 
setzen  und  dann  mit  ffi  und  ^i  ebenso  wie  vorhin  mit  (p  und  ^ 
Operiren.     Der  Factor  %  muss  aber  so  beschaffen  sein,  dass 

dy  dx 

ist;  entwickelt  man  diese  partiellen  Differentialquotienten,  so  wird : 

Die  Aufsuchung  des  integrirenden  Factors  erheischt  demnach  selbst 
wieder  die  Integration  einer  Differentialgleichung,  und  da  letztere 
meistentheils  verwickelter  als  die  ursprüngliche  Differentialgleichung 
ist,  so  hat  man  im  Allgemeinen  keinen  sonderlichen  Gewinn  von  die- 
sem Verfahren ;  doch  schliesst  dies  nicht  aus,  dass  in  speciellen  Fällen 
die  Kenntuiss  der  Gleichung  6)  von  Nutzen  sein  kann. 
Ist  z.  B.  die  gegebene  Differentialgleichung: 

7)  (Xy  +  Xo)dx  +  dy:=:0, 

wo  X  und  Xo  Functionen  von  x  allein  bezeichnen,  so  ist  die  Glei- 
chung 6): 

man  kann  ihr  dadurch  genügen,  dass  man  sich  x  &^s  Function  von 

X  allein  denkt,  wodurch  ;—  =  0  und 

dy 

-  1^  +  X%  =  0,      ^  =  Xdx, 
dx  '^  % 


Xdx,        %  =  e 


fXdx 


wird.     Die  nunmehrige  Differentialgleichung 

.fXdx  fXdx 

{Xy  +  Xo)e  dx  +  e        dy  =  0 
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erfüllt  in  der  Tbat  die  Bedingung  der  Integrabilität  (Nro.  2),  wenn 

JXdx  fXdx 

gesetzt  wird;  zugleich  ist: 

/p       fXdx  p         fXdx 

(p.dx  =z  p  J  Xe         äx  +    I  XqC        dx^ 


fXdx 

tlt.dy  =  e        y, 


und  so  ergiebt  sieb  als  Integralgleichung  von  Nro.  7): 

fXdx  p       fxdx 

8)  C  +  ye  +1X^6         dx  =  0, 

sie  ist  dieselbe,  welche  auf  anderem  Wege  in  §.  105  gefunden  ^'urde. 


§.  107. 
Difibrentlalglelchungen  versohiedener  Grado. 

I.    Wir  haben  bisher  solche  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung behandelt,  in  denen  nur  die  ersten  Potenzen  von  y  und  -p 

ax 

vorkamen,  welche  also  rücksichtlich  dieser  Ausdrücke  vom  ersten 
Grade,  oder,  wie  man  häufig  sagt,  linear  waren;  wenn  dagegen  die  ge- 
gebene Differentialgleichung  höhere  Potenzen  von  -~-  enthält,  so  ist 

QX 

sie  von  der  Form 

■)(©"+<sr+^(©;"'+-+--Ä+^=»- 

worin  Z],  Zi,  •  •  •  Zn—u  Zn  Functionen  von  x  und  p  bezeichnen. 
Das  zunächst  sich  darbietende  Verfahren  zur  Integration  einer  der- 
artigen Differentialgleichung  besteht  darin,  dass  man  die  Gleichung 

dy 
in  Beziehung  auf  -r--  als  Unbekannte  auflöst,  wodurch  man  im  All- 

ax 

gemeinen  n  verschiedene  Werthe/1,/2,  •  •  •/«,  sämmtlich  Functionen 

von  X  und  y,  erhält  und  nachher  die  n  Differentialgleichungen 
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einzeln  nach  den  vorigen  Methoden  integrirt.     Nennen  wir 

3)  9Pi(a?,y,  Ci)  =  0,     q>^{jic,y,  Ca)  =  0,  •  •  •  q>n(x,y,  C»)  =  0 

die  Integralgleichungen  jener  n  Differentialgleichungen,  so  idt  jede 
von  ihnen  auch  eine  Auflösung  der  ursprünglichen  Differentialglei- 
chung, und  die  allgemeinste  Lösung  entsteht  nun  durch  das  Product 

4)  qPi(«,y,  Ci).q>2{x,y,  Ca) ^>n{x,y,  C^)  =  0. 

Die  Allgemeinheit  dieser  Gleichung  wird  übrigens  nicht  beeinträch- 
tigt, wenn  man  Ci  =  C^  •  •  •  =  Cn  =  C  nimmt;  denn  setzt  man 
der  Reihe  nach  jeden  einzelnen  Factor  des  obigen  Ausdruckes  =  0 
and  giebt  dem  C  alle  möglichen  Werthe,  so  erhält  C  unter  Anderem 
auch  die  Werthe  Ci,  Ca,  .  •  .  C„  wieder. 

Beispielsweise  sei  die  gegebene  Differentialgleichung: 

Die  beiden  einzelnen  daraus  entspringenden  Differentialgleichungen 
sind  in  diesem  Falle: 

dy       Vxy     '         dy       V^_ 
dx  a  dx  a 

und  die  Integralgleichungen  derselben: 
das  allgemeine  Integral  ist  folglich: 

(v7+c,-S^(W+ft  +  r-f)  =  o, 

oder,  wenn  Ci  =  C^  =  C  genommen  wird, 

6)  (v^+ c)^_ii;=o. 


«3 


JI.  Das  beschriebene  Verfahren  verliert  seine  Brauchbarkeit 
wenn  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sehr  verwickelte  Aus- 
drücke oder  gar  nicht  angebbar  sind;  es  ist  dann  häufig  vortheil- 
hafi,  die  Gleichung  1)  auf  y  oder  auf  x  zu  reduciren,  d.  h.  ihr  eine 
der  folgenden  Formen  zu  verleihen 
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„      ,=4,||).d».=».(,,g), 

wobei  —  kurz  mit  jf  bezeiclinet  werden  möge,  und  sie  in  der  neuen 

Gestalt  noch  einmal  zu  differenziren. 

Aus  y  =  0(x,j/)  ergiebt  sich  auf  diese  Weise 

d.  h.  eine  Differentialgleichung   zwischen  den   beiden  Yariabelen  z 

und  y'\  durch  Integration  folgt  daraus  eine  Gleichung  von  der  Form 

/(^»y»C)  =  0,  welche  mit  y  =  0(x,y^  verbunden  dienen  kann, 

.  um  durch  Elimination  von  ^  zu  einer  Gleichung  zwischen  x  und  y 

zu  gelangen. 

Ist  dagegen  die   gegebene  Differentialgleichung  auf  die  Form 

X  =  W{y^y*)  gebracht,  so  wird 

dy       ^  '^       d^      'dx' 
oder,  wenn  man  die  Beziehung 

9) 


dy^  ___  d£dy_^  d^f    , 


dx        dy    dx       dy 
in  Anwendung  bringt, 

Diese  Differentialgleichung  enthält  nur  y  und  y,  ihr  Integral  ist 
daher  von  der  Form  F(y,  3/,  C)  =  0,  und  wenn  man  zwischen  dieser 
und  der  vorigen  Gleichung  x  =  ^(y,  ^)  die  Variabele  y  eliminirt, 
so  ergiebt  sich  das  Integral  der  ursprünglichen  Differentialgleichung. 

Beispiel.  Eine  Gerade  von  unveränderlicher  Länge  a  bewege 
sich  so,  dass  der  eine  Endpunkt  auf  der  Abscissen-,  der  andere  auf 
der  Ordinatenachse  fortgleitet;  man  sucht  die  Curve,  welche  von 
jener  Geraden  während  der  ganzen  Bewegung  berührt  wird.  Nennen 
wir  x  und  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Gurvenpunktes, 
so  muss  das  zwischen  die  Coordinatenachsen  fallende  Stück  der  an 
xy  gelegten  Tangente  constant  =  a  sein;  diese  Bemerkung  liefert 
die  Differentialgleichung: 


oder  auf  y  reducirt: 
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11)  y  =  ^y_.^£=^. 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  giebt  nach  beiderseitiger  He- 
bung von  j^: 

12)  0  =  1^-  w       ^     .     \¥-^ 

nnd  daraus  folgt  entweder 

dl/  u 

13)  -2.  =  0,   oder  x  —  ,>  =  0. 
da?                                 y  (1+3/2)3 

Die  erste  Gleichung  giebt  ^  =  (7  und  durch  Substitution  inNro.  11): 

y  z=L  Cx  —  .>  , 

Vl  +  C« 

cL  h.  eine  Gerade,  was  in  der  That  richtig  ist,  da  alle  Tangenten  an 
einer  Geraden  mit  letzterer  zusammenfallen  und  im  vorliegenden 
Falle  das  zwischen  die  Goordinatenachsen  fallende  Stück  der  Geraden 
=  a  ist.     Die  zweite  Gleichung  in  13)  liefert: 


K    /t3   aj8 


y  =  — I 


y  =  —  ^a8  — 


x^ 
mithin  durch  Substitution  in  Nro.  11): 

l\8 

Die  beiden  Integrale  der  Differentialgleichung  sind  daher: 

aC  SSI 

y  —  Gx  •\-  ^  s  =  0  und  x^  +  y^  —  aß  =  0. 

Vi  +  C' 

III.    Auch  in  dem  Falle,  wo  die  gegebene  Differentialgleichung 
auf  die  homogene  Form 

14)  y»  +  ^i(f)»'"-'  +  ^«(f)»''"*  +  ■••' 

gebracht  werden  kann,  hat  die  Integration  meistens  keine  Schwierig- 

y 

keiten.    Es  liegt  nämlich  sehr  nahe,  -^  =  ^  zu  setzen,  wodurch  die 

Gleichung  sich  unter  die  allgemeine  Form: 

15)  /(3/,0  =  0 

stellt,  die  man  entweder  in  Beziehung  auf  ^  oder,  wenn  dies  um- 
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ständlich  wäre,  nach  t  auflösen  kann,  wodurch  man  entweder  ff 
=  9(0  oder  t  =  ilf(i/)  zum  Resultat  erhält  Andererseits  ist  we- 
gen y  =  xt: 

dy  dt    ,    ^        ,        ^  dt 

dx  dx  ~    '    ^  dx 

und 

dx  dt 


X         y'  —t 
Hat  man  y^  durch  t  ausgedrückt ,  so .  enthält  die  rechte  Seite  nur  t, 
war  aber  t  durch  y  ausgedrückt,  so  kommt  rechter  Hand  nur  ^  Tor-, 
in  jedem  Falle  sind  die  Yariabelen  gesondert  und  es  ist 

oder  auch 

17)  ?a;  =  -?(y-0  +  /jj^, 

und  man  wird  von  diesen  Gleichungen  die  erste  oder  die  zweite  h- 
nutzen,  jenachdem  i/  durch  t  oder  t  durch  y^  ausgedrückt  ist.  Im 
ersten  Falle  giebt  die  Integration  ein  Resultat  von  der  Form  Ix  = 
X  (0  +  ConsL  und  man  braucht  nur  für  t  seinen  Werth  einzusetzen; 
im  zweiten  Falle  ist  dasErgebniss  von  der  Form  lx  =  x(f/)  +  Conä. 
und  es  bedarf  noch  der  Elimination  von  f/  aus  der  vorstehenden  md 
der  ursprünglichen  Gleichung. 

Sucht  man  z.  B.  die  Curve,  deren  Bogen  8  mit  den  rechtwink- 
ligen Coordinaten  x  und  y  des  Endpunktes   durch  die    Gleichung 

s  =  V  2a?y,  oder 


/ 


VT+y^dx  z=V2xy 

verbunden  ist,  so  lautet  die  Differentialgleichung: 

für  y  ■=  xt  findet  sich  hieraas: 

die  Gleichung  16)  wird  daher  im  vorliegenden  Falle: 

V27—  1   ,.      ^     ,,,     .,      r      dt 


Ix 


(1— 0V^2f  J  (1— oV^ 
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Hier  ist  die  noch  übrige  Integration  dnrch  Wegschaffung  des  Wur- 
zelzeichens (t=zu'^)  leicht  auszuführen  und  giebt: 

in  rechtwinkligen  Coordinaten  ist  daher  für  <  =  ~    die    Gleichung 

X 

der  Curve: 

1 

^  \V^+VyJ     ' 

wobei  e+  ^  =  c  gesetzt  wurde.     Zur  Gonstruction  der  Curve  würden 
übrigens  Polarcoordinaten  bequemer  sein. 

Für  ein  zweites  Beispiel  sei  s  =  V  mx^  +  ny^  also  durch  Dif- 
ferentiation 

y  mx^  +  ny^ 
und  vermöge  der  Substitution  y  =  xt 

(m  +  nf2)  (1  -f  3/2)  =  (m  +  n^y*)^- 
Diese  Gleichung  ist  in  jedem  Falle  leicht  auf  f/  oder  t  zu  reduciren ; 
am  einfachsten  wird  die  Sache  f ür  n  =  1,  man  findet  nämlich 

,        ,        Vw— 1  Viw  +  f« 

y   -  «  = n7= 

KW 

und  nach  Formel  16) 

Vm         r      dt 


Ix 


_     Vm       r 


Vm  —  1  o/  Vm  +  ^» 


l{t+Vm  +  P)-\-C, 


oder,  wenn  (7  =  Za  gesetzt  wird,  wo  a  eine  neue  willkürliche  Con- 
stante  bezeichnet 


Ym^l 


a        \  X  ) 

Es  ist  übrigens  nicht  schwer,  die  Gleichung  auf  y  zu  reduciren;  itlr 
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m  ==  I  z.  B.,  und  wenn  man  zur  Yeroinfachung  |a  an  die  Stelle  von 
a  treten  lässt,  hat  man 


§.  108. 
Die  singulären  Auflösungen  der  Differentialgleiehiuigen. 

In  dem  Abschnitte  II.  des  vorigen  Paragraphen  begegneten  wir 
der  eigenthümÜchen  Erscheinung,  dass  eine  Di£ferentialgleichung  zwei 
Auflösungen  zuliess,  von  welchen  die  erste  eine  willkürliche  Constante 
enthielt,  die  zweite  nicht;  aus 

y  =  xy'  — 


Vi  +  y^ 

folgte  nämlich: 

^  aG  2  2  j 

y  —  {jX  —  y  ^  und  auch  oß  +  ys  z=:  as. 

Da  nun  das  erste  Integral  insofern  das  allgemeinere  ist,  als  es  eine 
willkürliche  Constante  C  besitzt,  so  sollte  man  erwarten,  dass  das 
zweite  Integral«  für  irgend  einen  speciellen  Werth  von  C  aus  jenem 
hervorgehen  müsste;  dies  ist  aber  nicht  der  Fall  und  man  muss  da- 
her die  zweite  Auflösung  als  eine  in  ihrer  Art  einzig  dastehende  be- 
trachten. Wie  nun  eine  solche  besondere  oder  singulare  Auflösung 
einer  Diflerentialgleichung  mit  dem  allgemeinen  Integrale  zusammen- 
hängt, wird  aus  folgenden  Bemerkungen  erhellen,  die  wir  an  die  geo- 
metrischen Betrachtungen  in  §.  29  knüpfen. 
I.  Die  gegebene  Diflerentialgleichung  sei 

1)  f{x,y,y')  =  Q, 

und  ihr  allgemeines  Integral  möge  als  bekannt  vorausgesetzt  werden, 
nämHch 

2)  F{x,y,G)  =  0', 

man  kann  sich  dann  die  letztere  Gleichung  als  Gleichung  derjenigen 
Curve  denken,  von  welcher  jeder  Funkt  die  durch  Nro.  1)  bestimmte 
Eigenschaft  besitzt.  Die  Gleichung  2)  charakterisirt  aber  nicht  eine 
einzelne  Curve,  sondern  vielmehr  eine  ganze  Schaar  von  Gnrven, 
welche  dadurch  entstehen,  dass  man  der  willkürlichen  Gonstanten  C 
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alle  möglichen  Werthe  gieht.    Zwei  aufeinander  folgende  individuelle 
Curven  dieser  Art  lassen  sich  durch  die  beiden  Gleichungen 

oder  auch  durch  die  daraus  folgenden  Gleichungen 

3)  2.(,. ,.  fc)  =  0.    ^^:^  =  0 

darstellen,  und  es  hat  nun  jeder  Punkt  der  einen  sowohl  als  der  an- 
deren Curve  die  Eigenschaft  1).  Dieselbe  Eigenschaft  kommt  auch 
dem  Durchschnitte  beider  Nachbarcurven  zu,  fall»  ein  solcher  existirt; 
sie  gilt  endlich  auch  für  die  aufeinander  folgenden  Durchschnitte 
je  zweier  Nachbarcurren ,  welche  entstehen,  wenn  man  dem  h  alle 
möglichen  Werthe  giebt.  Nach  §.29  heisst  dies:  wenn  der  Glei- 
chung 1)  die  Curve  F(x,y,h)  =  0  genügt,  so  genügt  jener  Glei- 
chung auch  die  einhüllende  Curve,  welche  der  stetigen  Aende- 
rung  des  k  entspricht.  Ausser  dem  allgemeinen  Integral  erhält  man 
also  noch  ein  singuläres,  wenn  man  h  aus  den  Gleichungen  3),  oder 
C  aus  den  Gleichungen 

eliminirt.  Selbstverständlich  braucht  eine  solche  singulare  Lösung 
nicht  noth wendig  zu  existiren ;  sie  wird  fehlen,  wenn  jene  Schaar  von 
Curven  keine  Einhüllende  besitzt. 

Die  vorige  Regel  zur  Aufsuchung  des  singulären  Integrales 
lässt  sich  auch  rein  analytisch  auf  folgende  Weise  begründen.  Um 
die  Richtigkeit  der  Gleichung  2)  zu  prüfen,  würde  man  letztere 
differenziren  und  nachher  aus  den  Gleichungen 

_         nd—  —  —  -4-— ^  —  0 
^  äx        dx        dy  dx 

die  willkürliche  Constante  G  eliminiren,  weil  C  nicht  in  Nro.  1)  vor- 
kommt. Diese  Elimination  geschieht  am  natürlichsten  so,  dass  man 
die  Gleichung  F  ^  0  nach  C  auflöst  und  den  gefundenen  Werth  in 
die  zweite  Gleichung  einsetzt.  Bei  der  Auflösung  von  ^  =  0  er- 
scheint aber  ein  Resultat  von  der  Form  G  =  <p(Xj  y)  und  daher  ist 
im  Allgemeinen  C  als  Function  von  x  und  j/ anzusehen;  beachtet  man 
dies  bei  der  Differentiation  der  Gleichung  JP  =  0,  so  hat  man  voll- 
ständiger 

^^  dx~  dx'^  dy  dx^  dCdx' 

Die  Elimination  von  C  aus  F  =  Q  und  Nro.  6)  kann  aber  nur  dann 
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zu  demselben  Resnltate  (Nr.  1)  führen  wie  die  Elimination  von  C 
aus  den  Gleichungen  5) ,  wenn  die  Gleichung  6)  mit  der  zweiten 
Gleichung  in  5)  übereinstimmt,  d.  h.  wenn 

dF    dC_ 
Fe  *  dx~ 

dG 
ist.     Dazu  gehört  entweder  -r-  =  0  d.h.  C=  Ctonsf.,  wodurch  man 

dx 

auf  das  Integral  2)  zurückkommt,  oder 

und  wenn  sich  hieraus  für  C  eine  Function  von  x  und  y  findet,  so 
giebt  deren  Substitution  In  F  =  0  eine  neue  Gleichung,  welche  ohne 
willkürliche  Constante  der  Gleichung  1)  genügt,  also  deren  singulares 
Integral  ist.  Diese  Bemerkungen  lassen  gleichzeitig  erkennen,  dass 
eine  Differentialgleichung  nicht  mehr  als  zwei  Integrale  haben  kann, 
von  denen  eines  das  allgemeine,  und  das  andere  das  singulare  ist. 

Als  Beispiel  diene  folgende  Aufgabe.  Man  sucht  eine  krumme 
Linie,  deren  Normale  die  mittlere  geometrische  Proportionale  ist 
zwischen  dem  Stücke,  welches  sie  selbst  von  der  Abscissenachse  ab- 
schneidet, und  zwischen  einer  gegebenen  Geraden  a.  Die  Differential- 
gleichung der  Gurve  lautet: 

8)  yVT+7'  =  Vaix  +  yy'); 

zu  ihrer  Integration  empfiehlt  sich  das  im  vorigen  Paragraphen  unter 
Nro  II.  beschriebene  Verfahren  und  zwar  ist  es  am  vortheilhaftesten, 
auf  X  zu  reduciren,  weil  die  Entwickelung  von  y  eine  quadratische 
Gleichung  geben  würde.     Man  hat  nun 

9)  y^il+y")  —  ayt/  =  ax, 

und  hieraas  folgt  durch  Differentiation,  indem  man  von  den  Glei- 
chungen 

dx      ^'         dx        ^  dy 
Gebrauch  macht, 

(2yy - a)  j  yj/ ^  +  (1  +  y*)]  =  0. 

Diese  Gleichung  zerfallt  in  die  zwei  nachstehenden: 

10)  »»'^  =  -(i+y'*),      2^1^  =  «, 
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welche  durch  Trennung  der  Yariabelen  integrirt  werden  können.  Die 
erste  Gleichung  giebt 


r    t/äi/  fdy 


oder  |Z(1  +2^'*)  =  —  ?y-}-  Consta  d.  i.  wenn  Const.  =1  IJc  gesetzt 
wird, 


y  y 

das  Integral  ist  demnach,  wenn  die  vorstehenden  Werthe  in  die 
Gleichung  9)  substituirt  werden, 

oder  für  Ä;^  =  ac,  wo  oun  c  die  willkürliche  Constante  bezeichnet, 

11)  {X'-cf-\-y^  =  ac. 

et 
Die  zweite  Gleichung  in  Nro  10)  liefert  |/  =  — ,   und  durch  Sub- 
stitution in  Nr.  9) 

12)  y'i  ^  ax  =  Ja». 

Hier  ist  das  erste  Integral  allgemein,  das  zweite  ein  sihguläres,  wel- 
ches man  nach  der  angezeigten  Methode  aus  jenem  ableiten  kann,  in- 
dem man 

F(x,y,c)  =  (a;  — c)2+  y«  —ac  =  0 

setzt  und  c  aus  dieser  Gleichung  und  der  folgenden 

dF(x,ytC)  «,         N 

— \^^^^  =  —  2  (aj—  c)  —  a  =  0 
de  ^         ^ 

eliminirt ;  die  letztere  Gleichung  giebt  c  =  X'{-\a,  und  in  die  vorige 
Gleichung  eingesetzt: 

Ja'i  +  j^a- fl(a?  +  |a)  =  0, 

was  mit  Nro.  12)  Übereinstimmt.  Geometrisch  bedeutet  die  Glei- 
chung 11)  eine  Schaar  von  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Ab- 
f^cissenachse  liegen  und  deren  Halbmesser  sich  in  der  Weise  ändern, 
dass,  wenn  c  der  Abstand  eines  Gentrums  vom  Goordinatenanfange 

ist,  yac  den  zugehörigen  Halbmesser  angiebt;  alle  diese  Kreise 
werden  von  der  durch  die  Gleichung  12)  charakterisirten  Parabel  ein- 
gehüllt. 

II.  Im  Vorigen  haben  wir  immer  das  singulare  Integral  aus  dem 
allgemeinen  Integral  hergeleitet,  dagegen  wollen  wir  nun  zeigen,  wie 
dasselbe  unmittelbar  aus  der  gegebenen  Differentialgleichung  1)  ent- 
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wickelt  werden  kann»  Der  Anschaulichkeit  wegen  betrachten  wir  die 
Sache  wieder  von  der  geometrischen  Seite. 

Wenn  überhaupt  eine  eiDhüllende  Curve  existiren  soll,  so  müssen 
die  beiden  Curven,  welche  zwei  verschiedenen  Werthen  von  CinNro.  2) 
entsprechen,  einander  schneiden;  jeder  Punkt  xy  auf  irgend  einer 
durch  das  allgemeine  Integral  bestimmten  Curve  lässt  sich  demnach 
gleichzeitig  als  Punkt  einer  anderen  Curve  derselben  Art  ansehen, 
welche  zu  einem  anderen  Werthe  von  C  gehört.  Der  Winkel,  unter 
dem  sich  beide  Curven  schneiden,  ist  derselbe,  wie  der  Winkel  zwi- 
schen beiden  Tangenten ;  es  müssen  also  am  Punkte  xy  wenigstens  zwei 
der  Lage  nach  verschiedene  Tangenten  vorhanden  sein,  d.  h.  es  muss 
tant=zy^  mindestens  zwei  verschiedene  Werthe  haben.  Letztere  braucht 
man  nicht  aus  dem  allgemeinen  Integrale  zu  berechnen,  man  findet  siedi- 
rect  aus  der  gegebenen  Differentialgleichung /(aj,y,y)  =  0,  indem  man 
diese  nach  t/  auflöst.  Die  vorige  Bemerkung  zeigt  nun  augenblicklich, 
däss  eine  singulare  Lösung  nur  dann  existiren  kann,  wenn  die  gegebene 
Differentialgleichung  wenigstens  vom  zweiten  Grade  ist.  Nennen  wir 

t/  =  9(aJ,y),        s/  =  nf(x,y),        y  =  X(x,y),  .  .  . 
oder  kurz  9,^,X  ^e.  die  Wurzeln  derselben,  so  haben  wir  nach  dem 
Fundameotalsatze  der  Theorie  algebraischer  Gleichungen 

f  ==  (1/ -  (p)  (y' —il>W  -  X)  ■  •  ■  ■; 

durch  partielle  Differentiation  in  Beziehung  auf  y^  folgt  hieraus 

+  (y  — 9)0/  — *)'•■•  H — 

und  hier  verschwindet  die  rechte  Seite  weder  für  y'  =z  g>  noch  för 
y'=flf  etc.,  falls  9,  if;,  %  etc.  von  einander  verschieden  sind.  Anders 
wird  die  Sache,  wenn  der  Punkt  xy  auf  der  einhüllenden  Curve  liegt 
Er  gehört  dann  drei  Curven  an,  von  denen  zwei  den  Werthen  C  und 
C  '\-  dC  entsprechen,  und  deren  dritte  die  einhüllende  Curve  selber 
ist;  für  alle  drei  hat  ^  einen  und  denselben  Werth,  folglich  müssen 
wenigstens  zwei  der  Wurzeln  9,  ^,  %  etc.  einander  gleich  werden. 
Für  ^  =  9  erhält  man  aber 

f  =  (y-ip)Ht/-x) 

^  =  (2/~9)[2(y-;c)---  +  Ü/-9)--  +  ---] 

und  hier  verschwindet  die  rechte  Seite,  sobald  i/  =  q)  genommen 
wird.  Wenn  demnach  eine  singulare  Auflösung  vorhanden  sein  soll, 
so  müssen  die  Gleichungen 
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BUsammen  bestehen,  und  daraus  ergieht  sich  das  gesuchte  singulare 
Integral  durch  Elimination  von  y'. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  die  Differentialgleichung 


yt/(^-yt/)  =  o'; 


deren  geometrischer  Sinn  leicht  zu  sehen  ist.  Nach  dem  gewöhnlichen 
Verfahren  würde  man  dieselbe  mittelst  der  Substitution  y^  =  a 
homogen  machen  und  als  allgemeines  Integral  finden 

^  -  -  =  1 
ac        c«         • 

woraus  als  singuläres  Integral  folgt 

2^*  =  4  a^a?«. 

Will  man  dagegen  das  letztere  allein  haben,  so  ehminirt  man  t/  aus 
den  beiden  Gleichungen 


and  erhält  wie  oben  y^  =  4a^^'. 


|^=,.(.^-|)  =  o, 


§.  109. 
Integn^aÜon  diiroh  Verauche. 

Die  bisher  auseinandergesetzten  Methoden  zur  Integration  der 
Differentialgleichungen  zeichnen  sich  dadurch  aus,  dass  sie  der  Will- 
kür nichts  Überlassen  und  wenigstens  in  vielen  Fällen  mit  Sicherheit 
zum  allgemeinen  und  dem  etwaigen  singulären  Integrale  führen. 
Will  aber  die  Integration  einer  Differentialgleichung  trotz  der  An- 
wendung aller  bisherigen  Mittel  nicht  gelingen,  so  muss  man  zu  an- 
deren Methoden  greifen,  deren  gemeinschaftlicher  Charakter  darin  he* 
steht,  dass  die  Integralgleichung  hypothetisch  angenommen  und  ver- 
sucht wird,  ob  sie  der  Differentialgleichung  genügt.  Hauptsache 
dabei  ist,  die  richtige  Form  des  Integrales  zu  treffen,  und  man  wird 
sich  bei  dieser  Wahl  am  besten  durch  Analogieen  leiten  lassen,  in- 
dem man  die  Differentialgleichung  mit  solchen  Differentialgleichungen 
vergleicht,  die  von  ähnlicher  Form  und  deren  Integrale  bekannt  sind; 

BchlOmileh,  Analysis.    I.  83 
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es  ist  dann  immer  zu  erwarten,  dass  ancH  das  Integral  ungeflLbr  die- 
selbe Form  haben  werde,  wie  jenes  bekannte  IntegraL 

Dieses  indirecte  Verfahren  ist  z.  B.  anwendbar  auf  die  Diffe- 
rentialgleichung : 

1)  ^^  I  '       ^y        —  n 

V 1  +  ax^  -f  hx^       Vi  +  ay2  ^  6y* 
in  welcher  zwar  die  Yariabelen  gesondert  sind,  die  Integration  aber 
gleichwohl  umständlich  werden  würde.     Um  eine  Andeutung  über 
die  Form  des  Integrales  zu  erhalten,  betrachten  wir  vorerst  den  spe- 
ciellen  Fall: 

«N  dx  ,  dy 

hier  ist  die  Integration  sehr  leicht  und  giebt 

3)  aresin  X  -f-  aresin  y  =  Consta 

Die  Gleichung  scheint  von  transcendenter  Form  zu  sein,  ist  es  aber  in 
der  That  nicht;  die  Summe  zweier  Bögen  macht  nämlich  wieder 
einen  Bogen  aus,  und  ist  [i  dessen  Sinus,  so  kann  Const  =  aresin [i 
gesetzt  werden ,  wo  ft  die  neue  willkürliche  Gonstante  bezeichnet 
Statt  der  Gleichung  aresin  x  -\-  aresin  y  =  aresin  ft  lässt  sich 
schreiben 

sin  (aresin X  +  aresin y)  =  ft, 
wo  man  linker  Hand   die  bekannte  Formel   für  sin  (u-}-  v)  in  An- 
wendung bringen  und  die  Gleichungen  sinu  =  rjj,  eosu  =  V  1  — x\ 

sinv  =  y,  eosv  =  VI  —  y^  berücksichtigen  muss.  Das  gesuchte 
Integral  ist  demnach 

4)  xV  l  —  y^  +  yVl  —  x^  —  (i. 

Will  man  es  in  rationaler  Form,  wenigstens  in  Beziehung  auf  x  und 
y,  dargestellt  sehen,  so  kann  dies  durch  folgende  kleine  Bechnong 
bewerkstelligt  werden;  es  ist: 

fi2  =  x^  +  y^  —  2x^y^  +  2xy  Vi  •—  x^  Vi  —  y«, 

5)  ft«  —  (x^  +  y^)  =  2xy{V  l  —  a?«  1^1  —  y^  —  xy}. 
Femer  hat  man  aus  der  ersten  Gleichung: 

1  —  ft«  =  (1  —a?2)(l  —  3/2)  _  2xy  Yi—  x^Vl—  y^  +  x'^y\ 

wo  die  rechte  Seite  ein  vollständiges  Quadrat  ist,  daher: 

Vi  —  ^^  =  Vi  —  x'^  Vi  —y^—  xy. 
Durch  Substitution  dieses  Ausdruckes  in  die  Gleichung  5)  wird  letz- 
tere rational,  nämlich: 
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x^  +  y^  +  2  Vi  —  ft^ajy  —  ft«  =  0, 
oder  für  u^  =  ^ 

6)  H^^  +  y')  +  2Vl(l-l)xy  -1=0. 

Das  Integral  der  Differentialgleichung  2)  ist  demnach  eine  in  Be- 
ziehung auf  X  und  y  rationale  und  symmetrische  Function  zweiten 
Grades. 

Kehren  wir  nun  zu  der  allgemeineren  Gleichung  1)  zurück,  so 
liegt  die  Yermuthung  nahe,  dass  ihr  Integral  eine  symmetrische 
Function  vierten  Grades  sein  werde,  also  von  der  Form: 

7)  f(x,y)  =  Äx^y^  +  B(x^  +  y^)  +  2Cxy  —  l  =  0, 

worin  die  Goefficienten  Ä^  B,  C  vor  der  Hand  noch  unhestimmt 
bleihen  mögen.  Um  zu  versuchen,  ob  die  vorstehende  Form  der 
Differentialgleichung  genügt,  gehen  wirfix^y)  die  heiden  Gestalten: 

f=(Ay^  +  B)x^  +  2  Gy.x  +  (By^  —  l)  =  Yx^  +  2YiX+T2, 
/  =  (Äx^  +  B)y^  +  2  Cx.y  +  (Bx^  —  l)  =  Xy^  +  2Xiy  +  X2, 
worin  T,  Ti,  Ji»  X,  Xi,  X2  zur  Ahkürzung  dienen,  und  entwickeln 
die  heiden  partiellen  Differentialquotienten 

g  =  2iTx  +  r,),        1^  =  2(Iy  +  Xi). 

Substituiren  wir  sie  in  die  aus  der  Gleichung  f(x,y)  =  0  folgende 
Differentialgleichung 

-TT-  dx  +  -rr-  aV  =  0, 

8a?        ^  dy  ^ 
(Jx  +  Yi)  dx  +  {Xy  +  Xi)dy  =  0, 


80  wird 


oder 

dx  dy        ^ 

®)  Xy  +  Xi  +  Tx  +  Fl  "  ^- 

Die  zweite  Form  /  =  Xy^  -[-  2  Zi  y  +  1$  ==  0  gieht  ferner,  wenn 

man  sie  als  quadratische  Gleichung  behandelt, 

Xy  -\-  Xi=  Yx^^  -  ZZ, 
ebenso  die  erste  Form 

ra?  +  Ti  =  V  Ti«  -«  rr, 

and  indem  man  diese  Werthe  in  Nro  8)  substituirt,  erhftlt  man 

Vi,«  —  xXi     y  r,"  —  YYt 

33* 
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als  die  Dififereniialgleichung,  welcher  die  inNro  7)  gemachte  Annahme 
genügt.  Die  Gleichung  7)  würde  nun  das  Integral  der  ursprüng- 
lichen Differentialgleichung  sein,  wenn  die  Gleichungen  1)  and  9)  iden- 
tisch wären.  Vermöge  d^  Werthe  von  X,  Xu  Xq,  T,  T^  ^i  hat 
man  statt  Nro.  9)  zu  setzen 

^^  I  ^^  -^ 


Vt    .  ^  —  JB^  +  C    ,         .    ^     "\/r.  Ä'-B'+CP   a       .  , 
Y  l-i ^  x^—Äx^     yi-\ y^—Ät^ 

woraus  durch  Vergleichung  mit  der  Differentialgleichung 

10)  ^^  dp  _^ 
Vi  +  ax^  +  lx^     Vi  +  ay^  +  5y* 

folgende  Bedingungen  hervorgehen: 

11)  ^  —  ^2^02  =  5a,     ^  =  —  5. 

Hier  lassen  sich  zwei  der  Coefficienten  bestimmen,  etwa  A=^  —  b, 

C  =  V^^  ■\'Ba-\-'b^  der  dritte  {ß)  bleibt  unbestimmt  und  ist  die 
Integrationsconstante.  Diese  Untersuchung  zeigt,  dass  in  der  That 
die  Gleichung 

12)  Ax'^y^  +  -B(a;»  +  j^')  +  2  Gxy  —  1  =  0 

das  allgemeine  Integral  der  DifiPerentialgleichung  10)  darstellt,  so- 
bald die  Coefficienten  Ä,  B,  G  den  in  11)  ausgesprochenen  Bedin- 
gungen genügen;  letztere  sind  auch  jederzeit  erfüllbar,  da  man  z.  6. 
B  immer  so  gross  wählen  kann,  dass  G  reell  wird. 

Ausser  der  obigen  rationalen  Form  ist  noch  die  irrationale  Form 
des  Integrales  von  Wichtigkeit;  man  erhält  sie  auf  folgendem  Wege. 
Sei  1  +  ax^  +  hx^  =  f{x\  so  hat  man  nach  dem  Früheren 

Xy  +  X,  =YX,^-XX,  =  V^yrr^E^IZ^C^ 

=  VBYm, 

oder  umgekehrt 

Ym^  ^^  und  vm  =  ^^. 

Vermöge  der  Werthe  von  X,  Xi ,  Z,  Y\  findet  man  hieraus  sehr 
leicht 

d.  i.,  wenn  man  nach  Nr,  12)  1  —  Ax^y^  für  B{x^-\'y^)  -\- 2  G  xy 
schreibt, 
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oder  endlich,  weil  ^  =  —  h  und  B  eine  beliebige  Constante  war, 

13)  -Vm^-yVm  _  ConsL 

1  —  ox^y^ 

Diese  Integralgleichung  ist  für  die  Differentialgleichung  10)  dasselbe, 
was  die  Gleichung  4)  in  Beziehung  auf  die  Differentialgleichung  2); 
in  der  That  werden  beide  iwcli  =.  —  1,6=0  identisch. 

Dasselbe  indirecte  Verfahren  der   Integration   durch   Versuche 
ist  auch  auf  die  allgemeinere  Differentialgleichung 

■       dx dy 

K  «o+öi  a;-f  oa  x'^-^-a^  x^-\~a^x*  V^ao+Oi  y-\-(h  2/^+Ö3  ^^+«4  ^*' 
und  auf  manche  ihr  ähnliche  anwendbar,  doch  werden  die  Entwicke- 
lungen  zu  weitläufig,  als  dass  sie  hier  Platz  finden  könnten. 


§.  110. 
Integration  durch  Beihen. 

Der  vorigen  Methode  insofern  ähnlich,  als  sie  gleichfalls  auf 
Voraussetzungen  beruht,  ist  die  Integration  durph  Reihen;  sie  gründet 
sich  auf  die  einfache  Bemerkung,  dass  das  Integral  ^  =  (p{x)  einer 
Differentialgleichung  F{x^y^'}/)  =  0  in  vielen  Fällen  eine  mittelst 
der  Theoreme  von  Taylor  oder  Mao  L aurin  in  Potenz enreihen 
verwandelbare  Function  sein  wird,  und  dass  es  daher  auch  möglich 
sein  muss,  von  der  Differentialgleichung  aus  zu  derselben  Reihe  zu 
gelangen.  Dies  geschieht  auf  folgende  Weise.  Dem  Theoreme  von 
Taylor  zufolge  ist,  wenn  überhaupt  eine  Reihe  für  q>  (x)  existirt, 

1)        q>ix)  =  g,  (xo)  +  cp'ix,)  ^  +  9>"(^)  ^^f^*  + , 

wo  Xo  einen  beliebigen  Specialwerth  von  x  bezeichnet.  Denken  wir 
uns  die  Differentialgleichung  F{Xfy,i/)  auf  y'  =  (p'(x)  reducirt,  in- 
dem wir 

j/  =  q)'(x)  =fi(x,y) 

setzen,  so  führt  die  successive  Differentiation  dieser  Gleichung  zu  Aus- 
drücken von  folgender  Form: 
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für  X  z=i  Xq  werden  diese  GleicLnngen  zu 

2)  9)'(a?o)  =fi{xo,yo)^         9>"M  =/i(^\yo)  «•  «•  w., 

in  welchen  po  den  individuellen  Werth  de«  y  bezeichnet,  der  dem 
Werthe  x  =  Xq  entspricht.  Durch  Substitution  der  unter  Nro.  2) 
bemerkten  Ausdrücke  in  Nro.  1)  folgt  nun 

3)  y  =  2/e+/i(a?o,yo)  — h/aC^iyo)      ^  ^  ^ 

+/3(^o»yo)'j^  .2.3    "'''"*» 

und  wenn  die  Beihe  rechter  Hand  convergirt,  so  ist  die  Auflösiing 
zulässig;  dagegen  würde  die  Divergenz  der  Reihe  ein  Zeichen  sein, 
dass  y  einer  Potenzenreihe  nicht  gleich  sein  kann. 
Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei  z.  B. 

4)  <p'(x)  =  t/ =  1  +  ?.(y  -  xl    . 
ßo  liefert  die  successive  Differentiation 

q>"(x)  =  y"  =  Aö/  -  1)  =  l^(ff-x\ 
q>'''(x)  =  f  =  A^V  -  1)  =  A8(y~a?) 

U.  8.  W. , 

und  für  a?  =  a^,    y  =  y^, 

9'(j?o)=  1  +  A(yo  — a:o), 
9>"(^o)  =  A»(yo  — a:o), 
<(rr6)  =  A8(yo~a:o) 
u.  B.  w.; 
mithin  ist  das  gesuchte  Integral: 


oder  auch 


y  =  .  +  (i.o-..)ji+^-^+^^^=^  +  -..j 


Die  eingeklammerte   Reihe   convergirt   immer  und  lässt  sich  leicht 
Bummiren,  dies  giebt: 

y  =  X  -\-  (yo  — a:o)c*^*~'«^=  x  +  (yo  — Äb)^''*'''^^' 
d.  i,  wenn  der  constante  Factor  mit  C  bezeichnet  wird, 

5)  y  =  x+  Cc**, 

was  man  auch  direct  leicht  finden  könnte. 
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Statt  der  Taylor 'sehen  Reihe  benutzt  man  häufig  den  Mao 
L au r in' sehen  Satz  (d.  h.  man  setzt  o^e  =  0),  in  welchem  Falle  y 
die  Form  Ao  +  AiX-}-  A^x^  -^  etc.  erhält;  die  Coefficienten  lassen 
sich  entweder  wie  vorhin  oder  kürzer  dadurch  bestimmen,  dass  man 
die  für  y  angenommene  Form  in  die  gegebene  Gleichung  substituirt 
und  wie  im  vorigen  Paragraphen  die  resultirende  Gleichung  zu  einer 
identischen  macht.     Sei  z.  B. 

die  gegebene  Differentialgleichung  und  f(x)  eine  Function  von  der 
Form  ao  +  «1  a?  4"  öti  a?*  +  etc.,  so  giebt  die  Annahme 

7)  y  =  A  -^  Aix  +  AqX^  +  A^x^  +  .  .  .  . 
statt  der  Gleichung  6)  die  folgende: 

lAi+A9  +  (2A2  +  2AAi)x  +  (3  ^  +  2^^  +  ^i«)a?«  +  ... 

=       Oo       -\-        öl  a?  +  02  aj*   + .  •  •  'i 

welche  offenbar  richtig  ist,  wenn  beiderseits  x^j  x^y  x^  u.  s.  w.  die- 
selben Coefficienten  besitzen;  man  findet  daraus  der  Reihe  nach: 

8)  .-4i=ao  — ^^    -^2  =  K«!— 200-4  +  2-48)  u.  B.  w., 

d.  h.  die  Werthe  aller  Coefficienten  mit  Ausnahme  von  A^  welcher 
unbestimmt  bleibt  und  die  Integrationsconstante  ist. 

Das  obige  Verfahren  beruht  auf  der  stillschweigenden  Voraus- 
setzung ,  dass  die  der  Differentialgleichung  F(x ,  ^  ,  y)  =  0  genü- 
gende Function  y  ■=  fp{x)  in  eine  Reihe  von  der  Form  A^  -\-  AiX 
-\-  A%x'^  ■\-  etc.  verwandelbar  sei ,  es  wird  daher  in  allen  den  Fällen 
unrichtig,  wo  jene  Voraussetzung  nicht  zutrifft.  Die  Rechnung  zeigt 
dies  immer  von  selbst  an  und  nöthigt  dann  zu  einer  anderen  An- 
nahme.    Ist  z.  B. 

9)  y»  =  2   -  |. 

•^  X 

die  gegebene  auf  gewöhnlichem  Wege  leicht  integrable  Differential- 
gleichung, so  führt  die  Supposition  y  =  ^  -\-  AiX  -f-  -äj  a?*  -}"  ®ta 
zu  der  Gleichung 

Ai  +  2A2X  +  ^A^x^  -\ 

A 

=  2 A\  —  A)X  —  A^x"*  —  • .  •  • , 

X 

welche  nur  durch  die  Werthe  -4o  =  0,  -4i  =  1,  -^2  =  ilg**»*  =  0 
SU  befriedigen  ist.  Dies  giebt  y  =.  x^  d.  h.  ein  particuläres  In- 
tegral, weil   keine  willkürliche  Constante  vorkommt.    Um    das   all- 
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gemeine  Integral  zu   finden,    machen  wir  die  allgemeinere  Yoraos- 
fietzung 

10)  y  =  Axf^  +^ia^  +  i  +^2iß"  +  «+  ..-., 
welche  die  folgende  Gleichung  liefert: 

^Axl*-^-\-  (ft+  1)  Aixf^  +  (f*+  2)  A^xf^-^^  +  •••• 
=  2  —  Axf^-^—  AixH"-  A^xf^^^  —  •••• 
Dieser  kann  man  durch  /i  =  —  1  genügen;  sie  wird  dann: 

--  +  ^2  +  2A^x  +  2A^x^  +...• 

=  2  —  —  —  ■^—  ^2  —  A^x  —  A^x^  —  •••., 

und  es  folgen  daraus  für  A^^  A^^  Az  etc.  die  Werthe: 

^1=0,       ^3  =  1,       ^3  =  ^4  •  •  •  =  0 
während  A  unhestimmt  bleibt.     Das  gesuchte  Integral  ist  demnach 

11)  y=ri+ir. 

X 

Der  allgemeineren  Voraussetzung  10)  wird  man  sich  überhaupt 
in  vielen  der  Fälle  bedienen,  wo  die  erste  Form  der  Potenzenrahe 
unrichtig  wird. 

Weiter  noch  reicht  man  oft  mit  der  Annahme,  dass  y  der  Quo- 
tient zweier  Beihen  von  der  Form  10)  sei,  und  es  kann  dabei  ein 
doppelter  Yortheil  gewonnen  werden.  Man  findet  nämlich  häufig, 
dass  eine  an  sich  ziemlich  einfache  Function  bei  der  Verwandlung  in 
eine  Reihe  sehr  zusammengesetzte  Goefficienten  liefert,  während  sie, 
als  Quotient  zweier  Reihen  betrachtet,  viel  weniger  complicirt  er- 
scheint.    So  sind  z.  B.  in  der  Gleichung 

tanx  =  ^1  a;  +  -ä.3 aj3  -f-  ^5 a?5  _|_  . . . . 

die  Grössen  Ai^  A^^  ^5, . . . .  von  sehr  verwickelter  Zusammensetzung, 
während  die  Goefficienten  in 

sinx       hix  —  h^x^  -\-'b^x^  —  ••• 
cos  X         ÜQ  —  Oj  iC^  -|-  «4  a?*  —  •  •  •  • 

nach  einem  äusserst  einfachen  Gesetze  fortschreiten.  Dazu  kommt 
noch  der  wesentliche  Umstand,  dass  die  zweite  Form  von  ton o;  für 
alle  ic,  die  erste  dagegen  nur  für  solche  a?  gilt,  welche  zwischen — jsr 
und  -(~  1^  liegen.  Um  das  in  solchen  Fällen  eintretende  Ver- 
fahren an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  wollen  wir  die  Differential« 
gleichung 

12)  y'  +  y2  =  Aa? 
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behandeln,  welche  den  directen  Metboden  Trotz  bieten  und,  auf  die- 
selbe Weise  wie  Nro.  6)  integrirt,  eine  Reibe  von  nicht  übersehbarem 
Bildungsgesetze  liefern  würde.  Bezeichnen  wir  mit  q)  (x)  und  ^  {x) 
zwei  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihen  und  setzen 

80  geht  die  Gleichung  12)  in  die  folgende  über 

5P^)    ,    (p(x)^'-q>(x)tl;'(x)  ^ 

if{x)  "^  t(xy 

und  diese  wird  sehr  einfach,  wenn  wir  q)(x)  =  f'(x)  setzen;  wir  er- 
halten nämlich: 

^tlS^  =  Xx  oder  ^"(ä;)  =  lx^(x). 
ilf(x) 

Die  weitere  Annahme 

rlfix)  =  Aq  -\-  AiX  +  A2X^  +  AsX^  -^ 

giebt  nun  durch  Substitution  in  »die  vorige  Gleichung: 

1.2^2  -I-  2.3A3X  +  S.^A^x^  +  4.öAa;3  +•••• 
=  AqXx  +  AiXx^  +  Aq^x^  +  ••••! 
und  daraus  folgen  für  die  Coefficieuten  die  Werthe: 

A2  =  A'o  ^  As  =  All  •  ••  =  0, 

X  k^  A3 

^^  =  273^^'    "*«  =  2.3.5.6^°'  ^'  ^  2.3.5.6,8.9^'  "•• 

^  =  371^^'    ^'  -  3747677^^'  ^''=  3.4.6.7.9.10^^'  -'• 

welche  nach  einem  leicht  zu  erkennnenden  Gesetze  fortschreiten;  A^ 
und  Ai  bleiben  vor  der  Hand  noch  unbestimmt.  Führen  wir  zur 
Abkürzung  folgende  Bezeichnungen  ein: 

^  2.3  ^  2.3.5.6  ^  2.3.5.6.8.9  ^        ' 

"*"  3.4  "^  3.4.6.7  "^  3.4.6.7.9.10  "^  ' 

wo   U  und  V  die  Summen    zweier  jederzeit  convergirender  Reihen 

alnd,  80  haben  wir 

i;(x)==Aoü  +  A,V 

i;'(x)=Aoir  -\-  Ai  r 
und  der  Werth  von  y  =  (p{x):\lf{x)  =  ^\x)'.i'{x)  ißt: 
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bder  endlich,  wenn  der  Quotient  Ai :  A^  mit  C  bezeichnet  wird, 

Auf  die  allgemeinere  sogenannte  Riccati'sche  Gleichung 
I&Bst  cdcb  dasselbe  Yei  fahren  mit  gleichem  Nutzen  anwenden. 


Oap.  xvm. 

Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen  zwischen 

zwei  Variabelen. 

§.  111. 
Differentialgleichimgen  zweiter  Ordnung;  einfachste  Formen. 

Eine  Differentialgleichnng  zweiter  Ordnung  zwischen  zwei  Va- 
riabelen X  und  p  hat  im  Allgemeinen  die  Form: 

oder,  auf  den  zweiten  Differential  quotienten  reducirt, 

und  die  Aufgabe  ist  wie  früher,  y  als  Function  von  x  zu  bestimmen. 
Den  Sinn  dieses  Problemes  kann  man  sich  auf  ähnliche  Weise  ver- 
deutlichen, wie  es  in  §.  103  bei  den  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  geschah.    Man  betrachte  nämlich  X  und  y  als  rechtwink- 

lige  Coordinaten  eines  Curvenpunktes ,  mithin  -—  als    die  Tangente 

(tx 

des  Winkels,  welchen  das  Curvenelement  d8  mit  der  Abscissenachse 
bildet,  und  beachte,  dass  mittelst  der  zweiten  Gleichung  •=—  einen 

dfj 
bestimmten  Werth  erhält,  sobald  x,  y,  und  -p  gegeben  sind;   die 

Construction  der  fraglichen  Curve  geschieht  dann  auf  folgende  Weise. 

^lan  gehe  von  einem  beliebigen  Punkte  Xoyo  aus,  wähle  den  ent- 

fffj 

sprechenden  Werth  von  -^  =  j^  gleichfalls  willkürlich,  etwa  =  yo'» 

aX 
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und  berecline  den   zugehörigen  Werth  von  —-  =  j^' ,  welcher  y^" 

heissen  möge ;  ist  nun  y  =  q)(x)  die  Gleichung  der  gesuchten  Corve, 
so  gelten  für  unendlich  kleine  d  die  Beziehungen 

^(x  +  20)  ^  2(p(x  +  S)  +  (p{T)  _ 

oder  • 

(p(x+S)  =  <p(x)  -f  Sq)'(x), 

(p(x  +  28)  =  2(p(x  +  d)  —  <p  (x)  +  S^  q>"  (x) 

und  sie  dienen,  um  aus  (p(x),  (p'(x\  (p'\x)  der  Reihe  nach  '(p{x-\-^} 
und  (p(x  -^  2  6)  abzuleiten.  In  unserem  Falle  sind  für  x  =  Xq  jene 
Werthe  in  der  That  bekannt,  man  kann  also,  von  dem  Punkte  ar^i'tf 
ausgehend,  zwei  neue  unendlich  naheliegende  Punkte  o^i^x  und  Xjjf} 
bestimmen  und  zwar  sind  die  Abscissen  derselben: 

Xi   =.  Xq    +    d,  X2  =  Xq    -{-   2  Ä, 

und  die  Ordiuaten: 

yi  =  ^0  +  Po  *,     ya  =  —  yo  +  ^yi  +  W**- 

Betrachtet  man  jetzt  ^'2^3  als  neuen  Ausgangspunkt,  so  lassen  sich 
wiederum  zwei  neue  Punkte  x^ys,  ^4^4  bestimmen  u.  s.  w.  Man  er- 
sieht aus  dieser  Gonstruction,  dass  die  gegebene  Differentialgleichmig 
das  gemeinschaftliche  Merkmal  einer  unendlichen  Menge  von  gleich- 
artigen Curven  enthält ;  sie  bestimmt  jede  dieser  Gurven  vollständig, 
sobald  ein  Punkt  Xq^q  der  letzteren  und  die  Richtung  der  Tangente 
in  diesem  Punkte,  d.  h.  yo^  gegeben  oder  willkürlich  angenommeo 
ist.  Im  Allgemeinen  bleiben  zwei  Grössen  in  der  Bestimmung  Ton 
y  beliebig,  d.  h.  das  allgemeine  Integral  einer  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  enthält  zwei  Integrationsconstanten.  Dies  ist  auch 
analytisch  leicht  einzusehen.  Eine  Gleichung  zwischen  o;,  ^,  ^.^ 
würde  durch  einmalige  Integration  zu  einer  Gleichung  zwischen  a;,y,y, 
d.  h.  zu  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  werden,  welche 
nach  den  früheren  Methoden  zu  integriren  ist;  auf  jeden  Fall  bedarf 
es  im  Ganzen  zweier  Integrationen,  deren  jede  eine  willkürliche  Cod- 
stante  mit  sich  bringt,  und  demnach  muss  das  gesuchte  y  von  der 
Form   (fiXjCjGi)  sein*).     Diese   Bemerkung    deutet  zugleich  den 


*)  Eine  Ausnahme  erleidet  die  obige  Behauptung  in  dem  Falle,  ffo 
man  entweder  bei  der  ersten  oder  bei  der  zweiten  Integration  statt  des 
allgemeinen  Integrals  das  singulare  Integral  nimmt.    In  jedem  speciellen 


einfachste  Fonnen.  525 

Weg  an,  der  bei  der  Integration  der  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  meistentheils  eingeschlagen  werden  muss,  wie  man  aus  den 
nachherigen  Beispielen  sehen  wird. 

Wir  betrachten  zuerst  die  einfachsten  Formen  der  Differential- 
gleichung 2),  bei  welchen  zugleich  die  Integration  vollständig  aus- 
führbar ist. 

Erste  Form.  Die  rechte  Seite  von  Nro  2)  enthalte  x  allein 
sei  kurz  f(pc)  =  X,  mithin 

Die  Gleichung  ist  identisch  mit  -^  =  X,  woraus 

dx 

folgt;  die  zweite  Integration  liefert  ebenso  leicht 

y  =  jdx  jXdx  +  CiT  +  Ci. 

Eine  bequemere  Form  erhält  das  Integral  durch  die  Bemerkung,  dass 
bei  theil weiser  Integration 

/  xXdx  =  X  J  X  dx  —  j  dx  I  Xdx 

ist,  mithin  das  Doppelintegral  als  Differenz  zweier  einfacheren  Aus- 
drücke angesehen  werden  kann;  dies  giebt: 

4)  y  =  X  jXdx  —  1  xXdx  -Y  Gx  ■\-  Gl' 

Zweite  Form.  Der  zweite  Differentialquotient  von  y  sei  als 
Function  von  y  allein  gegeben,  nämlich, 

Hier  kann  man  statt  der  linken  Seite  den  Ausdruck 

dyf dy^  dy^  _^d^  , 

dx         dy    dx        dy 
eintreten  lassen,  und  es  sind  in  der  nunmehrigen  Gleichung 


Falle  lassen  sich  die  so  entstehenden  singulären  Integrale  der  Differential- 
gleichung ohne  wesentliche  Schwierigkeit  entwickeln,  indem  man  bei 
der  betreffenden  Integration  die  Lehren  des  §.108  in  Anwendung  bringt; 
ebendeswegen  werden  wir  in  den  folgenden  Untersuchungen  den  sin- 
gulären Integralen  keine  besondere  Aufmerksamkeit  mehr  widmen. 
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y  -^=:z  Y  oder  y  dy  =  Ydy 

die  Yariabelen  gesondert.     Das  erste  Integral  der  Gleichmig  5)  ibI 
daher 

a/2  =  Const.  +  CYdy  oder  y  =y  C  +  2fYdy. 

Vermöge  des  Werthes  von  y  erhält  man  daraus 


dx  = 


VG  +  2fYdy, 
und  durch  nochmalige  Integration 

6)  «»  =  /',,        ^^  +Ci. 

J  YC-{-2fTdy 

Ein  fOr  sp&tere  üntersuchoogen  nicht  unwichtiges  Beispiel  bil- 
det die  Differentialgleichung 

7,  g  =  ».,. 

Hier  ist  2fYdy  ^=^  h^y^  mithin  das  vollständige  Integral 

Um  auf  y  zu  reduciren,  bilde  man  daraus  die  Gleichung: 

g*(*-Cx)  —  Äy  =  VC-\-lc'^y\ 
und  quadrire  dieselbe;  man  findet  sehr  leicht 

d.  i.  wenn  man  zur  Abkürzung  die  constanten  Factoren 

setzt,  wo  nun  Ä  und  B  ebenso  -willkürliche  Constanten  wie  früher 
G  und  Gl  sind, 

8)  y  =  ^e**  +  J5e-**. 

Ist  dagegen  die  Differentialgleichung  gegeben 

80  erhält  man  2 /Ydy  =  —  A;^y^;  ferner 

J   VG^-¥y^  *  VC 

und  umgekehrt 
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y  =  — jT-  »tnK(x — Ci), 

oder,  wenn  man  auflöst  und  die  Constanten  ändert, 

10)  p  =  Ai  cosJcx  +  J^i  sinTsx. 

Dieses  Resultat  hätte  sich  übrigens  ans  dem  vorigen  dadurch  herleiten 

lassen,  dass  man  h  V^ —  1  =  Ä;i  an  die  Stelle  von  Je  treten  Hess,  die 
Gleichung 

gi***  =  cosJex  i  isinhx 

benutzte  und  zuletzt  J.  +  B  :=  Ai,  (Ä  —  B)  i  =  Bi  setzte*). 

Dritte  Form.  Die  Dififerentialgleicbung  enthalte  nur  den 
ersten  und  zweiten  DifBerentialquotienten  der  Unbekannten,  es  sei 
also 

In  der  zweiten  Gestalt  sind  die  Yariabelen  leicht  zu  trennen,  nämlich 


*)  Auf  das  oben  entwickelte  Integral  der  Differentialgleichang 

lasst  sich  das  der  folgenden  (nicht  zur  zweiten  Form  gehörenden)  Glei- 
chung 

^^  =  ay  +  bx  +  c 
zurückführen.    Giebt  man  ihr  nämlich  die  Gestalt: 

und  dififerenzirt  zweimal,  so  wird: 

Diese  Gleichung  stimmt  mit  der  ersten  überein  und  ihr  Integral  ist  bei 
positiven  o  =  +  ä;^: 

y"  =  A^'  +  JBr-»», 
und  bei  negativen  a  ==  —  k^t 

y"  =  -4i  CO«  Ä «  +  B-i  sinkx. 

Andererseits  folgt  aus  y''  =  ay  -i-  bx  -\-  c  umgekehrt: 

y"  —  bx  —  e 
y  =  2 , 

und  indem  man  den  Werth  von  y"  substituirt,  ergiebt  sich  y.  —  Wäre 
die  Gleichong  allgemeiner  y''  =r  a  y  -|~  V'  (^)»  80  würde  dieser  Kunstgriff 
nichts  helfen,  sondern  ein  anderes  Verfahren  eintreten  müssen,  welches 
in  §.  113  auseinandergesetzt  ist. 
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Um  ferner  y  zu  finden,  hat  man 

13)        dy  =  t/dx  =  y'j^y  folglich  y  =  J^  +  Ci- 

Die  Integralformeln  in  12)  und  13)  geben  x  und  y  ausgedrückt 
durcK  die  dritte  Yariabele  i/\  eliminirt  man  diese  aus  beiden  Glei- 
chungen, so  bleibt  eine  Gleichung  zwischen  x^  y,  C,  Ci  übrig,  welche 
das  allgemeine  Integral  ist. 

Auf  eine  Gleichung  von  der  Form  1 1)  führt  z.  B.  das  geometri- 
sche Problem:  aus  einer  gegebenen  Relation  zwischen  dem  Krüm- 
mungshalbmesser Q  eines  Curvenpunktes  o;^  und  zwischen  dem  Winkel 
r,  welchen  dieser  Krümmungshalbmesser  mit  der  Ordinatenachse 
bildet,  die  Gleichung  der  Curve  in  rechtwinkligen  Coordinaten  ab- 
zuleiten.    Ist  nämlich  Q  =  F(t)    die  gegebene  Beziehung,  so  hat 

s 
wegen  tant  =  y'  und  q  =  (1  -\-f/^)^  :y" 


oder  umgekehrt: 


(l  J_  «'2)2 

^       .f  ^   =  F(arctant/), 


^,^   (1  +  2/^)1 


F{arctany'y 
mithin  nach  den  Formeln  12)  und  13): 

J    (H-y'«)ä 

y  =  ftE^E^äy'  +  C 
•     ^      (1+»'*)» 
Betrachtet  man  nicht  y\  sondern  arctanf/  =  r  als  unabhängigre  Ya- 
riabele, setzt  also  y'  =  tant^  so  gewinnen   die  obigen  Gleichungen 
die  symmetnsche  Gestalt: 


U) 


X  =  J  F(r)costdt  -j-  J., 
y  =  J  F(T)sinzdt  +  J5, 


und  man  kann  am  Ende,  wenn  es  sonst  möglich  ist,  T  eliminiren. 
Für  Q  =:  hsecT  z.  B.  ergiebt  sich  x  =  kv  -\-  A,  y  =  klsecx  +  B 
oder: 
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X  ^^  A. 

y  —  B  =  Jclsee  — ; — 

als  Oleichnng  der  gesuchten'  Curve. 

Eine  ähnliche  Aufgabe  ist :  die  Gleichung  einer  Cnrve  in  recht- 
winkligen Coordinaten  zu  finden,  wenn  der  von  einem  festen  Punkte 
ab  gerechnete  Bogen  s  eine  gegebene  Function  des  Winkels  r  sein 
soll,  den  die  Tangente  am  Endpunkte  des  Bogens  mit  der  o;- Achse 
einschliesst.     Aus  der  gegebenen  Gleichung  s  =  (piv)  folgt  hier 

ds  ,  . 

mithin  ist  die  Sache  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe  wenn  man  F  durch 
9>'  ersetzt,  nämlich 

)x  =  I  q>'(t)costdt  4-  Ä, 

Beispielsweise  erhält  man  für  s  =  4Ä;c(7sr: 

X  —  -4  =  Ä cos  2  r ,    y  —  JB  =  —  Ä  (2 r  —  sm  2 r); 

setzt  man  2r  =  aj,  aj  —  A  =  Ä;  —  r{^  y  —  J5  =  —  |,  so  lehren 
die  Formeln  7)  und  8)  auf  S.  95,  dass  die  gesuchte  Gurve  eine  Gy- 
cloide  mit  h  als  Halbmesser  des  erzeugenden  Kreises  ist. 


§.  112. 
Fortsetzung  und  Schluss. 

Vierte  Form.     In   der   Differentialgleichung  mögen  nur  o?, 

-7^  und  rr-T  vorkommen,  sie  sei  also: 
dx  dx^ 

Giebt  man  ihr  die  Gestalt 

2)  g=/(*.ä^. 

80  enthält  sie  nur  die  beiden  Yariabelen  x  und  f/  und  ist  in  Bezie- 
hung auf  f/  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung;  man  findet 
daraus  |/  und  zwar  in  der  Form 

BehlO milch,  Analxsi«.    I.  qa 
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3)  y  =  -^  =r  q)(x\  mithin  y  z=z  l  (p{x)  dx-\-  Const. 

dx  J 

Dieses  Verfahren  passt  z.  B.  auf  das  geometrische  Problem,  die 
Curve  zu  finden,  in  welcher  der  Krümmungshalbmesser  eine  vorge- 
schriebene Function  der  zugehörigen  Abscijsse  ist,  etwa  q  =  ^(x). 
Die  Differentialgleichung  lautet  bier: 

oder,  auf  y"  reducirt, 

dx  ^(ic)    ' 

was  mit  Nro.  1)  übereinstimmt.  Die  Trennung  der  Yariabelen  giebt 

dy'  dx 

(1  +  y2)i  "■  W) 

Durch  Integration  folgt  hieraus 

,,   ^        =    T-l^  +  C  =i  Z  +  0, 

wo  X  zur  Abkürzung  eingefülirt  ist;  man  hat  nun  weiter 


dx        Vi_(X-|-0«' 
also  bei  nocbmaliger  Integration 

r         X+G  .      y    r 

y  =     7-? ' —  dx  -\-  Cj. 

x'^ 
So  liefert  z.  B.  p  =  —  folgende  Werthe: 


^  w  r  Gx  —  a  t      ,     ^ 

X  = ,  y  =   I       r  dx   •+•    Cnt 


a  

X  '  ^  ~J  Yx^  —  (Gx—ay 

die  noch  übrige  Integration  ist  leicht  auszuführen  und  giebt  verschie- 
dene Gurven,  jenachdem  man  die  willkürliche  Gonstante  der  Einheit 
gleich,  oder  kleiner  oder  grösser  wählt.  Im  ersten  Falle  erhält  man 
eine  algebraische  Gurve,  nämlich 


y 


==:lix^2a)Y^^+Gr. 


im  zweiten  Falle  ist  die  Gurve  logarithmischer  Natur,  im  letzten  Fallfi 
hängt  sie  von  der  Function  arcsin  ab. 
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Fünfte  Form.     Die  gegebene   DifierentuJgleidinng  enthalte 

nur  y,  -r-,  -t—t  nach  dem  Schema 
dx  ax* 

Lässt  man,  wie  es  schon  firöher  geschah, 

dx        dfß  dx        dfß 

an  die  Stelle  ycm  ^  treten,  so  nimmt  die  Gleichnng  folgende  Go- 
stalt  an: 

6)  y  g  =/(y.y). 

und  ist  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  den  bei« 
den  Yariabelen  y  und  ff ;  man  findet  daraus 

6)  •      »*  =  sf  =  9>(yX 

mithin  bei  Trennung  der  Yariabelen  und  Integration 
7)  x=  f~i  +  Con^. 

Nach  dieser  Methode  lässt  sich  8.  £.  das  geometrische  Problem 
lösen :  die  Curve  zu  finden ,  in  welcher  der  Krümmungshalbmesser 
eine  gegebene  Function  der  zugehörigen  Ordinate  ist,  etwa  ^  =  ^  (y). 
Die  Differentialgleichung  lautet  nämlich 

—^.^  _  *(y)  oder  y  _ -^j^^- 

formell  übereinstimmend  mit  Nro.  4).     Nach  dem  angezeigten  Yer- 
fahren  wird 

}fd%f      dy 


und  durch  Integration 

wo  Y  zur  Abkürzung  dient.     Der  Werth  von  j/  ist  jetzt 

,  _  \^1  —  (r+  C)«  _  dy 
^  ~  r  4-  C7  da?' 

mithin  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve: 
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+  G 


'=fvT^ 


dy  +  Q. 


Das  Besultat  hat  mit  dem  der  vorigen  geometrisclien  Aufgabe  viel 
Aehnlichkeit ;  in  der  That  sind  beide  Probleme  nicht  wesentlich  ver- 
schieden, da  man  nur  x  mit  y  und  entsprechend  X  mit  Y  za  ver- 
tauschen braucht,  um  das  eine  aus  dem  anderen  abzuleiten. 

Als  zweite  geometrische  Anwendung  diene  die  Bestimmung  der 
Curven,  in  welchen  der  Krümmungshalbmesser  mit  der  zugehörigen 
Normale  in  gegebenem  constanten  Verhältnisse  steht.  Aus  der  ge- 
nannten Bedingung  folgt  unmittelbar,  wenn  1  :  ^i,  jenes  Yerhält- 
niss  ist, 

oder 

dl/ 
Die  Substitution  a/'  =  y'  -j-  giebt  bei  Sonderung  der  Yariabelen 

ferner  durch  Integration,  wenn  die  Gonstänte  mit  fi7d  bezeichnet 
wird, 


endlich: 


Man  findet  mittelst  dieser  Formel  sehr  leicht ,  dass  die  Curve  fOr  ^ 
=  —  1  ein  Kreis,  für  ft  =  -|-  1  eine  Kettenlinie,  fftr  110^=^  —  |  eine 
Cycloide  und  für  /Lt  =  -[-  |  eine  Parabel  ist. 

Das  Analogen  zur  vorigen^  Aufgabe  bildet  die  Frage  nach  den- 
jenigen Curven,  bei  wichen  der  Krümmungsradius  in  constantem 
Verhältnisse  zur  Polamormale  (P  TT  in  Fig.  26  auf  S.  102)  steht. 
Bezeichnet  wieder  1 :  fi  das  gegebene  Verhältniss,  so  ist  die  zu  inte- 
grirende  Differentialgleichung 

1^  r*  +  Sr*»-  rr"        ^^   ^  *^ 
oder 
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Tj^  =  (1  —^r^  +  (2  —  f)»^*. 


Die  Snbstitation 


f^— —  —  —  w' 
d^~  dt 


giebt 

Diese  Gleichung  ist  homogen;  wir  setzen  daher 

—  =  I*  oder  r'  =  r» 

r 


woraus  folgt 


if  u        .,         ,1+1** 


Darch  Sonderung  der  Yariabelen  und  Integration  findet  sich 

1  +  u«  =  Cr^-^i^ 
d.  L  vermöge  des  Werthes  von  u 


'  +  Ti  Q' = «"-"■■ 


Nach  wiederholter  Trennung  der  Yariabelen  und  Integration  folgt 

dr 


/; 


=  ö-y, 


rVCr3->i"  —  1 
worin  y  die  willkürliche  Constante  bedeutet  Mit  Hülfe  der  Substi- 
tution (7r*~*^  =r  1  -f-  t^*  ist  die  angedeutete  Integration  leicht  aus- 
zuführen; setzt  man  dabei  zur  Abkürzung  yi»  —  l=m,  so  erhält  man 

arcUmv  =  ö  —  y 

und  schliesslich  als  Polargleichung  der  gesuchten  Curye 

f«^-=^  a^  cosm  (ö  —  y), 

wobei  ö^  für  y^  geschrieben  wurde.  Im  Falle  fi  =  2  ist  die  Curve 
ein  Kreis,  für  ft  =  3  eine  Lemniscate,  für  f^  =  |  eine  Cardioide. 

Als  letztes  Beispiel  für  dieses  Verfahren  diene  die  Behandlung 
der  Aufgabe:  die  Gleichung  der  Curve  zu  finden,  deren  Bögen  pro« 
portional  den  an  die  Endpunkte  derselben  gelegten  Tangenten  sind. 
Rechnen  wir  den  Bogen  s  von  einem  Punkte  aus,  dessen  Abscisse  d^ 
ist,  und  bezeichnen  wir  mit  1 :  fi  das  Yerhältniss  des  Bogens  zur  Tan- 
gente, so  lautet  die  Bedingungsgleiohung : 
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aus  ihr  folgt  durch  Differentiation  und  Reduction  auf  ^' 

und  mittelst  der  für  ^  angegebenen  Substitution 

Die  Sonderung  der  Yariabelen  giebt  weiter 

und  die  Integration  dieser  Gleichung,'  wenn  die  Integrationsconstante 
mit  —  (1  — iC)lh  bezeichnet  wird, 

oder: 

Der  Werth  von  y',  durch  y  ausgedrückt,  ist  demnach: 

mithin  die  Gleichung  der  gesuchten  Curye: 

Die  Integrationsconstanten  a  und  h  bestimmen  sich  im  specielleü 
Falle  durch  die  zwei  Bedingungen,  dass  s  =  0  werden  muss,  wenn  x 
gleich  der  Abscisse  des  Bogenanfanges  genommen  wird,  und  dass 
die  Gurve  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  soll.  Die  Gleichung 
der  gesuchten  Curve  ist  übrigens  f ür  /Li  =  |  algebraisch  und  zwar: 

in  allen  übrigen  Fällen  aber  transcendent. 


§.  113. 
Die  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

unter   einer  linearen    Differentialgleichung  versteht    man  wie 
früher   eine  solche,  in  der  sowohl  y    als  die  Differentialquotienten 
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dieser  Function  nur  in  der  ersten  Potenz  vorkommen;  demnach  ist 
die  Gleichung 

worin  Xi,  X^  und  H  als  Functionen  von  x  allein  angesehen  werden, 
das  allgemeine  Schema  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung. 

Wir  betrachten  vorläufig  den  speciellen  Fall,  wo  X  =  0  ist; 
die  einfachere  Gleichung 

mag  dann  die  reducirte  Differentialgleichung  heissen. 

Kennt  man    zwei  von    einander  verschiedene  particuläre  Inte- 
grale derselben,  etwa  yi  und  yi^  so  ist  für  diese  gleichzeitig 

und  wenn  man  die  erste  Gleichung  mit  einer  willkürlichen  Gonstan- 
ten  Ci,  die  zweite  mit  einer  anderen  willkürlichen  Constanten  C^ 
multiplicirt,  so  kann  man  die  Summe  beider  Producte  in  folgender 
Form  darstellen 

dHCiyi  +  C,y2)        ^    d  (Ciyi  +  C^y,) 
dx^  "*"      ^  dx 

Der  Vergleich  mit  Nro.  1)  zeigt,  dass  der  allgemeinere  Ausdruck 

2)  y  =  Ciyi  +  G^y^ 

ebenfalls  die  Differentialgleichung  1)  befriedigt;  er  enthält  aber  zwei 
willkürliche  Constanten,  folglich  ist  er  das  allgemeine  Integral  von 
Nro.  1).  Mit  anderen  Worten,  aus  zwei  von  einander  verschiedenen 
particulären  Integralen  der  reducirten  Differentialgleichung  lässt  sich 
deren  allgemeines  Integral  nach  Formel  2)  zusammensetzen.  —  Diese 
Regel  verliert  ihre  Gültigkeit,  wenn  ^3  ==  yi  ist;  dann  wird  nämlich 
y  =  {0\  +  Cijyi^  und  da  hier  Ci  +  Ctj  eine  einzige  willkürliche 
Gonstante  ausmacht,  so  hat  man  nur  ein  neues  particuläres  Integral. 
Wie  man  sich  in  solchen  Fällen  helfen  kann,  werden  die  folgenden 
Beispiele  zeigen« 
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L    Die  gegebene  Differentialgleichang  sei 

3)  ^4.a^  +  by  =  0. 

'  dx^  ^      dx    ^     ^ 

Nach  Analogie  der  Gleichung  7)  in  §.  111  versuchen  wir,  ob  die 
Exponentialgrösse 

4)  y  =  e*^ 

worin  A  einen  vorläufig  unbestimmten  constanten  Factor  bedeutet, 
der  Gleichung  3)  genügen  kann.  Die  Substitution  von  4)  in  3) 
giebt  nun 

(A2  +  aA  +  l>)6*'  =  0, 
und  diese  Gleichung  ist  für  jedes  x  richtig,  wenn  für  A  eine  Wurzel 
der  quadratischen  Gleichung 

5)  A2  +  aA  +  5  =  0 

genommen  wird.  Bezeichnen  wir  die  beiden  "Wurzeln  dieser  Glei- 
chung mit  Ai  und  A2,  so  haben  wir  zwei  particuläre  Integrale 

Vi  =  ^^',     3^2  =  e^"". 
welche  im  Allgemeinen  von  einander  verschieden  sind.     Das  allge- 
meine Integral  der  Differentialgleichung  3)  ist  daher 

i  Ai  =i(-.a  +  Va2_45),    Aj,  =  |(— a  — Va«  — 41)). 

Um  den  Ausnahmefall  A^  =  A3  zu  discutiren,  bezeichnen  wir 
die  Differenz  Aj  —  Aj  mit  Ä,  woraus  Aj  =  Aj  •\-  S  folgt,  und  haben 
unter  der  Benutzung  der  Expanentialreihe 

=  c^'[(Ci  +  (i)  +  Q  «rr  +  i  0, Ä«a?2  +  ...]; 
setzen  wir  noch  ^ 

Gl  -j-  G2  =  C/ ,     C/2  ö  =  G , 
oder,  was  auf  Dasselbe  hinauskommt, 

so  haben  wir  auch 

7)  y  =  e^i'(0+  O'a?  + 1  (fSx  +  |0'3»a?«  +  • ..). 

Für  d  =  0  wird  A^  =  Aj  und  wenn  man  den   neuen  Constanten 

G  und  (j  irgend  welche  endliche  Werthe  beilegt,  so  werden  zwar  die 

früheren  Constanten  Gi  und  C2  unendlich  gross,   aber  dies  hindert 

die  Rechnung  nicht,   da   Gi  und  G^  jeden  beliebigen  Werth  haben 

können.     Aus  Nro.  7)  folgt  nun  für  d  =  0 
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8)  p  =  e^'(G+ax), 

nnd  dieses  Integral  der  Gleichung  3)  ist  allgemein. 

Wenn  die  quadratische  Hülfsgleicbung  5)  zwei  complexe  Wurzeln 
Ai  =r  a  -)-  ißj    Aa  =  a  —  iß 
besitzt,  so  verwandelt  sich  die  Formel  6)  in 

y=  Gie^'{co8ßx-\-isinßx)  +  G^e^'icosßx—isinßx); 
für  Gl  -\-  Gq  =  Ä  und  i(Gi  —  G^)  =  B  wird  hieraus 

9)  y  =  e^'{Aco8ßx^Bsinßx). 

Damit  sind  alle  möglichen  Fälle  erledigt. 
n.    Die  Differentialgleichung 

10)  ^    +    £^    +    ly  =  0 

^  dx^^  X  dx^  x''^ 

lässt  sich  nach  einem   ähnlichen  Verfahren  integriren.      Setzt  man 
nämlich  versuchsweis 

11)  y  =  xf^, 
Bo  erhält  man 

[ft(f*~  1)  H- oft  +  b]a;^-»  =  0, 
und  diese  Gleichung  ist  allgemein  richtig,  wenn  für  ft  eine  Wurzel 
der  quadratischen  Gleichung 

12)  (i^  +  (a  —  l)ii  +  b  =  0 

genommen  wird.     Nennen  wir  ftj  und  fij  diese  beiden  Wurzeln,   so 
fiind  nach  Nro.  11) 

pi  =  aa"i  und  y^  =  xf^ 
zwei  particuläre  Integrale  der  Dififerentialgleichuug  10),  mithin  ist 
das  allgemeine  Integral 

13)  y  =  GiXf*i  +  GiX^. 

Um  den  Ausnahmefall  ft^  =  fi2  zu  erörtern,  setzen  wir  wie  frü- 
her (i2  =  fii  -[-  d  und  erhalten 

y  =  x^i(Gi  +  G3e^^') 

=  xf*i[Gi  +  G9  +  G28lx  +  \Gi9^(lx)^  +  '"] 

oder,  wenn  neue  Constanten  G  und  (/  mittelst  der  Gleichungen 

Gl  =  C  —  -T-,    G^  =  -r 

eingeführt  werden, 

y  =  x/^i[G+  Cflx  +  lffd^xy  +  '-'l 
Für  d  =  0  wird  ftj  =  fia  und 

14)  y  =  xf'i^G  +  Cflx). 
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Sind  endlich  fij  nnd  ^2  complexe  Zahlen,  etwa 
f*i  =  a  +  i/3,    ^  =r  a  —  iß, 
80  geht  die  Gleichung  18)  üher  in 

y=Gi  (c^[cos(ßlx)  +  isin(ßlx)]  +  C2(xf[co8(ß  Ix)  —  isin(ßlx)l 
oder,  wenn  d  -\-  C^  =  A,  i(Ci  —  d)  =  B  geßetzt  wird, 
15)  y  =  x"lÄcös(ßlx)  +  Bsin(ß  Ix)]. 

§.  114. 

Zusammenhang  zwischen  den  beiden  particulären 

Integralen. 

Wie  im  vorigen  Paragraphen  mögen  yi  und  ^2  zwei  von  einan- 
der verschiedene  particuläre  Integrale  der  reducirten  Differential- 
gleichung 

hezeichnen,  so.  dass 

2)  P=  Giyi  +  02^3 

das  allgemeine  Integral  von  1)  darstellt.  Da  yi  und  ^2  ^i^^^  ^"^ 
dieselbe  Gleichung  1)  hefriedigen,  so  Iftsst  sich  erwarten,  dass  zwi- 
schen yi  und  ^2  ein  gewisser  Zusammenhang  stattfinden  wird;  man 
erkennt  ihn  auf  folgendem  Wege/ 

£s  sei  Y  eine  bekannte  Function  1  welche  die  Differentialglei- 
chung befriedigt,  d.  h.  ein  particuläres  Integral  derselben,  so  kann 
man  sich  denken,  dass  das  andere  die  Form  Ym  habe,  wo  ß  der  Quo- 
tient beider  Particularintegrale ,  mithin  eine  noch  unbekannte  Func- 
tion von  X  ist.  Die  Substitution  y  =  Ye  giebt  nun  statt  der  Glei- 
chmig  1)  die  folgende 

^dU    .    ^  dY  dz    ,    df2r 
Y  —  -f-  2  —  —  +  - —  z 
dx^  ^      dx  dx^  dx^ 

oder  in  anderer  Anordnung 
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nach  der  gemachten  Yoraassetzung  verschwindet  hier  der  Coefficient 
von  z  und  es  bleiht ,  wenn  der  DifPerentialquotient  von  e  mit  jf  be- 
zeichnet wird, 

Diese  Differentialgleichung  kann  durch  Sonderung  der  Yariabelen 
leicht  integrirt  werden,  nämlich  : 

l^  =  —  2lY  —  jXidx, 

femer  durch  Bückgang  auf  isf  und  e 

^  —  L  e-Ai^^ 
dx~  Y^ 

Setzt  man  nunmehr  Y  und  Yz  an  die  Stelle  der  beiden  particulären 
Integrale  yi  und  y^  in  die  Formel  2),  so  ist 

3)  y  =  rjCi  +  c^/^e-A""j. 

Das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  1)  lässt  sich  also 
jederzeit  entwickeln,  wenn  man  nur  eines  ihrer  particulären  Integrale 
anzugeben  weiss.  Zur  Aufsuchung  dieses  letzteren  giebt  es  zwar 
keine  allgemeine  Regel,  doch  aber  ein  Hülfsmittel,  nämlich  die  Sub- 
stitution von  tleihen,  deren  Anwendung  hier  ganz  dieselbe  ist,  wie 
bei  den  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

Beispiel  1.     Die  gegebene  Differentialgleichung  sei: 

')        s  + in +  '•»=»• 

und  behufs  der  Auffindung  eines  particulären  Integrales: 
y  =  Aq  -{•  ÄiX  -f  Ä^X^  +  -^8«^  +  ••••> 
wodurch  man  statt  der  Gleichung  4)  die  folgende  erhält: 

.^  +  (6^2  +  Ä*^)  +  (12^1  +  k^Äi)x 

X 

+  (20J4+J?M2)««  +  ••••, 
ans  dieser  ergeben  sich  für  die  Coefficienten  ftyl^gande  Werthe: 

A\  =0,    A^=z Aq,  J.8  =  0,    ul^  =  +  g-^  ^ot  •••• 
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mid  es  ist  daher: 

y  =  ^    1  —  -— —  -1- 


•  •  •  •/  • 


1.2.3    '    1.2.3.4.5 

Dieser  Ausdruck  l&sst  vermuthen,  dass 

Aa  sinJcx       ,    .  ^    ,       ^       sin  Je  X 

y  =  — - . und  einfacher  Y  = 

K         X  ,      ^ 

ein  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  sein  werde,  was 
sich  in  der  That  bestätigt,  wenn  man  F  f ür  y  in  Nro.  4)  substitnirt. 
Der  Formel  3)  zufolge  ist  nun  das  allgemeine  Integral: 

sinhx 

y  = 


(  J  stn^kx  ) 


X 

oder  endlich,  indem  man  Cq  ==  —  Cok  setzt: 
j,.  Gpcoshx  4"  Gisinkx 

X 

Beispiel  2.     Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

und  hypothetisch: 

y  =  J-o  +  A\x  -f-  M^^  +  -^3 «•  +• 

Durch  Substitution  dieses  Werthes  bestimmen  sich  die  Goef&cienieD 
A^^A^^A^  etc.  leicht,  Aj^  und  A\  bleiben  unbestimmt  und  man  hat: 

*  ==^^+i**+ 2X1^+2^ -•  +  ••••1 
+  ^»  KJ**+ O  ^*  +  27176  *'  + -f 

Dies  ist  schon  das  allgemeine  Integral  von  6),  aber  es  steht  insofern 
unter  einer  ungünstigen  Form,  als  man  das  Bildungsgesetz  der  Goef- 
ficienten  erster  Beihe  nicht  übersieht.  Die  zweite  Beihe  dagegen 
scheint  einfacher  gebildet  und  mit 

identisch  zu  sein;  in  der  That  genügt  der  Ausdruck  xe^  der  Diffe^ 
rentialgleichung  6)  und  kann  demnach  für  Y  genommen  werden;  die 
Formel  3)  giebt  nun: 
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§.  115. 
Die  Variation  der  Constanten. 

um  die  allgemeine  DifPerentialgleichung 

«     ■     S+*5f  +  *»=^ 

zn  integriren,  gehen  wir  von  der  Yermuthung  aus,  dass  ihr  Integral 
von  ähnlicher  Form  sein  werde  wie  das  Integral  der  reducirten  Dif- 
ferentialgleichung 

2>  5ä  +  ^^S  +  ^'*  =  «' 

wir  versuchen  daher,  ob  die  Gleichung  1)  durch  die  Annahme 

3)  y  =  Uiyi+  «3^2 

befriedigt  wird,  wenn  pi  und  .^2  die  beiden  particulären  Integrale 
der  reducirten  Differentialgleichung  2)  und  %,  t^  zwei  unbekannte 
Functionen  von  x  bezeichnen. 
Aus  Nro.  3)  folgt  zun&chst 

dx  dx  dx 

.        dui    ,        duq 

dieser  Ausdruck  vereinfacht  sich,  wenn  Ui  und  113  der  Bedingung 

unterworfen  werden;  es  bleibt  nämlich 

dx  dx  dx 

Wir  differenziren  diese  Gleichung  noch  einmal  und  substituiren  die 
Werthe  von  ^,  y'  und  t/'  in  die  Gleichung  1);  dadurch  nimmt  letz- 
tere  die  folgende  Form  an: 


.    dyi  dui        dy^  du^  __  ^ 
"^  dx    dx         dx    dx  ^' 
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Der  Voraussetzung  nach  genügten  yi  und  y^  der  Differentialgleichuig 
2),  daher  verschwinden  die  mit  Wi  und  Wg '  multiplicirten  Glieder,  und 
als  zweite  Bedingung  für  Ui  und  U2  bleibt 
.  dyi  dui        dy2  du^        ^ 

^^  'd^-d^  +  d^d^=^ 

Aus  den  Gleichungen  4)  und  5)  findet  man: 

dui Xy2 

dx  ~ 


dti2 
dx 


y^ 

dyi 
dx 

Xy, 

Vi 

dy% 
dx 

Vi 

äy% 
dx 

y2 

dy^^' 
dx 

oder  kürzer,  wenn  man  den  Differentialquotienten  *einer  gebrochenen 

Function  —  mit  1  —     bezeichnet, 
Q  LQJ 


q  La 

dui  _^       X  du2 

dx 

H'i  i 

.^2 


Durch   Integration  folgen  hieraus   die  Werthe  von  Ui  und  %, 
nach  Formel  3)  endlich  ist 


ftl 


das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  1). 

Beispiel  1«     Bildet  man  aus  der  Differentialgleichung 

zunächst  die  reducirte  Differentialgleichung 

welche  mit  der  unter  Nro.  4)  in  §.  114  betrachteten  identisch  ist, 

so  sind 

cos  Je  X       -  sin  k  x 

«/,  =       '    ■  und  W2  = 

^^  X  ^^  X 

die  particulären  Integrale  der  letzteren;  die  Formel  6)  giebt  nun 
als  allgemeines  Integral  von  Nro.  7)* 
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Beispiel  2.     Die  gegebene  DifPerentialgleichung  sei  . 

^^  dx^        X  dx^  x^^~     ' 

mithin  die  entsprechende  redacirte  Gleichung 

doc<i        OD  dx       x^        ^ 

Als  particoläres  Integral  derselben  findet  man  ^  und  als  allge^* 
meines  Oia?  +  C^xlx^  mithin  y\  =  a?,  y^  =  xlx  und  nacb  For- 
mel 6) 

10)  y  =  a?  jCi  —  fxXlxdx]  +  xlx  1(72  +  f  Xdx\ 

als  allgemeines  Integral  der  Differentialgleichung  9). 


§,  116. 
Homogene  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

Eine   Differentialgleichung    zweiter  Ordnung   wird   homogen 
genannt,  wenn  sie  unter  der  Form 

enthalten  ist,  wobei  zur  Abkürzung 

^  dx       ^'     dx^        ^ 

gesetzt  werden  möge. 

Um  sie  zu  integriren,  benutzen  wir  die  Substitution 

3)  -  =  <  oder  y  =  xt 

X 

und  erhalten  zunächst  aus  Nr.  1)  mit  Rücksicht  auf  Nr.  2) 

Einerseits  ist  nun  durch  Differentiation  von  y  =  xt 
5)  dy  =  tdx  4-  ^^^ 

andererseits '  hat  man  (nach  Nr.  2)  dy  =  pdx  mithin  durch  Ver- 
gleichung  beider  Ausdrücke  von  dy 
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^.  dx  dt 

X        p  —  t  •*■ 

Femer  ergiebt  sich  ans  der  Gleichung  dp  =  q^dx  durch  Substitution 
des  Werthes  von  g  aus  Nr.  4) 

,  JP(p,0   .         .       dx  dp 

äp  =  -j'dx    oder    -  =  J^- 

Die  Gleichsetzung  der  beiden  für  —  erhaltenen  Ausdrücke  fuhrt  zu 

X 

folgender,  zwischen  p  und  t  bestehender  Differentialgleichung 

7^  dp  ^  F{p,t) 

^  dt        p-^t' 

die  man  auf  irgend  eine  Art  zu  integriren  suchen  muss.     Hierbei 
können  zwei  Fälle  unterschieden  werden. 

Wenn   man  durch  Integration  der  Differentialgleichung  7)  zu 
einem  Besultate  von  der  Form 

8)  i>  =  9(0  .1.1.1^  =  9.(0 

gelangt  ist,  so  hat  man  zufolge  des  in  Nr.  5)  angegebenen  Werthes 
von  dy 

diese  neue  Differentialgleichung  giebt  durch  Integration 

worin  nach  ausgeführter  Integration  nur  noch  ^  =  —  zu  setzen  ist 

Lässt  sich  das  Integral  der  Differentialgleichung  7)  nicht  in 
der  Form  8),  wohl  aber  in  der  umgekehrten  Form 

10)  t  —  ^(p) 
darstellen,  so  ist  nach  Nr.  6) 

dx  ^  ^'(p)dp  ^  f    ,1      _  iszJ:^\dp 

X       p  —  Hp)       W  —  ^(P)       P  —  '^(P)l 

mithin  durch  Integration 

woraus  x  als  Function  von  p,  etwa 

11)  z  =  xis) 
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entnommen  werden  kann.     Ferner  ist  ^  =  ^^  d.  h. 
12)  y  =  rc^d)), 

und  wenn  nun  p  aus  den  Gleichungen  11)  und  12)  eliminirt  wird« 
80  ergiebt  sich  die  gesuchte  Integralgleichung. 

Als  beachtenswerth  ist  noch  der  specielle  Fall  hervorzuheben, 
wo  die  Gleichung  1)  die  Form  hat 

Die  Differentialgleichung  7)    wird   dann    homogen  und   lässt  sich 
mittelst  der  gewöhnlichen  Substitution 

^  =z  u  oder  p  =  tu 

V 

integriren.     Man  erhält  zunächst 

dt (u  —  l)du 

T  ~  /(u)  + 1*  --  w« 

und  durch  Integration  und  Substitution  von  t  =  — 

sc 

\xj  J  /(«)  +  u  —  u* 

Ferner  ist  nach  Nr.  6)  und  dem  Yorigen 

1  (tt  —  l)du 


dx 

1 

dt 

X 

^^mmm 

P 

« 

t 

■  II 

1 

t 

Zt—  1      /(w)   +   M  —   M« 


und  durch  Integration 

Addirt  man  hierzu  die  Gleichung  14),  so  folgt 

die  beiden  letzten  Gleichungen,  ^us  denen  möglicherweise  u  eliminirt 
werden  kann,  enthalten  die  vollständige  Lösung  der  Aufgabe. 

Beispiel  1.     Die  Differentialgleichung  sei 

^^^  ^dx^  ~  "  W    ~  x'dx'^  \dx) 

oder 

«<g  — fp  +  JP^ 
xq  =  ^ ; 

Sohlömiloh,  Analynis.  L  35 
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der  Gleichung  7)  entspricht  dann  die  homogene  Differentialgleichung 

dt  P    _ 

1 

als  deren  Integral  sich  ergiebt 

p  =  t  +  tVC  +  2alL 
Nach  Nr.  9)  ist  nun  


,,-.,  ,  dt  VC  +  2alt 


0)=/i 


tVc+  2alt  -  « 

oder  zufolge  des  Werthes  von  t  und  für  ?c  =  —  Ci 

a^(lx  +  C,y=  C  +  Saif^l); 

führt  man  statt  der  Constanten  C  und  Ci  zwei  neue  Gonstanten  Ä 
und  B  ein  mittelst  der  Gleichungen 
«a  (7,2  _„  (7 

o^  -=^>     (7,a-  l  =  P, 

so  erhält  man  als  Integral  von  Nr.  17) 

18)  hj  =  A  +  Blx  +  \a{lx)\ 

Beispiel  2.     Der  Differentialgleichung  17)  ähnlich  aber  etwas 
allgemeiner  ist  die  folgende 

deren  Integration  genau,  in  derselben  Weise  bewirkt  werden  kann 
Im  Fall  /3  +  I  von  Null  verschieden  ist,  erhält  man 

20)  lt,  =  A->r  Bx^+ß  -  Y^  ?a-,  /*  <  -  1. 

für  ß  =  —  1  dagegen  kommt  man  auf  das  vorige  Beispiel  zurück. 
Beispiel  3.     Handelt  es  sich  um  die  Integration  der  Differen- 
tialgleichung 

^  ^dx^  \xj    ^  ^  X  dx  ^  ^  \dxj 

worin  y  ^  1  sein  möge,  so  hat  man  die  drei  Fälle  zu  unterscheiden, 
ob  der  Ausdruck 

«(1  -y)  +  i(i  +  ß)' 

positiv,  Null  oder  negativ  ist.      Im  ersten  Falle  sei  zur  Abkürzung 
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A  =  Va(l  _y)  +  i(i  +/J)»; 
als  Integpral  von  Nr.  21)  ergiebt  sich  dann 

22)  y'-^  =  ü^^^'^^iAi^  4-  Bx-^). 
Im  zweiten  Falle  findet  man 

23)  y^-^  =  ii^^^^{A  +  Blx\  A  =  0. 
Im  dritten  Falle  sei  zur  Abkürzong 

^=  V«(y  -  1)  -  Kl  +  «*i 

das  Integral  von  Nr.  21)  ist  dann  folgendes 

24)  y^-y  =  x^'^'^^  [Acos(}/i.lx)  +  -Bsm(fi?a;)}. 

§.  117. 
Nichtlineare  Differentialgleichiuigeii  zweiter  Ordnung. 

Wenn  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  weder  linear 
ist,  noch  zu  den  in  den  §§.  111,  112,  114  und  116  betrachteten 
Gleichungsformen  gehört,  so  hat  man  nur  wenig  Mittel  zu  ihrer 
Integration.  Das  nächstliegende  ist  offenbar,  durch  Substitution 
neuer  Yariabelen  eine  der  früheren  Formen  herbeizuführen;  um  aber 
zahlreicher  Versuche  überhoben  zu  sein  und  eine  möglichst  vortheil- 
hafte  Substitution  rasch  zu  finden,  kann  man  sich  der  Methode  der 
Variation  der  Constanten  bedienen.  Letztere  besteht  immer  darin, 
dass  man  die  Differentialgleichung  vorerst  durch  Weglassung  eines 
ihrer  Glieder  vereinfacht,  diese  specialisirte  Differentialgleichung 
integrirt  und  nun  dem  Integrale  der  allgemeinen  Differentialgleichung 
dieselbe  Form  giebt,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  man  die  Grössen, 
welche  in  dem  Integrale  der  specialisirten  Differentialgleichung  als 
willkürliche  Constanten  figurirten,  als  unbekannte  Functionen  der 
unabhängigen  Variabelen  ansieht.  Eine  Anwendung  dieses  Ver- 
fahrens ist  folgende.     Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

worin  X  und  Y  Functionen  von  X  und  y  allein  bezeichnen  mögen. 
Wäre  die  Differentialgleichung  einfacher 

dx^  dx  '  da;     '       ^ 

60  würde  die  Integration  sehr  leicht  sein,  man  fände  nnmlich 

35* 
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woraus  y  selbst  leicht  herzuleiten  ist.  Yersuchen  wir  nun,  ob  der  Diffe- 
rentialgleichung genügt  werden  kann,  wenn  man  für  1/  einen  Ausdruck 
von  derselben  Form  setzt,  aber  an  die  Stelle  der  Integrationsconstante 
C  eine  neue  Function  e  von  x  treten  lässt.   Mittelst  der  Substitutionen 

dx  dx^        \dx  J 

verwandelt  sich  die  Gleichung  1)  in  die  folgende 

dx 
oder,  indem  man  beachtet,  dass  die  Beziehungen 

de        dz  dy         —fxdz        dy 

di  =  Tirx'  ''      =rx 

stattfinden, 

'^ + H  t = »• 

Da  im  Allgemeinen  ^  von  Null  verschieden  ist,  so  muss  der 
Inhalt  der  Parenthese  gleich  Null  sein.  Dies  giebt  eine  Differen- 
tialgleichung, deren  Integral  ist 

femer  wird  durch  Substitution  in  Nro.  2): 

dx 
hier  sind   die  Yariabelen  nochmals  trennbar  und  man  gelangt  so  zu 
dem  allgemeinen  Integrale: 

3)  Jef'"''  dy  =  Co  Je'^^^'äx  +  C,. 

Als  geometrisches  Beispiel  diene  die  Aufgabe:  die  Gnrve  zu  fin- 
den, in  welcher  die  von  einer  gegebenen  Ordinate  ab  gerechnete 
Fläche  TJ  in  constantem  Verhältnisse  zu  dem  Eecktecke  steht,  dessen 
eine  Seite  die  letzte  Ordinate  y  der  Fläche  JJi  und  dessen  andere 
Seite  das  harmonische  Mittel  aus  der  Abscisse  x  und  der  Subtan- 
gente  i  ist.  Bezeichnen  wir  mit  ft  :  1  das  gegebene  Yerhältniss,  so 
lautet  die  Bedingung: 

man  hat  aber,  wenn  a  die  Abscisse  derjenigen  Ordinat-e  bedeutet, 
von  welcher  ab  die  Fläche  V  gerechnet  wird: 


U=.Jydx,    y  =  ff, 
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femer  für  die  Snbtangente 

dy  _  du  d^U 
^^'  dx~  dx'dx^' 

nach  Substitution  der  für  y  und  t  angegebenen  Werthe  und  bei  ge- 
höriger Anordnung  erhält  die  Gleichung  4)  die  folgende  Form: 


)^   ^  X  dx         U  \dxj  ~    ' 


dx^ 

welche  mit  der  Gleichung  1)  übereinstimmt,  wenn  man  sich  17  für  ^ 
geschrieben  denkt.     Nach  Formel  3)  wird  nun 

=  GqIx  -{'  Ci, 


A 


wo  die  Fälle  (i  =^  l  und  ft^|  zu  unterscheiden  sind.     Der  erste 
Fall  giebt 

IU=  Colx  +  Gl,    U=e^^x^'[ 

femer  durch  Differentiation  und  Aenderung  der  Constanten 

y  =  Kx^, 

also  Parabeln.     Im  zweiten  Falle  wird 

1 

mithin  ist  die  Gleichung  der  Gurre  von  der  Form 

X 

Die  Gonstanten  bestimmen  sich  durch  die  Bedingungen,  dass  V 
mit  a  gleichzeitig  verschwindet  und  dass  die  Curve  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  x^y^  gehen  soll.  Nimmt  man  z.  B.  ft  =  |,  ^  =  &>, 
-B  =  —  })Ha^  so  sind  die  Werthe  von  y,  t  und  Ui 


"(f) 


l 


(0 


und  diese  befriedigen  in  der  That  die  Gleichung  4)  für  fi  =  ^;  die 
Fläche  U  ist  hier  von  der  Stelle  x  :=^  a  aus  gerechnet,  an  welcher 
die  Curve  vom  Negativen  zum  Positiven  übergeht. 

Gehört  eine  nichtlineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
zu  keiner  der  bisher  untersuchten  Formen ,  so  muss  man  zur  Inte- 
gration durch  Reihen  seilte  Zuflucht  nehmen. 
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§.  118. 
Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen. 

Wenn  es  schon  für  die  Bifferentialgleicbungen  erster  und  zwei- 
ter Ordnung  keine  allgemeine  Integrationsmethode  giebt,  so  wird  es 
nicht  befremden,  dass  die  Di£Perentialgleicbungen  höherer  Ordmmgen 
nur  selten  in  geschlossener  Form  integrirt  werden  können.  In  der 
Tbat  sind  es  nur  die  linearen  Differentialgleichungen,  über  deren  In- 
tegration etwas  Allgemeineres  und  zwar  das  Folgende  bekannt  ist. 

Wir  betrachten  zunächst  die  Differentialgleichung 

•  .  .  +  Z„-i  ^  +  Xny  =  0. 

worin  Xi ,  Xg ,  •  •  •  X«  Functionen  von  x  allein  bezeichnen  mögen. 
Kennt  man  von  dieser  Differentialgleichung  titer  Ordnung  n  particu- 
läre  Integrale 

yu  y2,  ys y«, 

so  lässt  sich  auch  ihr  allgemeines  Integral  finden;  dasselbe  ist  nämlich 

y  =  Ciyi  +  (72^2  + +  Gnyn, 

wie  man  durch  Substitution  in  die  gegebene  Gleichung  leicht  prüfen 
kann.  Dabei  ist  jedoch  erforderlich ,  dass  jene  n  particulären  Inte- 
grale von  einander  verschieden  sind;  im  Gegenfalle  würde  man  nur 
ein  neues  particuläres  Integral  erhalten 

a.    Als  erstes  Beispiel  diene  die  Differentialgleichung 

worin  ai,  a.?,  •  •  •  a»  constante  Goefficienten  bezeichnen  mögen.  Setzt 
man  ^  =  e^',  indem  unter  k  eine  noch  unbestimmte  Constante  be- 
griffen wird,  so  verwandelt  sich  die  Differentialgleichung  in  die  alge- 
braische Gleichung: 

2)  A"  H-  aiA«-i  +  a^A^-^  + \-  a»_iA  +  a„  =  0, 

deren  n  Wurzeln  Aj,  Aj,  •  •  *  A»  heissen  niögen.  Jeder  von  den 
Ausdrücken 

^iX^     ^iX^     ßAa*^  .  ,  ,  ßXf^x 
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bildet  ein  particnläres  Integral  der  Gleichung   1);  das  allgemeine 
Integral  derselben  ist  daher: 

3)  y  =  Ci^'  +  Ci^'  +  •  •  •  +  C«c^«'. 

Die  Formel  3)  bedarf  einer  Modification,  wenn  mehrere  War. 
zeln  der  algebraischen  Gleichung  3)  einander  gleich,  oder  wenn  sie 
imaginlr  sind.  Wären  z.  B.  die  Wurzeln  A],  X^,  A3  gleich,  so  setze 
man  vorerst  A3  =  Aj  -f"  ^»  ^s  ==  ^1  H"  ^  nnd  entwickele  die  Expo- 
nentialgrössen,  in  denen  8  und  b  vorkommen;  dies  giebt: 

y  =  (Ci  +  Ca  +  Ca)  ß^'  +  (C2Ö  +  C,  B)  xe^i- 

+  1(0.20^+  C3£2)a;2eiix^  etc. 
+  046^*  +  fte^'  +  •  •  •  -f  C„e^n^; 
unter  dem  „etc."  sind  hier  alle  die  Glieder  verstanden,  welche  die 
dritten  und  höheren  Potenzen  von  d  und  £  enthalten.  Setzt  man 
Ci  +  d  +  Cs  =  C,  C28  +  Ca«  =  C,  endlich  1(0^8^  +  Caf'O 
=  C",  und  lässt  schliesslich  8  und  6  in  Null  übergehen,  so  wird: 

y  =  (0  +  Cx  +  C'x^)  e^'  +  C^^^'  +  •  •  •  +  C„e^«'. 
Man  übersieht  leicht  den  Fortgang  dieses  Verfahrens  bei  einer 
grösseren   Anzahl   gleicher   Wurzeln.      Sind    überhaupt    Ic    gleiche 
Wurzeln 

in  der  Gleichung  2)  vorhanden,   so  erhält  das  allgemeine  Integral 
die  folgende  Gestalt: 

4)  y  =  (C  +  C'x  +  C"x2  +  .  •  -  +  a*-i)x*-Oß^»' 

+  C*  +  iC^*+i*  -f-  C*+2C^*  +  2'  +  •  •  •  +  C„eV. 
Bei  imaginären  Wurzeln  tritt  nur  insofern  eine  Umänderung 
ein ,  als  jede  der  entsprechenden  Exponentialgrössen  in  einen  reellen 
und  imaginären  Theil  zerfällt;  gleichwohl  wird  dadurch  y  nicht 
nothwendig  imaginär,  da  es  freisteht,  auch  den  willkürlichen  Con- 
stanten compleze  Werthe  zu  ertheilen,  wie  es  bereits  in  §.  113  ge- 
schehen ist. 

b.    Eine  ganz  ähnliche  Behandlung  gestattet  die  Differential- 
gleichung 

^        o,  ^-ly  +  ^  ^llV    .... 
'  doff"^  X  dixf'-^  ^  X*  dx^-^  ^ 

'  '  '  ^  x«-i  dx  ^  X*"  ^  ~ 

Der  Versuch  y  =  xf*  führt  nämlich  zu  der  algebraischen  Gleichung 
nten  Grades 
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fi(|[t  — l)(fi  — 2) Qit  — n  — 1) 

+  aift(ft— l)(fi  — 2)  .  .  .  Qi  —  n  —  2) 
^)            {+  a2ft(ft-— l)(ft  — 2)  .  .  .  (ft  — n  — 3) 
V 

+   lian-i   +   On  =0, 

deren  Wurzeln  f^i»  ft2,  .  .  .  ft„  heissen  mögen.     Jede  der  Potenzen 

aa"i,  aa"«,  x^^y  .  .  .  a;^n 

stellt  jetzt  ein  particnläres  Integral  der  Differentialgleichung  5)  dar; 
mithin  ist  das  allgemeine  Integral: 

7)  y  =  Gix/^i  +  G^xf^*  +  •  •  •  +  GnXf^n. 

Für  den  Fall  gleicher  Wurzeln  tritt  hier  eine  ähnliche  Modi- 
fieation  ein,  wie  hei  dem  vorigen  Beispiele.  Enthält  nämlich  die 
Gleichung  6)  die  k  gleichen  Wurzeln 

Ih  =  (h  =  Ih  '     -  '  =  f^k, 

so  ist  die  Formel  7)  durch  die  folgende  zu  ersetzen 

8)  y  =  [C+  aix  H +  C(*-i)Gir)*-^]a:^i 

+  Ci+iic^i+i  +  Ci+2a^*+2  +  •  •  •  +  C7«iW»it, 
wie  man  leicht  finden  wird. 

Bei  complexen  Wurzeln  ist  jedes  particuläre  Integral  von  der 
Form  ix^  +  *ß  mittelst  der  Formel 

a;«+«7»  =  x^e^ß'^  =  x^[cos(ßlx)  +  isin(ßlx)] 
in  einen  reellen  und  imaginären  Theil  zu  zerlegen. 


§.  119. 
Die  Variation  der  Constanten« 

I.    Wir  betrachten  noch  die  allgemeinere  Differentialgleichung 

und  zwar  unter  der  Voraussetzung,  dass  man  sie  in  dem  spedellen 
Falle  X  =  0  integriren  könne.  Nennen  wir  ^i,  ^2«  ^3«  •  •  •  Vn  die 
particulären  Integrale  der  reducirten  Differentialgleichung 

1^  +  ^'  d^F^^  +  •  •  •  +  i.-i  5i  +  Z.y  =  0. 
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80  läset  sich  vermuthen,  dass  das  Integral  von  Nro.  1)  die  Form 
2)  y  =  Uiyi  +  Wjya  -f  .  .  .  +  Unyn 

haben  werde,  wo  lii,  t^,  •  .  .  t«„  noch  unbekannte  Functionen  von  x 
bezeichnen.  Diese  Gleichung  differenziren  wir  (n  —  l)mal,  setzen 
aber  den  jedesmaligen  zweiten  Theil  des  Differentialquotienten  der 
Null  gleich;  diese  leichte  Bechung  giebt: 

dfa;   da?         dfx    (?a;  eia;   dic 

u.  s.  w.; 

dfa;«-i  ~  ^  dfa;»-i    "^  ^  da?«~i    "^         "^    "  da;«-i  ' 

gv  d?"-^yi  dth        d»~^y2  <?^a    .     ,     i    ^!Z!l[?  ^  =  0- 

^  daj«-3    dfx  "*"  da;»-»    da?  "*  *"  dx«-»    da? 

endlich  bei  nochmaliger  Differentiation: 

da?»  ~  ^  da?»    "*"  ^  da?»    "^  "^  ^  dx» 

"''  da?«-A    dx   "^  dx"-i    dx   "^  *"  "^  dx«    ^    dx  ' 

wo  der  zweite  Theil  nicht  gleich  Null  gesetzt  wird,  weil  noch  die 
Differentialgleichung    1)    zu    erfüllen    ist.      Nach    Substitution    der 

Werthe  von  y,  -=^ ,  -7-^  1   •  •  •  ;t~   und  mit  Beachtung  des  Umstan- 

tvX        tvX  tvX 

des,  dass  jede  der  Functionen  ^i,  y^^  •  •  •  y%  der  reducirten  Gleichung 
1)  genügt,  verwandelt  sich  die  Differentialgleichung  1)  in 

d»-^yi  dui        d»~^y2  du^    . ,    d^'-^y   äun_  y- 

dx"-i    dx  "'"  da?»-i    dx    ""  ^  dx»-*    dx 

Mit  den  Gleichungen  3),  4),  5)  etc.  zusammen  hat  man  jetzt 
zwischen  den  n  Unbekannten 

dui     dtcj     du3  dUn 

dx '    dx  '    dx  '  dx 

die  folgenden  n  Beziehungen: 
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dui    ,  duq     ,  ,  dun 

dyidwi,^^,,  dyn    dUn    __Q 
dx    dx         dx   dx  dx     dx 

dx^   dx  '^  dx^    dx  ^  '  '  '  '  '^    dx^    dx 

welche  rücksichtlich  jener  Unbekannten  vom  ersten  Grade  sind.    Man 

kann  demnach  -r-^ ,  —r-^ ,  •  •  •  -r^  jederzeit  bestimmen   und  erhält 

dx      dx  dx 

sie  als  Functionen  von  x,  etwa 

dui  du2  dUn 

1^  =  ^'^  dF  =  ^*'  •  •  •  "5^  =  ^"■' 

daraus  folgen  Ui^  U2,  •  -  •  u»  selbst  und  zuletzt  ist  uach  Formel  2) 
6)         y  =  yi  I  /  Xi  ^^  +  g\  ^-  yXj  lidx  ^r  CaJ  + 

^r  yn\j  Xndx  -\-  cJ 

das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  1). 

IL  Die  Variation  der  Constanten  lässt  sich  auch  in  dem  Falle 
anwenden,  wo  man  nicht  alle  particulären  Integrale  der  reducirten 
Differentialgleichung  kennt.  Sind  z.  B.  nur  die  n  —  1  particulären 
Integrale  ^1,  y^^  .  •  .  ^n— 1  bekannt,  so  setzen  wir  wieder 

7)  y  =  wiyi  +  ««2^2  +  •  •  •  4-  w«-iy»-i 

und  rechnen  wie  vorhin  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  überall  n  —  1 
an  der  Stelle  von  »  steht;  dies  giebt 

dx  dx  dx  dx 

.  dui    ,  dtUi    .  ,  dUn^i 

8)         »1  17  +«"  dF  +  •••-*-  «'-^  -dr  =  ''' 

da;»         ^    d«»  ^    ^   dx*  ^         ^  ^^     das»    ' 

9)  ^  ^  4.  ^  i!^  j_  .  .  .  4.  '^y«-'  '^"»-i  __  Q 

d»   d«         d«    dos  dx       d»  ' 

u.  s.  w. 
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10)  <^^Vi^  .    ..,        tf^-ay.-!  Jt.^1  ^ 

^  e?a;»-8    dTa;  ^  ^     e^a;«-»        da; 

"^daf-2    ela?  "^  "*"     dx»-»        da?    ' 

und  wenn  noch  einmal  differenzirt  wird, 


*'y  ä^yi    ,  ,  <2"y„^ 


"1 

=  **1   ■TUT    +    •  •   •    +    **»-! 


1 


da?«  '  da?»     '  '      ""*     da;« 


+  2  j 


da;"-*    da?   "^  *  '  '  "^    da^-^        dx 


"^  da?«-2    da;2   ■»■•••  "^     da?»-'-«        da?^ 

Sabstitnirt  man  alle  diese  Werthe  in  die  Gleichung  1)  und  berück- 
sichtigt, dass  ^1,  y-2,  ...  ^n— 1  der  reducirten  Differentialgleichung 
genügen,  so  erhält  man 

d^-^yid^tii  d"-^yn.~i  d«w,-.i 

da;»-»    dx    "^  '  *  *  '  "t"     Jaf-»        da;» 

11)         ("^       |da?»-i    da?    "i"  '  *  '  "^      da?»-*        da; 

■^^jda?»-»    dx    '^  "^     da?«-»        dx 

=  X. 

Die  »  —  2  Gleichungen  8),  9),  10)  bestimmen  die  gegenseitigen  Ver- 
hältnisse der  Differentialquotienten 

du\      du2  dun--i 


•  •  •  • 


dx^    dx  ^  dx    * 

Bieht  man  den  ersten  derselben  als  bekannt  an,  so  kann  man  aus 
jenen  n  —  2  Gleichungen  die  n  —  2  übrigen  Differentialquotienten 
finden  und  erhält  sie  in  der  Form 

to\     ***»        -,   ^^     duz  dui  dun^i  dui 

^^^    dF  =  *^^  d^' di"-*^  d7* -""d^^^^-^dJ' 

wo  f^y  f^f  •  •  •  Vn—i  bekannte  Functionen  von  x  sind*  Die  Substitu- 
tion dieser  Werthe  in  Nro.  11)  föhrt  zu  einer  Gleichung 
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in  welcher  P  und  Q'  bekannte  Functionen  von  x  sind.  Wenn  man 
diese  Gleichung  allgemein  integriren  kann,  so  enthält  Ui  zwei  will- 
kürliche Constanten,  femer  geben  die  Gleichungen  12)  die  Werthe 
von  Uiy  «3,  .  .  .  w„_i  mit  n  —  2  weiteren  Gonstanten,  endlich  lie- 
fert Nro.  7)  das  gesuchte  y  mit  zusammen  n  willkürlichen  Gonstan- 
ten d.  h.  das  allgemeine  Integral  von  Nr.  1). 

Ganz  ähnlich  gestaltet  sich  die  Rechnung,  wenn  nur  n  —  2  par- 
ticuläre  Integrale  der  reducirten  Differentialgleichung  bekannt  sind; 
die  Bestimmung  der  beiden  fehlenden  Particularintegrale  oder  des 
allgemeinen  Integrales  führt  dann  auf  eine  Differentialgleichung  drit- 
ter Ordnung.  Wie  sich  diese  Betrachtungen  weiter  fortsetzen  lassen, 
ist  hiernach  leicht  zu  übersehen. 


Gap.  XIX. 

DiflTerentialgleichungen  mit  mehreren  Variabelen. 

§.  120. 

Integration  der  simultanen  Gleichungen  erster 

Ordnung. 

Wenn  zwischen  n -\-  1  Variabelen  x,  y,  JS,  •  >  •  8,  f,  unter  denen 
t  die  unabhängige  Veränderliche  sein  möge,  n  Gleichungen  von  der 
Form: 

\dx        -  /  .N      dy       j,  ,  .V 

—  =:fs(x,y,z,...f)  etc. 

bestehen  sollen,  so  müssen  x,  j^,  ir,  .  .  .  8,  als  Functionen  von  t  ge- 
dacht, daraus  entwickelbar  sein ,  und  es  kommt  nun  darauf  an ,  eine 
neue  Gleichung  zu  bilden,  welche  nur  die  unabhängige  Variabele  t 
und  eine  der  abhängigen  Variabelen,   etwa  x,  enthält     Man  gelangt 

__  dx 

hierzu  auf  folgendem  Wege.     Aus  der  ersten  Gleichung  —  =fi  er- 

dt 

giebt  sich  durch  Differentiation: 

dt^        dx'dt  '^  dy'dt  "^  ^  ds'dt^  dt' 

Die  angedeuteten  partiellen  Differentiationen  in  Beziehung  auf  x^  y^ 
»  »  ,  8,  t  sind  ohne  Weiteres  ausführbar,  weil  die  Form  der  Func- 
tion/i  bekannt  ist;  ftlr  die  Differentialquotienten  ^— ,  -r^,  •  •  •  — 

dt     dt  dt 

kann  man  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  1)  einsetzen  und  man 
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erhält  so  ein  Resultat  von  der  Form: 

Wiederholt  man  dasselbe  Verfahren,  indem  man  die  vorstehende 
Gloichnng  differenzirt  and  die  Gleichungen  1)  benutzt,  so  ist  das 
Ergebniss  von  der  Gestalt: 

Indem  man  auf- diese  Weise  bis  zum  nten  DifEerentialquotienten  fort- 
geht, hat  man  die  n  Gleichungen: 

dx  d^x 

Sehen  wir  für  den  Augenblick  die  linken  Seiten  dieser  n  Gleichun- 
gen als  bekannt  an,  so  würden  die  n  —  1  ersten  Gleichungen  die- 
nen können ,  um  die  n  —  1  Unbekannten  ^,  jer, . . .  s.  durch  die  übri- 
gen vorhandenen  Grössen  auszudrücken;  diese  algebraische  Opera- 
tion giebt  Gleichungen  von  folgender  Form: 

_       /        dx    d^x  d''-^x\ 

y  —  ±,yt,x,  — ,  — ,  ...  j^:=t)^ 

"^  -  ^^V'  '^'  dP'  '"dF=^J' 

„       A       da;    d^x  a—^x\ 


3) 


Durch  Substitution   dieser  Ausdrücke  in   die  letzte  der  Gleichungen 
2)  entsteht  eine  neue  Gleichung  von  der  Gestalt: 

d.  h.  eine  Differentialgleichung  nter  Ordnung  zwischen  x  und  t.    Aus 
dieser  bestimmt  sich  x  als  Function  von  f,  dadurch  werden  zugleich 

^-j  -;--■  etc.  bekannt,  und   die  Gleichungen  3)  führen  nachher  zur 
dt     dt^ 

Kenntniss  der  übrigen  abhängigen  Variabelen  y,  e  ...  s. 

Als   Beispiel  möge  die    Integration   der  drei  simultanen   Glei- 
chungen: 


(dy   .    äz\ 
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vorgenommen  werden.     Man  erhält  aus  der  ersten  Gleichung 

dy  de 

und  nach  Suhstitution  der  Werthe  von  -77  und  -=t 

dt  dt 

d^x 
6)  —  r=  a(ß  +  r)  X  +  ayy  +  aße\ 

die  zweite  Differentiation  und  nochmalige  Suhstitution  gieht 
d^x 

7)  57?  =  2  "^^'^  +  "("'*  +  «y  +  /Jy)  (y  +  4 

Ans  der  Gleichung  6)  und  der  ersten  Gleichung  in  5)  ergehen  sich 
y  und  z,  nämlich 

1  [d'^x  dx  ) 

Diese  Werthe  kann  man  in  Nro.  7)  suhstituiren ,  oder  kurzer,   man 

dx 
setzt  in  Nro.  7)  —  für  a(y  +  z)  und  hat  so: 

10)  ^  =  2«/Jya;  +  («/3  +  ay  +  /Jy)||. 

Diese  lineare  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  hat  nach  §.117,  a, 
zum  vollständigen  Integral 

11)  X  =  Cie^i'  +  Ca^^-'  +  C^e*«»', 
wo  Ai,  A2,  ^3  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 

12)  A3  =  (a/3  +  ay  +  /3y)A  +  2aßy 

sind.     Die  Formeln  8)  und  9)  liefern  y  und  z,  wenn  der  Werth  von 
X  eingesetzt  wird. 

Der  gegebenen  Entwickelung  zufolge  kommt  die  Integration 
eines  Systemes  von  n  simultanen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung im  Allgemeinen  auf  die  Integration  einer  Differentialgleichung 
nter  Ordnung  zurück;  indessen  kann  dieser  Satz  insofern  eine  Aus- 
nahme erleiden,  als  sich  bei  der  Auf&tellung  der  Gleichungen  2) 
nicht  selten  schon  früher  (d.  h.  ehe  man  die  letzte  derselben  ent- 
wickelt hat)  Gelegenheit  zur  Bildung  einer  Gleichung  zwischen  x 
und  t  darbietet;  diese  Differentialgleichung  ist  dann  von  niedrigerer 
als  nter  Ordnung.     Um   nachher   alle  übrigen   Yariabelen  y^  Z,  ,  ,  s 
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zu  finden ,  bedarf  es  noch  der  Integration  einiger  Hülfsgleichnngen, 

dx 
welche  sich  von  selbst  ergeben,  wenn  man  alle  durch  x,  -=-7   etc.  be- 
kannt gewordenen  Grössen  in   die  ursprünglichen  Gleichungen  ein- 
setzt. 

Als  Beispiel  mögen  die  Gleichimgen 

^^^  57  =  ^  +  ^'^  =  ^  +  ^'  57  =  "^+^ 

dienen,  welche  den  speciellen  Fall  a  =  /S  =  y  =  1  der  vorigen 
Aufgabe  bilden.  Die  cubische  Gleichung  12)  wird  A^  =  3  A  -|-  2 
und  besitzt  die  Wurzeln  Ai  =  2 ,  *A3=  As  =  —  1 ,  also  zwei 
gleiche  Wurzeln.  Das  Integral  der  für  x  aufgestellten  Differential- 
gleichung ist  jetzt : 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  Formeln  9)  und  10)  einfuhrt, 
so  stösst  man  auf  die  Unbequemlichkeit,  dass  ß  —  y  =  0  und 
y  =  ^  wird.  Dieser  Uebelstand  lässt  sich  zwar  beseitigen ,  ist  aber 
ein  Zeichen,  dass  man  einen  Umweg  gemacht  hat.  Aus  den  Glei- 
chungen 13)  folgt  nämlich  analog  Nro.  6): 

—  ^2x  +  y  +  z, 

und  hier  bietet  sich  schon  Gelegenheit  zur  Bildung  einer  Gleichung 
zwischen  t  und  x  allein,  sie  ist: 

d^x o      _!_  ^ 

dp—^''^  dt' 

woraus  als  vollständiges  Integral 

14)  a?=  Cc2'  +  C10-« 

hervorgeht.  Zieht  man  jetzt  die  erste  Gleichung  in  Nro.  13)  von 
der  zweiten  ab,  so  fällt  e  weg  und  es  bleibt  die  lineare  Differen- 
tialgleichung 

sie  giebt: 

15)  y=  Ce^'  +  C2e-K 

Auf  ganz  gleiche  Weise  folgt  durch  Subtraction  der  ersten  Glei- 
chung in  13)  von  der  dritten  und  nachherige  Integration 

16)  s=  Ge^*  +  Cze-K 

Die  Werthe  von  x^  y,  ß  enthalten   zusammen  vier  Gonstanten,  mit- 
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hin  eine  zuviel;  substituirt  man  aber  die  für  x,  y^  z  gefundenen  Aus- 
drücke in  eine  der  Gleichungen  13),  so  ergiebt  sich  die  Bedingung ; 

17)  Q  +  C2  +  Ca  =  0, 

wodurch  die  normale  Zahl  der  Constanten  wieder  herbeigeführt  wird. 

§.  121. 
Simultane  Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen. 

Das  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzte  Verfahren 
erstreckt  sich  mit  gleicher  Leichtigkeit  auch  auf  den  Fall^  wo  die 
gegebenen  simiultanen  Differentialgleichungen  verschiedene  höhere 
Differentialquotienten  der  abhängigen  Yariabelen  x^  y,  0,  .  ,  ,  6  ent- 
halten.    Setzt  man  nämlich: 

dx. ,     d^x ds^ „    d^x dx" „, 

dt  ~^'    li^~  dt  ~^'   'd^~1T~^  '  •"* 

^y  —  J     ^  _  ^  _  ./'     ^'^y  _  ^'  _  ,/'' 

dt~^'  dt^~  dt~^'  dW~  dt   —  ^  '•••• 

u.  s.   w. 

und .  sieht  af,  a/',  a/",  . . .  y,  y ,  y"\  u.  s.  w.  als  neue  Variabele  an, 
so  hat  man  wieder  Gleichungen  erster  Ordnung,  aber  mit  einer 
grösseren  Anzahl  voii  Yariabelen.  Die  zwei  simultanen  Differential- 
gleichungen z.  B.: 

18)  ^j.^  — 2rr     ^4-^  — 2t/ 
^^^  dt  +  dt^  -^""^    dt  +  dt^—^^ 

lassen  sich  durch  folgende  vier  Gleichungen  ersetzen: 

di-'^'  di-^' 

welche  von  der  ersten  Ordnung  sind,  dagegen  die  vier  abhängigen 
Yariabelen  x,  y,  af,  ^  enthalten.  Um  die  erwähnte  Methode  anzu- 
wenden, differenziren  wir  die  letzte  Gleichung  und  haben: 

Aus  dieser  und  der  vorhergehenden  Gleichung  lassen  sich  y  und  ^ 
entwickeln,  namentlich  ist 

Sohlömiloh,  Analysis.    I.  36 
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dt  ^  dt^        ^  ^     ' 

oder,  vermöge  der  Bedeutung  von  a/^ 

,  (  dx  d^x    .    d^x) 

20)  y  =  jJ2.-^  +  2^  +  ^j. 

Die  nochmalige  Differentiation  der  Gleichung  19)  gieht 

' —  =  2-^ 2äj'  +  —  =  2(2x  —  x)  —  2ar  +  -T-* 

dt^  dt  ^  dt        ^K^'^      '^)  ^   dt 

Hier  kommt  hereits  kein  y  mehr  vor,  mithin  dient  die  vorstehende 
Gleichung  zur  Bestimmung  von  x\  man  hat  nämlich  zufolge  der  Be- 
deutung von  cd 

d*x         d^x    ,     ,  dx 

dt^         dt^   ^      dt 
Die  zur  Integration  dieser  linearen  Differentialgleichung  gehörende 
algehraische  Gleichung  ist 

A*  — A2  -I- 4A— 4  =  0, 
oder  auch 

A*  —  (A  —  2)2  =  (A2  -f-  A  —  2)  (A2  —  A  -f  2)  =  0. 
Die  vier  Wurzeln  derselben  sind 

, CT         IIA        1+V^^^     1         1-V^^^ 

Ai  =  —  ^,  Aa -|-  1,  As 2  ,    A4  - 

und  daraus  ergiebt  sich  für  x  der  Werth 

0?  =  Cie-2«  ^  026+^  +  Cse^'cos(ltV7)+G^el'sin(ltV7); 
y  findet  sich  nachher  mittelst  der  Formel  20).  —  Nicht  überflussig 
ist  die  Bemerkung,  dass  die  Gleichungen  18)  vermöge  ihrer  symme- 
trischen Form  noch  eine  zweite  Auflösungsart  zulassen,  bei  welcher 
die  Differentialgleichung  vierter  Ordnung  vermieden  wird.  Die 
Summe  der  Gleichungen  18)  ist  nämlich: 

dx.dy^d^d^^.. 

dt  ^  dt  ^*  dt^  ^  dt^        ^K^-rvh 

d.  h.  wenn  a?  +  y  =  ^  gesetzt  wird: 

ds  \    dH 

=  2  & 

dt  ^  dt^ 

Hieraus  findet  sich  auf  gewöhnlichem  Wege: 

s  =  Ae-'^^  A- Be^K 

Wenn  man  jetzt  in  die   erste  Gleichung  von  Nro.  18)  für  y  seinen 

Werth: 
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einführt,  so  gelangt  man  zu  der  Differentialgleichung: 

die  sich  mittelst  der  Variation  der  Constanten  leicht  integriren  lässt; 
man  erhält  so  x,  dann  y  •=^  8  —  x. 

In  diesen  Bemerkungen  liegt  die  Hinweisung  auf  eine  Modifi- 
cation  des  allgemeinen  Verfahrens,  welche  in  dem  Falle  eintreten 
kann,  wo  die  gegehenen  Differentialgleichungen  symmetrisch  sind 
in  Beziehung  auf  die  abhängigen  Variabelen  x^  y,  z,  .  .  .;  man  er- 
leichtert sich  nämlich  die  Integration,  wenn  man  nicht  sogleich  auf 
die  Bestimmung  von  x,  y,  jer,  .  .  .  selbst  ausgeht,  sondern  vorerst 
eine  symmetrische  Function  von  x^  y^  jet,  .  .  .  als  neu^  Unbekannte 
einfährt  und  für  diese  eine  Differentialgleichung  zu  gewinnen  sucht. 
Ein  bemerkenswerthes  und  für  die  Theorie  der  Centralbewegung 
wichtiges  Beispiel  hierzu  bietet  die  Integration  der  beiden  Differen- 
tialgleichungen 

^^^     'dF~^  V(aj3  +  y«)8'    Jti  Vix^  +  y^y' 

Nach  dem  ursprünglichen  Verfahren  würde  man  y  der  ersten  Glei- 
chung zu  entnehmen  und  in  die  zweite  Gleichung  einzusetzen  haben, 
um  eine  Differentialgleichung  vierten  Grades  zwischen  x  und  t  zu  be- 
kommen; die  Integration  der  letzteren  ist  aber  umständlich,  und  wir 
beabsichtigen  daher  vorerst  eine  Differentialgleichung  zwischen  t  und 
der  Hülfsvariabele 

22)  r  =  V^HKy^ 

zu  erhalten«     Aus  den  Gleichungen  21)  folgt  nun 

die  linke  Seite  ist  ein  vollständiger  Differentialquotient,  nämlich 

T.  /   dy  dx\ 

man  hat  daher  durch  Integration  die  Gleichung 

dy  dx         . 

deren  Quadrat,  des  Folgenden  wegen,  in  nachstehender  Gestalt  dar- 
gestellt werden  möge : 
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Andererseits  folgt  aus  den  Gleichungen  21) 

Beide  Seiten  sind  yollständige  Differentiale;   die  linke  Seite  ist  nfim- 
lich  einerlei  mit 


m+im- 


und  die  rechte  Seite  gleicht  dem  Ausdrucke 

2Jc       xdx+ydy 2Ä        d  f—\ 


'S)'  +  (g)'=^— 


Die  Integration  führt  daher  zu  der  Gleichung 

\dtj 

Substituiren  wir  sie  in  Nro.  23)  und  bemerken  gleichzeitig,  dass  dort 

dx  da  dr 

ist,  60  geht  die  Gleichung  23)  in  die  folgende  über: 

welche  nur  r  und  t  enthält.    Sie  ist  durch  Sonderung  der  Yariabelen 
integrabel  und  giebt  der  Beihe  nach 

at 
und  umgekehrt,  wenn  ^  die  Integrationsconstante  bezeichnet, 

J  V2Ä;r  — 5r»  — ^« 
Eine  elegantere  Form  erhält  das  Integral  mittelst  der  Bemerkung 
dass 

ist,  wodurch  man  veranlasst  wird,  A  und  B  durch  neue  Constanten 
a  und  6  zu  ersetzen;  für 

a 
wird  nämlich 

24)  *  -  ^e  =  y  YTTr T ' 
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Die  Ansführang  dieser  Integration  hat  an  sich  keine  Schwierigkeit 
und  würde  eine  Gleichung  von  der  Form  t  —  to  =f(r)  geben,  die 
nachher  umgekehrt  werden  muss,  weil  r  als  Function  von  t  auszu- 
drücken ist.  Um  zu  sehen,  worauf  es  dabei. ankommt,  führen  wir 
in  Nro.  24)  eine  neue  Yariabele  ^  ein,  indem  wir  . 
25)  r==a(l  —  scostif) 

setzen;  dadurch  wird 

^  —  fo  =  y  j  J (l  —  scostlf)dJl;  =  |/^(^  — 6sm^). 
Man  hat  demnach  zuerst  die  transcendente  Gleichung 


26) 


il^  —  ssinip  =  (t  —  ^e)   y   -3 


nach  ^  aufzulösen,  was  in  jedem  speciellen  Falle  durch  Versuche  und 
nachherige  Correctionen  geschehen  kann,  und  findet  dann  r  mittelst 
der  Formel  25).   —  Es  handelt  sich  jetzt  noch  darum,  x  und  y 

selbst  zu  bestimmen.    Vermöge  der  Bedeutung  von  r  sind  — und — 

echte  Brüche,  deren  Quadratsumme  die  Einheit  ausmacht;   es  liegt 

daher  nahe,  ~  =  cos  9,  mithin  —  =  sin  (f  zu  setzen ,  wo  (p  eine 

neue  Yariabele  bezeichnet.     Die  Substitution  der  Werthe 
27)  a?  =  r  cos  9 ,  y  =  r sin  9 

in  die  Gleichung 

verwandelt  diese  in 

dq>    .      .       dr\ 


i  dq>    .      .       dr) 

rcos  9  }rcöS9  -^  +  stnq)  — | 


—  rsw9  I  —  rsm9  "^   +  ^^9^  jt| 

d«  L  sehr  einfach 

r«g  =  V*a(l-*'). 

Bringt  man  r^  und  dt  auf  die  rechte  Seite,  indem  man  für  dt  seinen 
Werth  aus  der  Gleichung  24)  einsetzt,  so  wird 

9,  =  a  vt:^^  f-y. — £r , 
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und  durch  Substitution  des  nachherigen  Ausdruckes  a  (1  —  e  cos  if) 
für  r 


<p  =  Yr=T^f^ 


ecostif 

Diese  Integration  ist  nach  Formel  14)  in  §.  77  leicht  ausfuhrbar,  in- 
dem man  a  =  1,6  =  —  s,  u  =  tj;  setzt  und  unterscheidet,  ob  der 
absolute  Werth  von  £  kleiner  oder  grösser  als  die  Einheit  oder  ihr 
gleich  ist.    Im  erstem  Falle,  auf  den  wir  uns  hier  beschränken,  wird 

9  =  2  arctan  f  1/     J^     tan  J  ^)  +  9>o»  ^ 

wo  90  ^0  Integrationsconstante  ist;  es  folgt  daraus 

28)  tan\((p  —  ^o)  =  i/  j-^  tan  |^. 

Die  gegebenen  Differentialgleichungen  werden  also  auf  die  Weise 
integrirt,  dass  man  durch  Auflösung  der  Gleichung  26)  zunächst  if 
durch  t  ausdrückt,  hierauf  r  nach  der  Formel  25),  q>  nach  Formel 
28) ,  endlich  x  und  y  mittelst  der  Grleichungen  27)  bestimmt ;  dabei 
bleiben  a,  a,  ^ot  Vq  unbestimmt  und  sind  die  vier  Integrationscon- 
stauten. 
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